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Vorrede. 


Wenn  man  einem  Mathematiker  gewöhnlichen  Schlages 
die  Forderung  stellt,  mit  kurzen  Worten  den  Zweck  der 
höheren  Analysis  zu  bezeichnen  und  die  Bedeutung  zu 
charakterisiren ,  welche  dieser  Calcül  für  unsere  Erkennt- 
niss  überhaupt  gewinnt,  so  erhält  man  in  der  Regel  eine 
Antwort,  als  hätte  man  einen  Freimaurer  gefragt,  was  die 
Maurerei  sei.    Die  ganze  Auskunft  besteht  nämlich  in  bei- 
den Fällen  darin,  dass  man  nach  einigen  unbestimmten 
Redensarten  ermahnt  wird,  sich  in  die  Geheimnisse  dieser 
Künste  bis  zu  einem  gewissen  Grade  einweihen  zu  lassen, 
weil  vorher  das  Wozu  nur  sehr  schwer  deutlich  gemacht 
werden  könne.    Nicht  geringe  Schuld  an  dieser  nichtssa- 
genden Rede  trägt  wenigstens  in  der  Mathematik  (ob  auch 
in  der  Maurerei,  weiss  ich  nicht)  die  Vielheit  der  Systeme, 
welche  geschichtlich  hervorgetreten  sind,  und  unter  denen 
es  in  der  That  solche  giebt,  die  ganz  eigens  zur  Ver- 
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schleicrung  des  sehr  einfachen  Wesens  der  Differenzial 
und  Integralrechnung  aufgestellt  zu  sein  scheinen.  Es  ist 
diese  Thatsache  um  so  schwerer  und  vielleicht  nur  aus 
der  dem  Deutschen  angeborenen  Systematisirsucht  erklär- 
bar, als  es  eine  ganz  leichte  rein  empirische  Methode 
giebt,  um  den  Sinn  der  höheren  Analysis  zu  erkennen. 
Betrachtet  man  nämlich  die  erste  beste  Reihe  von  Aufga- 
ben irgend  welcher  Art  und  gruppirt  sie  nach  der  sehr 
natürlichen  Unterscheidung,  ob  ihre  Lösungen  den  höhe- 
ren Calcul  noth wendig  erfordern  oder  nicht,  so  bedarf  es 
nur  geringer  Beobachtungsgabe,  um  sich  zu  versichern, 
dass  alle  diejenigen  Aufgaben  in  das  Gebiet  des  Elemen- 
taren fallen,  worin  die  zu  betrachtenden  Grössen  entwe- 
der als  schlechthin  unveränderlich  oder,  falls  sie  Aendc 
rungen  unterworfen  sind,  als  aus  diskreten  Theilen  zu- 
sammengesetzt angesehen  werden,  dass  sich  hingegen  die 
Analysis  des  Unendlichen  da  mit  gebieterischer  Nothwcn- 
digkeit  aufdrängt,  wo  stetig  veränderliche  Grössen  in 
den  Kreis  der  Betrachtungen  gezogen  werden.  Will  man 
Beispiele  und  Belege  hierzu ,  so  braucht  man  nur  auf  solche 
Probleme  der  Geometrie  hinauszusehen,  in  welchen  einer- 
seits der  Zusammenhang  zwischen  den  Bestandteilen  einer 
aus  geraden  und  gebrochenen  Linien  constrnirten  Figur 
oder  andererseits  Beziehungen  zwischen  geraden  und  krum- 
men Linien  gesucht  werden;  hier  hat  man  schon  den  Un- 
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torschied ;  in  der  gebrochenen  Linie  —  und  jede  aus  Ge- 
raden bestehende  Figur  kann  als  solche  gelten  —  gesche 
hen  die  Richtungsveränderungen  sprungweis  und  das  Ganze 
besteht  aus  diskreten  Theilen,  die  Curve  dagegen  ändert 
in  jedem  Punkte  oder  stetig  ihre  Richtung.  So  scharf 
diese  Gränze  ist,  so  leicht  überschreitet  man  sie  übrigens 
auch,  ohne  es  zu  bemerken.  Sehen  wir  z.  B.  in  einer 
algebraischen  Gleichung  die  mit  einem  der  letzten  Buch- 
staben des  Alphabets  bezeichnete  Grösse  als  blose  Unbe- 
kannte an,  so  stehen  wir  noch  im  Bereiche  des  Diskreten, 
lassen  wir  aber  die  Unbekannte  zu  einer  Unbestimmten, 
d.  h.  zu  einer  willkührlich  veränderlichen  Grösse  werden 
und  fragen  etwa,  bis  zu  welcher  Stelle  der  ganze  Aus- 
druck wächst,  dann  wieder  abnimmt  u.  s.  w.,  so  kommen 
wir  schon  auf  unausgesetzte  Aenderungen  und  hiermit  in 
das  Gebiet  des  Stetigen.  So  werden  wir  durch  rein  em- 
pirische Beobachtung  a  posteriori  zu  einem  Resultate  ge- 
führt, das  sich  auch  a  priori  ableiten  lässt,  wenn  man 
philosophisch  eine  Orientirung  des  Grössenbereiches  über- 
haupt unternimmt,  was  weiter  auseinanderzusetzen  hier 
nicht  meine  Absicht  sein  kann.  Haben  wir  uns  nun  auf 
diese  Weise  überzeugt,  dass  der  Zweck  der  höheren  Ana- 
lysis  kein  anderer  ist,  als  die  Betrachtung  stetig  veränder- 
licher Grössen,  so  wird  es  sich  blos  noch  um  die  Mittel 
handeln,  dergleichen  gewissermassen  im  Zustande  der  Flüs 
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sigkeit  befindliche  Wesen  so  anzufassen,  dass  sie  nach  be- 
stimmten Regeln  behandelt  werden  können,  ohne  ihre 
charakteristische  Eigenthümlichkeit  einzubüssen.  Hier  giebt 
es  nun  eine  doppelte  Schwierigkeit:  eine  philosophische 
und  eine  mathematische,  oder  wenn  man  will,  eine  mate- 
Helle  und  formelle.  Die  erstere  liegt  in  der  Begreif Uch- 
keit  des  Stetigen  überhaupt;  rein  anschaulich  werden  uns 
die  continuirlichen  Grossen  gegeben,  wir  finden  sie  vor 
als  einen  der  Bestandteile  unserer  Anschauung  nach  den 
Formen  des  Raumes  und  der  Zeit,  und  wenn  wir  daher 
auch  wissen,  dass  ein  Continuum  möglich  ist,  so  bleibt 
doch  noch  die  Frage:  wie  ist  ein  solches  möglich.  Die 
zweite  Schwierigkeit  betrifft  die  Bearbeitung  des  vorhan- 
denen Materiales  nach  den  Regeln  der  Rechnung  mit  dis- 
kreten Grössen,  und  hier  steht  die  Frage:  in  wie  weit 
lassen  sich  die  Operationen,  welche  zur  Verknüpfung  dis- 
kreter Grössen  dienen,  auf  stetig  veränderliche  Grössen 
ausdehnen?  Der  Mathematiker  befindet  sich,  wenn  er 
-  seine  Sphäre  nicht  verkennen  will,  bei  diesen  zwei  Schwie- 
rigkeiten in  einem  sehr  glücklichen  Falle;  die  erste  näm- 
lich geht  ihn  gar  nichts  an;  so  wenig  der  Geometer  die 
Frage  stellt,  was  ist  der  Raum,  eben  so  wenig  braucht 
der  Analytiker  sich  um  die  innere  Natur  des  Stetigen  zu 
bekümmern;  genug  fTir  ihn,  dass  die  Existenz  desselben, 
gerade  wie  jene  des  Raumes ,  eine  unmittelbare  und  unbe- 
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zweifelte  Thatsache  der  Selbstbeobachtung  ist.  Die  zweite 
Schwierigkeit  dagegen  darf  der  Mathematiker  nicht  von 
der  Hand  weisen,  da  sie  recht  eigentlich  in  sein  Fach 
gehört;  aber  er  besiegt  sie  auch  sehr  leicht,  indem  er 
sich  den  Begriff  der  Gränzc  bildet,  gewissermassen  die 
Brücke,  welche  aus  dem  Gebiete  des  Diskreten  in  das 
des  Stetigen  uberfuhrt;  die  genauere  Nachweisung  hiervon 
giebt  die  zweite  Hälfte  der  Einleitung  S.  2 — 8,  die  auf 
weiter  kein  Verdienst,  als  das  einer  Uebersetzung  New- 
ton* scher  Betrachtungen  in  die  jetzige  Sprache  der  Wis- 
senschaft Anspruch  macht.  Die  Verkennung  der  philoso- 
phischen und  mathematischen  Rechte  an  den  Begriff  der 
Stetigkeit  hat  übrigens  einige  Confusion  in  die  Bearbeitung 
der  höheren  Analysis  gebracht ;  nur  eine  lächerliche  Furcht 
vor  jenem  Begriffe  war  es  bei  Lagrange,  Arbogast 
und  einigen  untergeordneten  Geistern ,  die  allen  Forderun- 
gen nach  natürlichem  und  heuristischem  Gedankengange  zum 
Trotz  die  ganze  Lehre  auf  den  Kopf  stellen  und  sie  zu 
einer  blosen  Ableitungsrechnung  werden  Hess,  welche  dem 
Spiele  eines  müssigen  Kopfes  ähnlicher  sah,  als  einer 
notwendigen  Entwickelungsstufe  in  der  fortlaufenden  Aus- 
bildung der  Grössenwissenschaft. 

Man  wird  es  nach  diesen  Bemerkungen  sehr  natürlich 
finden,  wenn  ich  die  schon  mehrmals  ausgesprochene  Mei- 
nung, dassman  die  höhere  Analysis  gleich  auf  die  elemen- 
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taren  Lehren  der  Buchstabenrechnung  und  ebenen  Trigo- 
nometrie folgen  lassen  könnte,  nicht  nur  theile,  sondern 
diesen  Weg  sogar  für  den  einzig  wissenschaftlichen  halte, 
und  ich  habe  daher  das  vorliegende  Werk  mit  einer  Ein- 
leitung versehen,  welche  da  anhebt,  wo  der  gewöhnliche 
Schulunterricht  aufhört  und  alles  Das  enthält,  was  man 
später  braucht  und  nicht  gerade  voraussetzen  darf.  Dem 
übrigen  Inhalte  habe  ich  die  möglichste  Vollständigkeit  zu 
geben  gesucht  und  ausserdem  manches  Neue  hinzugefugt, 
was  der  sachkundige  Leser  von  selbst  finden  wird. 

Besonderen  Dank  endlich  schulde  ich  noch  Herrn 
Prof.  Grunert  fuY  die  Uebernahme  der  ersten  Correktur, 
dem  Herrn  Verleger  für  die  nette  Ausstattung  des  Bu- 
ches und  Herrn  Mädel  DL  in  Weimar  für  die  sorgfäl- 
tige Ausfuhrung  der  Figurentafeln. 

Jena  im  November  1846. 

m 
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Alle  in  der  Mathematik  vorkommenden  höheren  Reehnungsweisen 
unterscheiden  sich  von  den  elementaren  Betrachtungen  hauptsächlich 
durch  das  Gepräge  grosser  Allgemeinheit,  welches  ihnen  eigentümlich 
ist.  Diese  ausgezeichnete  Eigenschaft  verdankt  man  der  Einführung 
eines  einzigen  Begriffes,  welcher  selbst  den  höchsten  Grad  der  Allge- 
meinheit enthält,  den  man  einer  mathematischen  Abstraktion  geben 
kann;  es  ist  diess  der  Begriff  der  Fun  ktion  einer  veränderlichen 
Grösse.  Sind  nämlich  zwei  der  Veränderung  fähige  Grössen  so  au 
einander  geknüpft,  dass  die  Aenderung  der  einen  nothwendig  eine 
Aenderung  der  anderen  nach  sich  zieht,  so  nennt  man  die  eine  eine 
Funktion  der  anderen.  Bezeichnen  wir  also  z.  B.  eine  ganz  willkühr- 
lich  veränderliche  Grösse  mit  x,  so  sind  die  Ausdrücke  wie  a2,  3*, 
log  xy  sin  x  etc.  sämmtlich  Funktionen  von  x,  die  sich  hier  nur  da- 
durch unterscheiden,  dass  jede  von  ihnen  x  in  anderer  Weise  enthält, 
oder  anderer  Natur  ist.  Setzt  man  eine  solche  Funktion  einer  anderen 
Grösse  gleich,  etwa  loga:  =  #,  so  hat  man  jetzt  zwei  Veränderliche,  x 
und  y,  von  denen  die  erste  die  unabhängige,  die  zweite  die  abhän- 
gige Variable  heisst,  weil  die  Aenderungen  der  letzteren  durch  die 
Natur  der  Funktion  selbst  von  denen  der  ersteren  abhängen.  Im  All- 
gemeinen bezeichnet  man  die  Funktionen  durch  die  Buchstaben  F,  fy 
q>,  und  ähnliche,  denen  man  die  Veränderliche,  in  Parenthesen  ein 
geschlossen,  beisetzt,  also  mit  F(x),  f(x),  <p(x),  ty(x)  etc.  Eine 
Gleichung  wie  y=zf(x)  bedeutet  demnach:  die  abhängige  Variable  y 
ist  durch  irgend  welche  Rechnuogsoperationen  so  an  die  unabhängige 
Variable  geknüpft,  dass  sie  sich  mit  jener  gleichzeitig  ändert. 

Es  giebt  auch  Funktionen  zweier  oder  mehrerer  Variablen;  in 
der  Gleichung  y  —  ax*  -f-  cz2  z.  B.  hängen  die  Aenderungen  des  y  von 
denen  der  x  und  z  gleichzeitig  ab;  man  bezeichnet  diess  mit  y=f(x,z) 

l 
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oder  y  —  tj>  (x,  2).  Ebenso  würden  die  Symbole  y=F(x,  2,  €),  y  = 
<p(x,z,t,v)  Funktionen  mehrerer  Variablen  andeuten. 

Mit  Hülfe  der  analytischen  Geometrie  kann  man  sich  sehr  leicht 
ein  Bild  jeder  Funktion  einer  oder  zweier  Variablen  verschaffen.  Denkt 
man  sich  nämlich  in  einer  Gleichung  wie  yz=f(x)  die  unabhängige 
Variable  x  als  Abscisse,  die  abhängige  y  als  Ordinate  und  den  ganzen 
Ausdruck  y=f(x)  als  Gleichung  einer  Curve,  so  giebt  die  letztere 
unmittelbar  ein  anschauliches  Bild  von  dein  Verlaufe  der  Funktion  f(x). 
So  würde  z.  ß.  y  =  ax2  eine  Parabel  bedeuten,  wobei  deT  Scheitel  der 
Anfangspunkt  der  rechtwinkligen  Coordinaten  und  die  Achse  der  Pa- 
rabel die  Ordinatenachse  ist,  ebenso  y  =  -  eine  gleichseitige  Hyper- 

x 

bei,  wenn  die  Asymptoten  zu  Coordinatenachsen  genommen  werden. 
Um  Funktionen  zweier  Veränderlichen  zu  construiren,  muss  man  in 
den  Raum  hinausgehen  und  sich  x,  ys  z  als  räumliche  Coordinaten 
denken,  dann  bedeutet  eine  Gleichung  wie  y=zf(x,z)  geometrisch  eine 

Fläche,  z.  B.  y  —  \  r2 — .r2 — z2  eine  Kugel  mit  dem  Halbmesser  r. 

Da  über  die  VVerthe  der  unabhängigen  Variablen  ganz  und  gar 
keine  Bestimmung  gemacht  ist,  so  steht  es  uns  auch  frei,  dieselbe 
sich  so  ändern  zu  lassen ,  dass  sie  von  irgend  einer  Stelle  an  entweder 
beständig  ins  Unendliche  hinaus  wächst ,  z.  B.  für  x=l,  2,  3,  4  u. 
s.  f.,  oder  unausgesetzt  verringert  wird,  wie  z.  B.  wenn  man  .r  =  l, 
Vta»  %  e*c-  nimmt.  Hierdurch  wird  offenbar  auch  eine  beständige 
Aenderung  in  den  Werthen  der  abhängigen  Variablen  hervorgerufen, 
die  sich  zwar  wegen  der  grossen  Allgemeinheit  im  Begriffe  der  Funktion 
geradezu  nicht  angeben  lässt,  für  welche  wir  aber  wenigstens  drei  Fälle 
unterscheiden  können.  Entweder  nämlich  durchlaufen  die  Werthe  der 
Funktion  das  ganze  unendliche  Gebiet  der  Zahlen  oder  ein  abgeschlos- 
senes Stück  desselben,  oder  sie  nähern  sich  einer  bestimmten  angeb- 
baren Grösse  als  Gränze.  Als  Beispiele  für  diese  drei  Falle  betrach- 
ten wir  die  Funktionen 


(p  (x)  —  x2  ,     (x)  =  cos  x ,  f(x) 


a  +  x 

für  ins  Unendliche  wachsende  x.  Die  erste  nimmt  offenbar  mit  w 
gleichzeitig  unausgesetzt  zu  und  durchläuft  das  ganze  Gebiet  der  posi- 
tiven Zahlen;  die  zweite  oszillirt  beständig  zwischen  den  Gränzen  -{  1 
und  — 1  hin  und  her,  durchläuft  also  immer  fort  gewissermassen  im 
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Kreise  herum  ein  bestimmtes  Intervall ;  die  dritte  endlich  nähert  sich 
einer  bestimmten  Gränze.    Denn  es  ist  auch 

m  =  i  - 


a+x' 

und  wenn  nun  x  ins  Unendliche  wächst,  so  kann  man  offenbar  — — 

a  -f  x 

kleiner  als  jede  noch  so  kleine  angebbare  Zahl  machen ;  es  nähert  sich 
folglich  der  Gränze  Null  und  mithin  f(x)  der  Gränze  Eins.  Die 

Gränze  selbst  wird  zwar  nie  erreicht,  aber  man  kann  ihr  f(x)  so  nahe 
bringen ,  als  man  nur  will.  Man  bezeichnet  einen  solchen  Gräuzwerth 
durch  die  vorgeschriebene  Sylbe  Lim,  also  oben 

■ 

Lim  — ; —  =  r,  für  unendlich  wachsende  x. 

Gränzwerthe  für  unausgesetzt  wachsende  od.  abnehmende  Variable 
lassen  sich  übrigens  leicht  aufeinander  reduziren.  Bezeichnet  nämlich 
ü)  eine  beständig  wachsende,  8  eine  beständig  abnehmende  Grösse, 

so  kann  man  -  =  8  setzen,  weil  jetzt  8  continuirlich  abnimmt,  so  wie  m 
wächst.  Aus  dieser  Gleichung  folgt  aber  «"d  durch  diese  Substi- 

tution verwandelt  sich  die  Gränzbestimmung  für  wachsende  Werthe  in 
eine  für  abnehmende  Werthe. 

Wir  wollen  uns  nun  mit  der  Aufsuchung  einiger  Gränzwerthe 
beschäftigen,  welclie  für  unsere  weiteren  Untersuchungen  von  der 
grösaten  Wichtigkeit  sind,  da  die  Operation  des  Gränzenüberganges 
ein  Hauptmoment  des  höheren  Calculs  ist,  wie  sich  aus  der  zweiten 
Hälfte  dieser  Einleitung  in  die  Differenzialrechnung  bald  ergeben  wird. 

Eine  der  einfachsten  Aufguben  dieser  Art  ist:  die  Gränze  des 
sin  8 

Quotienten  — zu  finden ,  wenn  wir  8  unausgesetzt  abnehmen  oder, 


was  das  Nämliche  ist,  sich  der  Gränze  Null  nähern  lassen.  Man  ge- 
langt zu  der  Lösung  dieses  Problemes  leicht  durch  folgende  Betrach- 
tungen.   Bedeutet  8  einen  Bogen  so  ist  6>  sind,  folglich  swS 


\1,  ferner  tand>  8,  folglich,  wenn  man  mit  beiden  in  sind  dividirt, 

1* 
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^4  <  *^  oder  cos d  <  Wir  haben  so  zwei  Grössen  gefun- 

tan  öd  0 

den,  zwischen  denen  der  fragliche  Quotient  liegt;  es  ist  nämlich 

!  ^  sind  .  . 
1  >  — =—  >  cos  d. 


Lassen  wir  jetzt  d  der  Gränze  Null  zueilen,  so  rücken  die  Grössen  1 
und  cosd,  zwischen  denen  unser  Quotient  enthalten  ist,  immer  naher 
an  einander  und  fallen  für  6  =  0  zusammen;  da  aber  der  Quotient  nicht 
ausserhalb  derselben  liegen  kann ,  so  muss  er  jetzt  ihrem  gemeinschaft- 
lichen Werthe  l  =  cosO  gleich  sein.  Wir  haben  demnach  die  wichtige 
Gleichung 

Lims-^  =  1.  (1) 
o 

Wir  können  daraus  gleich  noch  eine  zweite  ableiten,  welche  so  lautet  : 

Lim*lni  =  l.  (2) 


Denn  es  ist 

tand  sind  1 

d  d   '  cosd  ' 

und  da  sich  hier  für  abnehmende  d  jeder  der  Quotienten  — J-  und  _ 

cosö 


der  Einheit  nähert ,  so  folgt  unmittelbar  die  Richtigkeit  des  genannten 
Theorems. 

Man  überzeugt  sich  ebenso  leicht  auch  von  der  Gültigkeit  der 
olgenden  Gleichungen : 

.   Lim  S-i  —  1  und  Lim  ; — %  =  1 , 
sind  tanö 

die  man  auch  noch  unter  einer  anderen  Form  darstellen  kann.  Setzt 
man  nämlich  in  der  ersten  sind  =  d',  so  folgt  d  =  Aresin  d',  wobei  un- 
ter Aresin  d'  der  kleinste  unter  allen  zu  einem  Sinus  =d'  gehörenden 
Bögen  verstanden  wird.  Da  derselbe  mit  d  gleichzeitig  bis  zur  Gränze 
Null  abnimmt,  so  ist  jetzt  für  unausgesetzt  abnehmende  <V 

UmAresb£=L  (3) 

Nimmt  man  ebenso  in  der  zweiten  der  obigen  Gleichuugen  tan  d  =  d', 
also  d  =  Arctan  d',  wo  wieder  Arctan  d'  den  kleinsten  aller  zu  einer 
Tangente  =  d'  gehörigen  Bögen  bezeichnet,  so  ist  tür  unbegrenzt  ab- 
nehmende d* 
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Lim  Awy>d,  =  l.  (4) 

Die  beiden  so  gewonnenen  Sätze  (3)  und  (4)  bilden  die  Uiukeh- 
rungen  der  unter  (1)  nnd  (2)  verzeichneten. 

Ein  sehr  fruchtbares  Theorem,  welches  ebenfalls  unter  die  Be- 
trachtungen über  die  Gränzen  der  Funktionen  gehurt,  ist  das  folgende: 
„wenn  die  Grosse  fi  nach  irgend  einem  Gesetze  ins  Unendliche  wächst, 
so  nähert  sich  der  Ausdruck 

(i  +  -V 

einer  festen  Granze,  welche  zwischen  den  Zahlen  2  und  3  liegt." 

Sei  zuerst  p  eine  ganze  Zahl  =  m ,  so  lässt  sich  leicht  zeigen, 
dass  der  fragliche  Ausdruck  zwar  immer  zunimmt,  wenn  m  wächst, 
dass  er  aber  trotz  seines  bestandigen  Wachsthumes  nicht  einmal  die 
Zahl  3  erreichen  kann.  Denn  es  ist  nach  dem  Binomialtheoreme,  wel- 
ches wir  hier  bloss  für  ganze  positive  Exponenten  in  Anspruch  nehmen*), 


*)    Dasselbe  lässt  sich  sehr  einfach  auf  folgende  Art  beweisen.    Es  sei 
,  .  m    .  w(//t-— 1)  .  .  m(m  —  l)(tn— 2) 

wo  Sm  die  als  unbekannt  vorausgesetzte  Summe  .der  Reihe  rechts  bezeichnet. 
Ebenso  ist  analog 

und  durch  Subtraktion 

*  W  —  l   -  .  (M  — l)(»t  — 2)    ,  , 
Sm-Sm-l  =  X  +  —j-      +  i  ^  il1  +  ... 

d.  i. 

Sm~Sm-  !  =  Jim-  l , 
WOraU"  5*=(l  f  x)Sm-l 

folgt.    Setzt  man  der  Reihe  nach  m ,  m  - 1 ,  J/l-2,  ...2,  1  für  m ,  so  erhält 


S»  =  (l  +  *)Ä»-l 
SM-*  =  (1 3 

S,  =  (l + 
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+  #/i  ( m  —  1 )  ( tu  —  1 )  (m—m  —  1)  ( I_ 

1  ._'.•»  m 


VI 

wofür  auch  geschrieben  werden  kann: 

g-l)(i-l)  (i-ü^-1) 

+               1.2.3  m              '  (°' 

Ebenso  würde  >ein 

11* 

m+Y          I  +  l  +      H3      +            1.2.3  +" 

a--xT)a---^T)  ' 

1.2.3  (///  |l) 

Vergleichen  wir  zwei  Glieder  gleicher  Nummer  aus  beiden  Reihen  etwa 
die  Aten  Glieder,  go  ist  das  Ate  Glied  der  ersten  Reihe: 

(1  —  — )  (1  —  —)  (1  —  — )  (1  — — 

m         m         m        v  7/1 

1.2.3  (A —  1) 

offenbar  kleiner  als  das  Ate  Glied  der  zweiten  Reihe 

1.2.3  (A-l) 

weil  wegen  m  <  ;/i  +  ] 


Multijilizirt  man  diese  m  Gleichungen  mit  einander  und  bemerkt,  das«  der 
wwjpriwgtiefcwi  Hedeutung  von  Sm  nach  S0  =  1  ist,  so  folgt 

S,  .V3  ,V3  . . .  Sm  -  ,  Sm  =  ( I  +  T)m  6',  S2  Ä'3  . . .  .Sn-  1 

d.  i. 

womit  die  gesuchte  Summe  gefunden  und  zugleich  das  Binomialthcorciu  für 
l»ositiTe  ganze  Exponenten  bewiesen  Iii 
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m  m  4  I 

mN        »«  +  1 


•       •       •  • 


r«  r«  -\- 1 

folglich  auch  der  Zähler  dort  kleiner  als  hier  ist.  Ausserdem  aber, 
dass  jedes  Glied  in  der  Reihe  (5)  kleiner  ist,  als  das  entsprechende 
in  (6),  enthält  auch  die  letztere  Reihe  noch  ein  Glied  mehr  als  die 
vorhergehende,  folglich  ist  um  so  stärker 

Da  offenbar  nun  wieder 

ist,  so  ergiebt  sieb,  dass  der  Ausdruck 

<l  +  b" 

III 

beständig  zunimmt,  wenn  m  wächst.  Die  Zunahme  fangt  an  bei  dem 
Werthe  2 ,  welcher  m  —  l  entspricht,  aber  sie  geht  n i ch t  ins  Un- 
endliche fort.    In  der  Reihe  (5)  nämlich  sind  die  Grössen  -     — , 

v  7  Hl  m 

Hink  ächte  Brüche  und  mithin  sind  es  auch  die  Differenzen 
m  m 

1      1    1     2    1     3         l     m— 1 

i     — ■  -i ~ ~ — »  i  ,  .....  i —  

m         m         7n  m 

wenigstens  übersteigen  sie  die  Einheit  nicht,  wie  gross  auch  m 
werden  möge.    Daraus  folgt,  dass  auch  die  Produkte 

d-l)a-|),a~)a-|)a-l)  etc. 

771  7/1  771  771  7/7 

d.  h.  die  Zähler  der  Reihenglieder  in  (5)  die  Einheit  nicht  überstei- 
gen kennen;  es  kann  mithin  der  Ausdruck  (l  +  J-)m  nicht  grosser 

771 

werden,  als  die  Summe  der  Reihe 
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wenn  auch  m  unbegränzt  zunimmt.    Es  ist  aber 

27374  <  270  <K  L  <  (I) 
u.  s.  f. 

folglich 

1+r+o+r^3+  +  172.3...,« 


oder  nach  der  Summenformel  für  die  geometrische  Progression 
l  +       0+  OT3  +*  -  +  1.2.3...m 

<l+  ^-d.  i.  o^^-. 

1  2 

Weil  aber  der  Ausdruck  (l  +  i)m  nicht  grosser  als  die  Summe 

in 

der  Reihe  (7),  diese  aber  kleiner  als  3  —  ^-^  ist,  so  folgt  jetzt 
ganz  sicher 

(1  +  I)«  <3_^i-T  mithin  auch  <  3, 

und  diess  gilt,  wie  gross  auch  m  sein  möge.    Da  nun  (l-f-i)mmit  m 

gleichzeitig  immer  zunimmt,  gleichwohl  aber  immer  kleiner  als  die  Zahl 
3  bleibt,  so  muss  sich  der  fragliche  Ausdruck  einer  bestimmten  und 

zwar  festen  Glänze  <  3  nähern,  weil  ein  Oszilliren  von  (1  -f—  )m 

m 

durch  den  Nachweis  seines  beständigen  Wachsthums  ausgeschlossen 
ist.  Man  hat  für  diese  Gränze  den  besonderen  Buchstaben  e  einge- 
führt ,  welcher  in  der  Analysis  ebenso  ausschliesslich  zur  Bezeichnung 

von  Lim  (1+—  )m  gebraucht  wird,  wie  in  der  Geometrie  der  Buch- 

7/1 

stabe  n  für  die  Ludolphsche  Zahl.  Es  ist  Übrigens  vermöge  der  De- 
finition von  c,  nämlich 
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e=iLl»  (I-f  i)-  (8) 
/#* 

sehr  leicht  einen  Näherungswerth  für  e  zu  finden,  indem  man  für  m 
eine  ziemlich  grosse  Zahl  setzt  und  die  Potenzirung  wirklich  ausführt; 
so  erhält  man  z.  B.  für  m—  1000000,  e  =  2,71828.  Eine  bequemere 
Methode  für  die  Berechnung  von  e,  welches,  beiläufig  gesagt,  eine 
irrationale  Zahl  ist,  werden  wir  später  unter  Anwendung  der  Differeo- 
zialrechnung  kennen  lernen,  wobei  sich  ergiebt:  c= 2,7182818284590452... 

Es  lässt  sich  nun  auch  leicht  zeigen,  dass  die  Gränze,  welcher 
sich  der  allgemeinere  Ausdruck  (1+  -)/*  für  nach  irgend  einem  Ge- 


ins  Unendliche  wachsende  ft  nähert,  ebenfalls  die  Zahl  e  ist. 
Wäre  nämlich  a  ein  ins  Unendliche  zunehmender  Bruch  (wie  z.  B.  wenn 

man  der  Reibe  nach  a  =  V2~,  2 V~2,  3  V"2,  4V~2  etc.  setzte),  so  giebt 
es  doch  immer  zwei  auf  einander  folgende  ganze  Zahlen  m  u.  »  =  m  +  l, 
zwischen  denen  in  jedem  Falle  der  Werth  von  ft  enthalten  ist.  Wegen 

»*<,*<»  ist  dann  I  >  L  >  L,  ebenso  l+->  I  +  1>1+1  und 

m      ft     n  m  ft  n 

folglich  auch 

(i+v>(i+y>(i+M 
in     ^  H 

Da  aber  ft  zwischen  7/1  und  n  =  m  +  l  liegt,  so  können  wir  p  -  m  \  a 
und  ft  =  it  —  ß  setzen,  wo  a  und  ß  jedenfalls  ächte  Brüche  sind;  wir 
haben  daher  auch 

(i+i)"+axi+V>(i+I)"-? 

in  ft  11 

oder,  was  offenbar  das  Nämliche  ist, 

Lassen  wir  nun  ft  ins  Unendliche  zunehmen,  so  wachsen  auch  77t  und 
und  71  über  alle  Gränzen  hinaus  und  wir  haben  daher 

Lim  (1  +  I  "=«,  Lim  (1  -+  V  =  e. 
int  n 

Ferner  nähern  sich  die  Exponenten  1  +  ^  und  1  —  ^  der  gemeinschaft- 
lichen Gränze  Eins ,  mithin  haben  die  beiden  Ausdrücke,  zwischen  denen 
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(1+  -P  immer  liegt,  der»  gemeinschaftlichen  Gränzwerth  el  =  e  und 
folglich  muss  auch 

Llm(l  +  If=e  (9) 

sein,  wo  nun  p  irgend  eine  positive  unausgesetzt  wachsende  Grösse 
bezeichnet.  —   Wäre  endlich  fi  negativ,  also  der  Gränzwerth  von 
1  ~fi 

(1  )      aufzusuchen,  so  bemerke  man,  dass 

ist  und  setze  jetzt  f*  =  1-f-A,  so  wird 

(,4)"=(1ri)'"=[<,+r>']'*j- 

Nimmt  nun  p  ins  Unendliche  zu,  so  ist  diess  offenbar  auch  mit  k  = 
1  der  Fall,  folgl.  Lira  (1  +  L/=«  und  Lim  (I  +  I)  =  1,  mithin 

Lim  (1-1)^=0.  (10) 

Fassen  wir  nun  die  unter  (8),  (9)  und  (10)  gewonnenen  Resul- 
tate zusammen,  so  ergiebt  sich  für  jedes  nach  irgend  einem  Gesetze 
ins  Unendliche  wachsende  ft  die  wichtige  Gleichung 

Lim  (1  + V=e.  (11) 

fr 

Nehmen  wir  1  =  5  also  f*=|->  so  stellt  sich  dieselbe  in  folgender 


Form  dar: 


Lim  (l  +  5)J  =  e,  (12) 


wobei  sich  das  Zeichen  Lim  auf  die  unausgesetzte  Abnahme  von  Ö 
bezieht. 

Mau  kann  hieraus  auch  leicht  den  Gränzwerth  von 

ableiten,  wenn  man  voraussetzt,  dass  sich  die  Grösse  a  während  der 
unbegränzten  Abnahme  von  ö  nicht  ändert.    Man  hat  nämlich 


(1  +  ad/=[(l+ad)a<J]«. 
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Hier  nimmt  die  Grösse  ad  mit  ö  gleichzeitig  bis  zur  Null  ab , 
lieh- ist  auch 

4 

Lim  (1  +  «<5) 

mithin  nach  dem  Vorigen 

Lim  (L+aS)&=e*  (13) 

Grossen  von  der  Form  ea  kommen  in  der  Analysis  häufig  vor  und 
fuhren  da  den  Namen  Ex  ponenzial  grossen. 

Man  hat  die  Zahl  e ,  welche  in  den  vorigen  Untersuchungen  eine 
so  wichtige  Rolle  spielte,  auch  zur  Basis  eines  logarithmischen  Syste- 
mes  gemacht,  dessen  Logarithmen  man  die  natürlichen  nennt  und 
mit  log  nat  oder  einem  blossen  /  bezeichnet  Es  gilt  von  denselben 
ein  sehr  bemerkenswerther  Satz .  zu  dem  man  auf  folgende  Weise 
gelangt.  Bezeichnet  log  den  Logarithmen  irgend  eines  Systemes,  so 
ist  olfen bar 

!^+*>  =  io6[(i+d)i], 

folglich,  wenn  wir  zur  Granze  für  abnehmende  S  übergehen, 

Lim  !2SlJ±*)  =  löge. 

Da  es  für  das  Bestehen  dieses  Satzes  ganz  gleichgültig  ist,  nach  wel- 
chem Gesetze  6  abnimmt,  wenn  man  es  uur  der  Null  so  nahe  bringen 
kann ,  als  man  will,  so  hindert  nichts ,  Ö  —  tr  —  1  zu  setzen ,  wo  u  die 
Basis  der  mit  log  bezeichneten  Logarithmen  und  e  eine  bis  zur  Null 
abnehmende  Grosse  bezeichnet.  Es  ist  dann  die  einzige  dem  6  aufr- 
egte Bedingung  erfüllt  und 

Lim  qV_^_  ^  =  log  e,  bas  n 

oder,  wenn  wir  umkehren  und  6  für  «  schreiben, 

»  •    a*— 1         1      .  m 

Lim  — j —  =  i  ,  nas  «. 

o         log  e 

Vermöge  der  Bedeutung  von  a  ist  aber 

folglich,  wenn  man  beiderseits  die  natürlichen  Logarithmen  nimmt, 

log  e  la  =  le  =  1 , 
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löge 

und  jetzt  nach  dem  Vorigen 


=  la 


Lim  «£=J  =  la.  (14) 


Die  beiden  unter  (13)  und  (14)  gefundenen  Gleichungen  haben, 
abgesehen  von  ihrer  Wichtigkeit  für  die  Differenzialrechnung,  schon 
an  sich  eine  ganz  eigentümliche  Bedeutung.  Sie  zeigen  uns  nämlich, 
dass  die  Operation  der  Gränzbestimmung  zu  einem  Uebergangsmittel 
werden  kann ,  um  aus  dem  Bereiche  der  einen  Funktion  in  den  einer 
anderen  zu  gelangen.  So  giebt  uns  die  Formel  (13)  ein  Mittel  an  die 
Hand  ,  um  aus  einer  Potenz  wie  6"  eine  Exponenzialgrosse  abzuleiten, 

indem  man  nur  b  =  1  +  ad,  p  =  —  zu  setzen  und  zur  Gränze  für  ab- 
nehmende d  überzugehen  braucht;  ebenso  würde  man  nach  Formel 
(14)  aus  bt>  für  b=  a,  fi=d  mit  Hülfe  einer  Subtraktion,  Division 
und  eines  Gränzenüberganges  Logarithmen  aus  Potenzen  berechnen 
können.  Wir  thun  hier  also  einen  tieferen  Blick  in  das  Gewebe  der 
Funktionen,  indem  wir  die  Potenz  als  die  gemeinschaftliche  Quelle 
der  Exponenzialgrössen  und  Logarithmen  und  zugleich  auch  die  Ope- 
rationen kennen  lernen,  durch  welche  der  Uedergang  vermittelt  wird. 

Die  Wissenschaft  ist  dem  allgemeinen  Gedanken,  welcher  sich 
hier  ausspricht,  nämlich  Beziehungen  zwischen  anscheinend  ganz  ver- 
schiedenen Funktionen  aufzusuchen  und  hierdurch  den  Zusammenhang 
zwischen  den  letzteren  aufzudecken,  noch  weiter  nachgegangen  und 
ist  so  glücklich  gewesen,  auch  zwischen  der  Exponenzialgrosse  und 
den  goniometrischen  Funktionen  einerseits,  so  wie  zwischen  dem  Lo- 
garithmus und  den  cyklometrischen  Funktionen  andererseits  Relationen 
zu  entdecken ,  welche  die  nämlichen  Dienste  leisten  wie  oben  die 
Gleichungen  (13)  und  (14).  Das  verbindende  Mittelglied  ist  hier  nicht 
ein  Gränzenübergang,  sondern  das  eine  numerische  Unmöglichkeit  be- 
deutende Symbol  \T — 1,  und  diess  hat  zur  Folge,  dass  die  betreffen- 
den  Relationen  nicht  wie  jene  zur  numerischen  Berechnung  taugen ;  da 
sie  aber  analytisch  uns  sehr  wichtig  werden,  so  möge  hier  eine  Ent- 
wickelung  derselben  folgen. 


XHf 


•  Bezeichnen  wir  die  unmögliche  oder,  wie  man  auch  sagt,  ima- 
ginäre Zahl  V  — 1  der  Kürze  wegen  ein  für  allemal  mit  i,  so  dass 

t»=-l,  t4=+l,  i°  =  -l,... 

t»  =  — 1\  t6  =  +t-,  f=—*, ... 

ist,  und  multipliziren  die  beiden  ähnlich  gebildeten  Binome  cosar-f-t 
ainx  und  cos  # -f- isin y  mit  einander,  so  ergiebt  sich  leicht 

(cos x  + 1 siu x)  (cos y  +  isin y) 
=  cos.rcosy  —  siiirsin  ?/  fi  (cos  .r  sin  y  -f-sin xcoay) 

d.  i.  nach  zwei  bekannten  Formeln  der  Goniometrie 

(cos  x  + 1  sin  x)  (cos y  + 1  si n  y)  =  cos  (x + y)  -f 1  sin  (ar + y ) . 

Multipliziren  wir  beiderseits  mit  cosz-|-tsinz  und  wenden  auf  der  rech 
ten  Seite  das  gefundene  Theorem  selbst  wieder  an,  so  wird 

(cos  x  +  i  sin  x)  (cos  y  + i  siny)  (cos  2  +  i sin  z) 
=  cos  {x + y + 2)  +  t  si  n  (x  +  y  +  z) . 

Beiderseitige  Multiplikation  mit  cos u-f- isin  m  gäbe 

(cos  x  + 1  sin ar)  (cosy  + i  sin y)  (cos  z  -f- 1  sin  2)  (cos  m  ~f  t  sin  m) 
=  cos(;r-f  y  +  z+t«)  +  ism(x+y  -J-z+tt). 

Man  übersieht  leicht,  wie  sich  dieses  Verfahren  beliebig  weit  fortsetzen 
Hesse  und  dass  für  m  willkürliche  Bügen  8ly  B%t  03,...  Sm  die  Glei- 
chung gilt 

(cos  0!  + 1 sin      (cos  eÄ  + i  sin  62) ...  (cos  ©„  +  isin  Sm) 

=  cos  (©!  +  e2 + ... + em) + isin  (öx  +  e2 + ... + em). 

Von  diesem  Satze  ist  hauptsächlich  derjenige  spezielle  Fall  wichtig, 
in  welchem  die  Grossen  (~)x ,  ©a,...6m  sämmtlich  einander  gleich  und 
etwa  =  S  sind;  es  geht  dann  unsere  Gleichung  in  die  folgende  über 

(cos  6 + i sin  S)m  =  cos  ?nö  -f  i sin  mG ,  ( 15  ) 

die  unter  dem  Namen  des  Moivreschen  Theoremes  bekannt  ist. 

Man  kann  aus  demselben  leicht  zwei  schöne  Sätze  ableiten ,  mit- 
telst deren  man  cos  mS  und  sin  mQ  durch  Potenzen  von  cos  ß  und 
sin  S  ausdrücken  kann.  Wendet  man  nämlich  auf  die  linke  Seite  das 
Binomialtheorem  für  ganze  positive  Exponenten  an  und  berücksichtigt 
die  oben  angegebenen  Werthe  von  t«  i3,  t*  i»  etc.,  so  findet  man  leicht 
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cos/w0-f  i  Bin  Jii& 
=  ///0cos  m&— m2cos  "»-2  6sin20-f /n4cosm-4©sin4Ö  — ... 
-f  £{7/1!  cos n»-,0 sin  0 —  »i3  cosm-30sin  30  -f-  m6cos  m-60sin 60 — ...} 

und  hieraus  durch  Vergleichung  *)  der  reellen  und  imaginären  Partieen 

cosm0  =  | 
;«„  cos  m0  —  7W8  cos      *0  sin  20  +  mA  cos  »"-40  sin  40—  . . . }    1  ; 

sin  r/?0  =  * 
//ij cos 01—1  ©sin 0 — T/Iacos*"— 30 sin 30 -f  7/ia cos*»— 60 sin 60 j  * 

wobei  die  erste  Reihe  nach  geraden,  die  zweite  nach  ungeraden  Po- 
tenzen von  sin  0  fortschreitet.  Dividirt  man  beide  Gleichungen  durch 
cosra0,  so  erhält  man  noch  die  folgenden  bemerkenswerthen  Resultate : 

cos  mx 


cos  mx 

sin  m x  _ 
cos  mx 


—  m0  —  m2  tan  2x  -f  /w4  tan  4.r  — . . .  (18) 
wij  tan  .r — m3  tan  *x  -f  w6  tan  6x  — . . .  (19) 


Eine  andere  nicht  minder  wichtige  Anwendung  des  Moivreschen 
Theoremes  ist  die  folgende.  Da  in  no.  (15)  die  Grösse  0  ganz  beliebig 

x 

ist,  so  steht  es  frei,  0  =  —  zu  nehmen ,  woraus  sich  ergiebt 


oder 


3£  OC  M 

(cos  1-  i  sin  — )    =  cos  x  + 1  sin  x 

vi  rn 


(cos—)    ( 1  -f  /tan  — )"  =  cos  x  -f  isinar, 


und  wenn  wir  -i  =  #  setzen ,  wo  #  einen  Bruch  mit  dem  Zähler  1  aber 

7/1 

beliebigen  Nenner  bedeutet, 

(cos &x)  ^(1+itan  &x)  &  =  cos  x  f  t  sin  x.  (20) 


*)    Ans  einer  Gleichung  M'ie  A  +  Bi=  a  +  öl  fol^t  nämlich  immer  A  =  a 
und     =      Denn  man  hat  zunächst  A  —  (l  =  (p  —  B)i  und  durch  beiderseitige 
Erhebung  auf«  Quadrat  unter  der  Bemerkung,  dass  P  —  —  i  ist, 
(A  _  «)«  =  BY  oder     -  «)"  +  (6  —  B)*  =0. 

Quadrate  sind  immer  positive  Grössen;  die  Summe  «Weier  positiven  Grosucn 
kann  aber  nur  dann  Null  sein,  wenn  jede  für  sich  =0  ist.  Daher  mit«« 
(A  —  ay  =  0  und  (*-*)«  =0  sein,  woraus  A—a,  B~b  folgt,  w.  z.  b.  w. 
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Da  nun  die  vorig«  Gleichung  für  jedes  auch  noch  so  grosse  m  gilt  und 
nie  zu  gelten  aufhört,  so  muss  sie  auch  dann  noeh  richtig  bleiben, 
wenn  man  m  unbegränzt  zunehmen,  folglich  #  sich  der  Null  nähern 
lässt  und  die  Gränze  sucht,  welcher  sich  in  diesem  Falle  der  ganze 
Ausdruck  links  in  (20)  nähert.  Wir  betrachten  zu  diesem  Zwecke  je- 
den der  Faktoren  einzeln. 

Zuvörderst  ist 

(cos*r)^  =  (1  -  sin  ^.r)«^ 


=  [0— sin^r)""***]  &*       *  , 

wovon  man  sich  durch  Multiplikation  der  beiden  Exponenten  überzeu- 
gen kann.  Nimmt  nun  &  unausgesetzt  ab,  so  vermindern  sich  auch&r 
sm-for  und  sina#:r  bis  zur  Gränze  Null.  Es  ist  daher  nach  Formel  (13) 
für  a=—  1,  8  =  *\n*öx 


*  Lim  (1  -  sin  **x) 8in  *»'  =  e-»  =  j ; 

ferner  nach  no.  (1)  für  8  =  &x 

<m  •    sin  * 
Lim  =  l , 

und  weil  ausserdem  Lim  sin  &r  =  0  ist,  so  wird  jetzt 


Lim(eos**)*=QJ  =1, 


womit  der  Gränzwerth  des  ersten  Faktors  in  (20)  gefunden  ist. 
Was  den  zweiten  Faktor  in  (20)  anbetrifft,  so  ist  offenbar 

-  _l   tanfor 

(1  +  itan         =  [(1  +  t  tan  fix)'1*»*'  ]"^~  **  . 

Die  Grössen  &r  und  tan  for  nehmen  hier  mit  0  gleichzeitig  bis  zur 
Null  ab;  es  ist  daher  nach  Formel  (12) 


Lim  (1  +  i  tan  &x) 1  ,an  ^  =  e 

und  zwar  reell,  obgleich  die  Funktion  imaginär  ist,  weil  t tan &x  mit 
0  gleichzeitig  verschwindet  und  es  also  fflr  den  Endeffekt  gleichgültig 
sein  muss,  ob  die  Grösse  8  in  (12)  aus  einer  reellen  oder  imaginären 


1 


)igitized  by  Google 


XVI 


Gegend  her  bis  zur  Stelle  Noll  gekommen  ist.  Ferner  haben  wir  nach 
Formel  (2)  für  d  =  &x 

tanfor 


>7.r 

mitbin  zusammen 

Lim  (1  +  i  tan  &.r)«  =         =  e*L 

Benutzen  wir  nun  die  gefundenen  Resultate  für  die  Gleichung  (20), 
so  ergiebt  sich  die  formell  sehr  merkwürdige  Relation 

e™  =  cos  x -+ 1  sin  x ,  (21 ) 

welche  uns  ein  Mittel  giebt,  um  von  der  Exponenzialgrosse  auf  den 
Cosinus  und  Sinus  zu  kommen. 

Diese  Gleichung  gilt  übrigens  ebenso  allgemein,  als  die  gooio- 
metrischen  Formeln ,  von  denen  wir  ausgegangen  sind ;  man  darf  daher 
auch  — x  an  die  Stelle  von  x  setzen,  wodurch  man  findet 

e— **  =  cos  j- — isinx. 

Combinirt  man  diese  Gleichung  mit  der  vorigen  durch  Addition  und 
Subtraktion,  so  gelangt  man  leicht  zu  den  beiden  Formeln 

.-£±MZÜ,  (22, 

welche  häufig  gebraucht  werden.  Es  würde  hiernach  auch  leicht  sein, 
alle  übrigen  gonioraetriscben  Funktionen  durch  Exponentialgrossen  mit 
imaginären  Exponenten  auszudrücken. 

Die  Gleichung  (21)  lässt  sich  leicht  in  einige  andere  Formen 
bringen,  welche  uns  später  ebenfalls  von  Wichtigkeit  werden.  Multi- 
plizirt  man  nämlich  beiderseits  mit      =  rt  so  ist 

^+xf  =  rcosj:  +  trsin;r,  (24) 
wobei  man  auch  rcoso*  =  a  und  rsmx  =  ß  setzen  kann,  woraus  folgt 

(r  cos  ar)*+  (r  sin  x)*  —  a1  +  ß2 

oder 

und  femer 

rsin_£=  tan 
rcosx  et 
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mithin 

•T  =  Arctan  ~  +  kn  , 

er 

0 

wo  k  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  bedeutet.  Vermöge  der  neuen 
Werthe  für  roosx,  rsin.r,  r  und  x  ist  nun  nach  Formel  (24) 

e  «        =  a  +  ßi. 

Da  aber  für  ß  =  0  die  Gleichung  sich  auf  die  Identität  e>*  =  a  redu- 
ziren  muss,  so  folgt  *  =  0  und  mithin  einfacher 

c  +  jSi=e  «,  (25) 

wonach  man  jedes  aus  einem  reellen  und  imaginären  Theile  bestehende 
Binom  in  Form  einer  Exponenzialgrösse  darstellen  kann. 

Man  kann  die  gefundene  Gleichung  auch  umkehren,  wenn  man 
bemerkt,  dass  aus  einer  Gleichung  wie  A  —  ea  immer  folgt  lA  =  a, 
was  bekanntlich  die  Definition  des  Logarithmus  ist.  Behalten  wir  diese 
Definition  auch  hier  bei,  so  folgt  jetzt 

/  (« + ßi)  =  i/(a« + ß*)  + 1  Arctan  £.  (26) 

Ebenso  leicht  wurde  man  für  negativ  ß  finden 

/  («  —  ßi)  =  \l  (a*  +  ß*)  -  i  Arctan  £, 

und  wenn  man  diese  Gleichung  von  der  vorhergehenden  subtrahirt  und 
mit  2t  dividirt 

J[/(a  +ßi)  -  ««_»]  =  Arctan  L  (27) 

Hier  lässt  sich  die  in  Klammern  stehende  Differenz  nach  der  Regel 
Lr  —  ly  —  l-  zusammenziehen,  weil  diese  Regel  auch  für  imaginSre 

y 

x  und  y  gilt  Der  Grund  hiervon  ist  leicht  einzusehen.  Die  Formel 
lx—ly  =  l^  ist  bekanntlich  eine  unmittelbare  Folge  der  Gleichung 

c* .  <*=  e*+s,  sobald  man  auf  diese  die  Definition  des  Logarithmus 
e**  =  z  anwendet.  Die  Gleichung  e*.e»  =  e*+»  gilt  aber  auch  für 
imaginäre  x  und  y;  denn  man  hat 

e*f .     =  (cos  x  +  I  sin  x)  (cos  jf+i  sin  y) 

=  cos  (x  +y)  + 1  sin  (a:  f  y)  =  gt*Hrl ' ; 
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da  nun  die  Definition  des  imaginären  Logarithmus  der  des  reellen 
log  gebildet  ist ,  so  muss  die  Regel  Lv  —  ly^zl-  auch  für  imaginäre 

y 

x  und  if  gelten.    Demnach  ist  aus  Formel  (27) 

h'G£Sh**-t>  » 

wodurch  der  Uebergang  vom  Logarithmus  zu  den  cyklometrischen 
Funktionen  überhaupt  hergestellt  ist,  da  man  die  übrigen  Funktionen 

Aresin  2-,  Arccos  £  etc.  leicht  durch  Arctan  £  ausdrücken  kann. 
a  et  a 

Ein  Blick  auf  deo  ganzen  Gedankengang  zeigt  uns  nun  den  Zu- 
sammenhang der  verschiedenen  Funktionen  nach  folgendem  Schema  : 

Potenz 


Exponenzialgrösse  Logarithmus 


Gonionietrische  Cyklometrische 
Funktionen.  Funktionen. 

Der  erste  Uebergang  von  der  Potenz  zur  Exponenzialgrösse  und 
zum  Logarithmus  geschieht  mittelst  einer  Gränzhestimmung ;  von  da 
kommen  wir  mit  Hülle  der  imaginären  Beziehungen  auf  der  linken  Seite 
zu  den  goniometrischen ,  auf  der  rechten  zu  deö  cyklometrischen  Funk- 
tionen. Zugleich  sind  die  einander  gegenüberstehenden  Funktionen  die 
Umkehrungen  von  einander. 

Wir  können  uns  jetzt  leicht  einen  Begriff  von  dem  nützlichen 
Gebrauche  des  obigen  Schemas  machen,  wenn  es  auch  hier  nicht  mög- 
lich ist,  ein  Beispiel  davon  zu  geben.  Gesetzt,  man  hätte  die  Potenz 
fiir  jeden  Werth  des  Exponenten  in  eine  Reihe,  ein  Produkt,  einen 
Kettenbruch  verwandelt ,  oder  io  sonst  eine  andere  analytische  Form 
gebracht,  so  wäre  es  sehr  leicht,  für  die  übrigen  Funktionen  des  obi- 
gen Schema's  die  entsprechende  analytische  Form  aufzufinden.  Man 
brauchte  nur  auf  jedes  Glied  der  Reihe ,  des  Kettenbruches  etc.  ganz 
dieselben  Operationen  anzuwenden,  durch  welche  man  die  neue  Funk- 
tion aus  der  alten  ableitet.  So  würde  man  z.  B.  aus  einer  Reihe  für 
bt*  eine  Reihe  für  «°  dadurch  entwickeln,  dass  man  in  jedem  einzelnen 
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Reihengliede  l  +  a<5  für  ö,  i  für  ft  setzte  und  dann  zur  Granze  für  un- 
ausgesetzt abnehmende  d  überginge.  Die  wirkliche  Ausführung  dieses 
Gedankens  bei  verschiedenen  analytischen  Formen  ist  das  Geschäft 
des  speziellen  T heiles  der  algebraischen  Analysis,  welchem  der  oben 
schematisch  angegebene  organische  Zusammenhang  einer  gewissen  Reihe 
von  Funktionen  als  leitender  Faden  zu  Grunde  liegt,  woran  sich  die 
verschiedenen  Resultate  aufreihen.  Indessen  ist  das  Detail  hiervon 
für  unsere  Zwecke  nicht  nöthig,  und  wir  verlassen  daher  diese  Be- 
trachtungen ,  um  uns  dagegen  einem  anderen  Kreise  von  Untersuchungen 
zuzuwenden,  worin  wir  den  höheren  Rechnungswesen  naher  treten  und 
uns  über  Mittel  und  Zwecke  derselben  völlig  verständigen  können. 


2* 
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Die  grösste  Schwierigkeit,  welche  die  Mathematik  im  Verlaufe  ihrer 
stufenweisen  Ausbildung  zu  überwinden  hatte,  war  die  Lösung  des 
Problemes:  das  Gesetz  der  Stetigkeit,  nach  welchem  sich  alle 
in  Raum  oder  Zeit  ausgedehnten  Grossen  bilden ,  auf  mathematische 
Begriffe  zu  bringen  und  es  hiermit  entweder  durch  Construktion  oder 
durch  Rechnung  in  den  Kreis  ihrer  Betrachtungen  zu  verflechten.  Schon 
in  der  Arithmetik  kommen  einige  Fälle  vor,  bei  welchen  sich  die  genannte 
Schwierigkeit  fühlbar  macht  (z.  B.  bei  den  periodischen  Dezimalbrü- 
chen und  irrationalen  Wurzeln)  und  noch  häutiger  begegnet  man  ihr 
in  der  algebraischen  Analysis,  die  sich  zur  Ueberwindung  derselben 
den  eigentümlichen  Begriff  der  Gränze  bilden  muss.  Theilen  wir 
z.  B.  eine  Grösse  nach  irgend  einem  Theilungsgesetze ,  etwa  durch 
fortgesetzte  Halbirung,  in  immer  kleinere  Theile  und  versuchen  wir 
nachher  dieselbe  wieder  aus  ihren  Theilen  zusammenzusetzen ,  so  stossen 
wir  auf  das  für  den  ersten  Anblick  paradoxe  Problem  der  Summirung 
einer  unendlichen  Menge  immer  kleiner  werdender  Grössen  (der 
einzelnen  Theile);  hier  liegt  die  Schwierigkeit  blos  in  der  vermöge  des 
Gesetzes  der  Stetigkeit  unbegränzten  Theilbarkeit  der  ursprünglich 
vorgenommenen  Grösse;  denn  wenn  man  im  Verlaufe  der  successiven 
Theilung  auf  ein  untheilbares  Letztes  käme,  so  würde  die  entspre- 
chende Reihe  eine  endliche  sein.  In  weit  verwickelterer  Gestalt  aber 
erscheint  die  Forderung,  sich  des  Stetigkeitsgesetzes  mathematisch  zu 
versichern,  da,  wo  wir  es  nicht  mit  einer  Grösse  allein,  sondern  mit 
einem  System  zweier  oder  mehrerer  Grössen  zu  thun  haben,  in  wel- 
chem die  eine  Grösse  den  stetigen  Aenderungen  der  anderen  ihre  Exi- 
stenz zu  verdanken  hat.  Betrachtungen  dieser  eigentümlichen  Art 
kommen  ganz  besonders  häufig  in  der  Mechanik  vor  und  geben  dann 
immer  zu  einigen  Aufgaben  Veranlassung,  deren  hauptsächlichste  im 
Allgemeinen  so  lautet:  welcher  ist  der  Totaleffekt  einer  Ursache, 
welche  eine  gewisse  Zeit  lang  wirksam  gewesen  ist,  vorausgesetzt, 
dass  man  entweder,  wenn  die  Intensität  der  Ursache  während  jener 
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Zeit  constant  bleibt,  diese Intensität  selbst  kennt,  oder,  wenn  sich  die 
Intensität  mit  der  Zeit  ändert,  ihren  anfänglichen  Grad  und  das  Gesetz 
ihrer  Aenderung  weiss?  Es  giebt  aber  auch  Probleme  der  Geometrie, 
welche  ganz  das  nämliche  Gepräge  tragen  und  namentlich  gehören  hie- 
her  alle  Aufgaben  über  die  Quadratur  uud  Rektifikation  der  Curven, 
die  Cubatur  und  Complanation  der  Flächen.  So  können  wir  uns  z.  B. 
in  fig.  1  die  von  der  Geraden  AB,  den  Senkrechten  AP,  BQ  und  der 
Curve  PNkN^. . .  Q  eingeschlossene  Fläche  dadurch  entstanden  den- 
ken, dass  eine  auf  OX  senkrechte  Linie  XY  aus  der  Lage  AP  paral- 
lel mit  sich  selbst  bis  BQ  stetig  fortgerückt  ist,  während  der  End- 
punkt Y  auf  ihr  selbst  stetig  auf  und  abstieg  und  so  die  begränzende 
Curve  erzeugte.  Natürlich  muss  in  jedem  bestimmten  Falle  das  Gesetz 
bekannt  sein,  nach  welchem  der  Punkt  Kauf-  und  absteigt,  wenn  er 
gerade  diese  oder  jene  bestimmte  Curve  beschreiben  soll.  Dieses  Bei- 
spiel bildet  ein  vollkommenes  Analogon  zu  dem  obenangeführten  Pro- 
bleme der  Mechanik,  welches  man  sehr  leicht  dadurch  auf  dasselbe 
reduziren  kann,  dass  man  sich  die  Zeit  auf  der  Geraden  OX  ausge- 
dehnt, die  veränderliche  Ursache  als  die  variabele  Ordinate  XY  und 
die  während  einer  bestimmten  Zeit  AB  hervorgebrachte  Wirkung  als 
die  überstrichene  Fläche  ABQP  denkt.  Wir  können  demnach  die 
Quadratur  einer  krummen  Linie  als  das  allgemeine  Schema  dieser  ganzen 
Klasse  von  Aufgaben  gelten  lassen*). 

Vergleichen  wir  mit  dieser  Entstehungsweise  einer  Grösse  die 
anfangs  betrachtete  in  der  algebraischen  Analysis  vorkommende,  so 
finden  wir  einen  wesentlichen  Unterschied.  Dort  würden  wir  die  Fläche 
aus  ihren  Theilen ,  etwa  ihrer  Hälfte,  dem  Viertel,  Achtel  etc.,  also 
wieder  aus  Flächen  zusammensetzen,  oder  überhaupt  irgend  eine 
Grosse  als  Aggregat  ihrer  mit  ihr  selbst  gleichartigen  Theile  an- 
sehen ,  hier  aber  lassen  wir  die  Fläche  durch  stetige  Bewegung  einer 
Geraden,  und  überhaupt  eine  Grösse  durch  stetige  Veränderung  einer 
mit  ihr  ungleichartigen  entstehen.  Während  sich  also  die  alge- 
braische Analysis  vorzüglich  mit  Beziehungen  zwischen  gleichartigen 
Grössen  beschäftigt,  bekommen  wir  es  auf  unserem  Felde  mit  Rela- 
tionen zwischen  solchen  Grössen  zu  thun,  welche  entweder  geradezu 

*)  Sehr  schöne  synthetische  Betrachtungen  diese«  Genre'«  kommen  itt  New- 
ton« Principiis  philo«,  nat.  vor  (de  motu  corporum  liher  primu«  «ectio  I), 
womit  man  überhaupt  diese  ganze  Einleitung  zusammenhalten  möge. 
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ungleichartig  sind,  oder  es  wenigstens  werden,  sobald  man  ihnen  eine 
geometrische  oder  physikalische  Bedeutung  unterlegt. 

•  » 

Treten  wir  jetzt  näher  au  die  vorhin  angeregte  Aufgabe  über  die 
Quadratur  einer  Curve,  die  wir  als  allgemeinen  Typus  unserer  sämnit- 
lichen  Aufgaben  anzusehen  haben.  Für  die  Elementargeometrie  ist  die- 
selbe ohne  Zuziehung  eines  neuen  Prinzipes  offenbar  ganz  unlösbar, 
weil  vermöge  des  Gesetzes  der  Stetigkeit  keiu  Theil  einer  krummen 
Linie,  sei  er  auch  noch  so  klein,  eine  Gerade  ist  und  folglich  keiu 
Theil  der  fraglichen  Flüche  als  geradlinig  begrün zt  angesehen  und  da- 
nach seine  Grösse  berechnet  werden  könnte.  Wenn  wir  nun  aber  auch 
vor  der  Hand  auf  eine  vollkommen  genaue  Lösung  unserer  Aufgabe 
Verzicht  leisten  müssen,  so  wäre  es  bei  der  Wichtigkeit  derselben 
doch  wohl  der  Mühe  werth,  wenigstens  eine  angenäherte  Bestimmung 
der  unbekannten  Fläche  zu  versuchen ,  was  für  manche,  namentlich  prak- 
tische Zwecke,  schon  hinreichen  könnte.  Hierzu  bietet  sich  ganz  von 
selbst  ein  sehr  einfacher  Gedanke  an. 

m 

Theilen  wir  die  Basis  AB  unserer  Flache  in  beliebig  viele  Theile 
AMlt  MlMiJ  jf/jg 3/3,.. . 3fn-1ß>  deren  Anzahl  n  betragen  möge,  und 
ziehen  wir  durch  jeden  derTheilpunkte  ...  Mn—i  eine  Senkrechte 

auf  AB,  so  zerfallt  die  ganze  Fläche  in  eine  Reihe  von  Streifen,  welche 
wir  mit  einiger  Aufopferung  der  Genauigkeit  als  Rechtecke  ansehen 
und  danach  ihre  Inhalte  berechnen  können.  Lassen  wir  ferner,  um  eine 
bestimmte  Bezeichnung  einführen  zu  können,  y=f(x)  die  Gleichung 
der  Curve  bedeuten,  wenn  für  O  als  Anfangspunkt  der  Coordinaten 
OX=x,  XY=y  und  f(x)  eine  beliebige  Funktion  von  x  ist,  setzen 
wir  endlich 

OA  -  a,  OB^-b,  mithin  AB  =  6-a 

und 

AMX  =  dt ,  Mx  M%  -=  d2 ,  3f2 iW3=  ö3 , . . .  Mn-\  B  —  ön , 

also 

^1  +  ^2  +  °3  +  '  *  '  +  ^»—1  —  ^  a  * 

so  ist  vermöge  der  Gleichung  der  Curve 

AP  =  f(a),  ÄiJVi  =A«  +  'i).  *#i  =  A«  +  *i+^)»-- 
Mn-X  tf-,  =  f(a  +  6t  +a2  +  .;.+«.-!),  BQ  =  f(b) ; 

und  folglich  haben  wir  nähern ugs weis : 
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AM,  iV,  P  =  AM,  .AP  =6,  f(a) 
M,  M2  A^iVj  =  M,M2. M,  N,  =  ö2f(a  +  ^) 
*/2iW3  Nä  N2  z=M2Ms.  M2  Nt  =  ^ +  *i  +  W 

Mn^BQNn-,  =  Mm^B.m^lirm^  =      +   +  ^+... 

und  durch  Addition  dieser  Gleichungen  ergiebt  «ich  jetzt  folgende  Nä- 
herungsforniel  für  die  Fläche  ABQPi 

<*i  /(«)  +*j  A«  +  *i)  +<*s         +  **)  +  ». + M«  +       +  •  •  •  + 

wobei  nicht  zu  vergessen  ist,  dass  die  Bedingung 

erfüllt  sein  muss. 

Aber  diese  Näherung  muss  als  eine  noch  ganz  rohe  bezeichnet 
werden,  da  wir  nicht  im  Stande  sind,  den  Grad  derselben  zu  beur- 
theilen,  oder,  was  auf  das  Nämliche  hinauskommt,  da  wir  die  Granzen 
nicht  kennen ,  zwischen  denen  der  begangene  Fehler  liegt.  Wir  wer- 
den daher  genothigt  sein,  diesen  Mangel  durch  eine  schärfere  Auffas- 
sung unseres  Problemes  zu  ergänzen ,  was  vielleicht  sogar  die  Möglich- 
keit gewähren  könnte ,  uns  von  einer  ungefähren  Angabe  des  gesuch- 
ten Flächeninhaltes  zu  einer  vollkommen  genauen  Berechnung  desselben 
zu  erheben.  Hierzu  fuhren  die  folgenden  Untersuchungen.  Die  in  den 
Entfernungen  dlt  dj,  dg,  etc.  gezogenen  Ordinaten  MlN,,  üf2iV2, 
H  -^3  >  etc.  kann  man  immer  so  legen,  dass  die  begränzende  Curve 
zwischen  je  zweien  von  ihnen  entweder  blos  steigt  oder  blos  fällt.  In  der 
That  ist  hierzu  weiter  nichts  nöthig,  als  dass  man  zuerst  von  den  höch- 
sten und  tiefsten  Punkten  der  krummen  Linie  (in  fig.  1  z.  B.  N, ,  jV3, 
etc.)  Perpendikel  auf  die  Basis  AB  herablässt  und  zwischen  diesen 
dann  beliebig  viele  andere  Ordinaten  einschaltet.  Unter  allen  den  ver- 
schiedenen, theils  positiven,  theils  negativen  Differenzen,  welche  diese 
Ordinaten  bilden,  also  unter  den  Grössen 

rt«-Mk>— A«).         +  **)-/(« +<>i)  

/"(«+  *i  +    +  •  •  •  +  &n)-f{a  +  6,  +  d*  +  .  .  +0«-!) 

muss  es  nun  nothwendig  eine  absolutgrösste  geben,  welche  etwa  durch 
zwei  in  der  Entfernung  d*  von  einander  stehende  Ordinaten  gebildet 

• 
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wird ,  wobei  d*  eine  unter  den  Grössen  <5, ,  ö.z  , . . .  d„  bezeichnet.  Nen- 
nen wir  p  die  Entfernung  des  Fusspunktes  der  ersten  dieser  Ordinaten 

vom  Anfangspunkte  O,  so  sei 

das  Maximum  der  Ordinatendifferenzen.  Ist  ferner  in  fig.  2.  MM' 
QQ  irgend  einer  der  Streifen,  in  weiche  bei  der  vorigen  Con- 
struktion  die  krummiinigbegränzte  Fläche  zerlegt  wurde ,  und  AM  = 
£1  +^2+!«  •  •  -fo*— 1>  31M'—öh,  so  nehme  man  von  Q  aus  QL~  QL' 
ss  A  und  vollende  das  Rechteck  LGG'V ';  hier  liegt,  weil  TQ  kleiner 
als  das  Ordinatendifferenzenmaximum  TG  =  k  ist,  der  Punkt  G  jeden- 
falls über  Q,  und  G'  unter  ebenso  L  über  Qy  und  V  unter  Q. 
Da  nun  die  Curve  während  des  Intervalles  MM'  entweder  bios  steigt 
oder  blos  fällt,  so  muss  das  Stück  QQ'  derselben  ganz  innerhalb 
des  Rechteckes  LGG'V  liegen  *),  und  hieraus  folgt  unmittelbar 

MM'QQ  <  MM' GL  und  MM'QQ  >  MMG'V 

oder 

MM'QQ  <  MM'.  ML  und  MM'QQ  >  MM'.  ML, 

oder  wenn  man  für  MM'  seinen  vorher  bestimmten  Werth  setzt  und 
bemerkt,  dass  ML=zMQ+k,  ML'  s  MQ—k  ist , 

MM'Q  Q  <  6h[f(d-i  ö1  +  da  +  . . .  -f  fc-J  +  i], 
^'G'Q  >  fc[/"(a  +5,  +  <5a  +  . . .  +        - 1]; 

und  wenn  man  den  Streifen  MM'QQ  mit  ha  bezeichnet, 

und  diess  gilt  auch  dann  noch,  wenn  OM  =  p,  also  ök  =  &k  wäre, 
wo  die  Ordinatendifferenz  ihr  Maximum  erreicht.  Denn  für  diesen 
Fall  würde  sich  die  Zeichnung  nur  darin  ändern ,  dass  Q'  mit  einem, 
der  Punkte  G ,  G'  zusammenfiele. 

Denken  wir  uns  jetzt  die  vorige  Betrachtung  auf  jeden  der  in 
fig.  1.  vorkommenden  Streifen  angewendet,  so  haben  wir  folgende 
Reihe  von  Ungleichungen : 

*)  Diese  Behauptung  nebst  ihren  Cousequenzcn  würde  falsch  sein  ,  wenn 
die  hegränzende  Cuive  während  jenes  Intervalles  zugleich  steigen  und  fallen 
dürfte.  Dann  könnte  sich  nämlich  die  Zeichnung  wie  in  fig.  3.  gestalten, 
wo  man  nicht  behaupten  kann  ,  dass  MM'Q'Q  <  MM' GL  sein  müsse. 
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aus  deren  Addition  die  neue  Ungleichung  entspringt: 

^A«)  +  • .  +  <*«/,(a+*i  +  ..  +  *»-i) 

+  +  ...+«.) 

Hier  ist  die  Reihe  d\  /*(«)  +  +  +  etc.  die  Summe  der 
Rechtecke,  die  uns  früher  zur  näherungsweisen  Bestimmung  der  ge- 
suchten Fläche  führte;  wir  wollen  sie  mit  Sn  bezeichnen,  so  dass 

Sn  es  Öt  f{a)  +  da  f(a  +  % )  +  \  f( a  +  \  +     +  . . . 

ist.  Ferner  hat  man  o\ -fA+*s =  6— *  und  die  Summe  der 
krummlinigbegränzten  Streifen  ,  t^,  ^...Mn  gleich  der  gesuchten 
Fläche  über  ^#  =  6— a,  die  wir,  weil  sie  eine  Funktion  der  Basis 
ist,  a)  setzen  wollen.   Durch  Einführung  dieser  Abkürzungen 

geht  die  obige  Ungleichung  in  flie  folgende  über: 

Sn  +  k((>-a)  >  F(6— «)>  Sn— l(b-a). 

Hiermit  ist  das  Problem  gelöst,  die  Gränzen  zu  Enden,  inner- 
halb  welcher  der  Fehler  liegen  muss,  den  man  dadurch  begeht,  dass 
man  statt  der  krummlinigbegränzten  Fläche  F(6— a)  die  Rechteck- 
summe Sn  setzt.   Denn  es  folgt  jetzt 

A(6— a)  >  F(6— a)  -  Sn>  -  «), 

so  dass  also  der  absolute  Werth  des  begangenen  Fehlers  kleiner  als 
das  Produkt  aus  der  Basis  und  dem  Maximum  der  Ordinatendiffe- 
renzen  ist. 

Wir  haben  nun  blos  noch  einen  Schritt  zu  thun,  um  uns  zu 
uberzeugen,  dass  die  Annäherung  der  Rechtecksumme  an  die  Fläche 
so  weit  getrieben  werden  kann ,  als  es  nur  verlangt  wird.  Denken  wir 
uns  nämlich  die  Ordinateo  MlNl,  M*Nit  ...  iW-,  festgehalten 
und  zwischen  ihnen  eine  beliebige  Menge  anderer  eingeschaltet,  so 
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wird  die  Begrfinzungscurve  anch  zwischen  je  zweien  unter  allen  den 
nunmehr  dastehenden  Ordinaten  entweder  Mos  steigen  oder  blos  fallen, 
und  folglich  sind  die  neuen  Differenzen  kleiner  als  die  alten.  Nun  ist 
aber  die  begrenzende  krumme  Linie  durch  eine  stetige  Bewegung  ent- 
standen, mithin  selbst  eine  stetig  verlaufende;  fahren  wir  daher  mit 
der  Einschaltung  immer  neuer  Ordinaten  fort,  so  können  wir  die  Dif- 
ferenzen der  benachbarten  Ordinaten  kleiner  als  jede  noch  so  kleine 
angebbare  Grösse  machen  und  folglich  auch  das  Differenzenmaximum 
A  und  ebenso  das  Produkt  k(b — a)  auf  jeden  beliebigen  Grad  der 
Kleinheit  herabbringen.  Der  Fehler  F{b — a) — *Sn  ist  also,  wenn  man 
die  Anzahl  n  der  Ordinaten  vermehrt  und  die  Entfernungen  6lt  S2 , . . . 
Sn  derselben  beständig  verringert,  einer  unbegränzten  Verkleinerung 
fähig.  Könnte  man  X  =  0  machen,  so  wäre  F(6— a)  —  S„  =  0,  folglich 
vollkommen  genau  F(b — a)  =  Sn.  Diess  lässt  sich  aber  durch  Con- 
struktion  nicht  erreichen;  denn  wie  viele  Ordinaten  man  auch  einge- 
schaltet haben,  wie  gross  also  n  und  wie  klein  auch  <5*  sein  mag,  so 
ist  doch  l  =  f(p+ök)—f(p)  nicht  schlechthin  =a  Dagegen  kann 
man  arithmetisch  zum  Ziele  kommen,  wenn  man  die  Null  als  den  Gränz- 
werth  betrachtet,  dem  sich  alle  die  Grössen  nähern,  die  einer  unbe- 
gränzten  Verringerung  fähig  sind.  Gehen  wir  daher  zur  Gränze  über 
für  unausgesetzt  abnehmende  6t ,  . ..  d*, . .  d»  und  unbegränzt  wach- 
sende «,  so  wird 

LimZrrO,  Lim { F(b^a) -  Sn)  =  0, 
oder  F  (6—0)  =  Lim  Sn , 

und  vermöge  der  Bedeutung  von  Sn: 

F(b—a)  — 

Lim  { dVCa)  +  ö2f(a+6L)  +  *3  A«+*i+^)  +  •  •  +  fcflM*+"        1)  I* 
wobei  immer 

*i  +  *a  +  o8  +  ...  +  d,„  =  6  —  a 

sein  muss. 

Hiermit  ist  nun  eine  vollkommen  genaue  Formel  gefunden.  Die- 
selbe gestaltet  sich  noch  etwas  einfacher,  wenn  man  die  Grössen  d\, 
d*a,  05,  ...dn  einander  gleich  und  =  6  setzt;  es  Ist  dann: 

F  (!>-<*)  =   

Lim  { 8  [f(a)  +  /■(«+*)  +  f(a+26)  +  . . .  +  f(a + n-1  S)  ]  j. 

(nö  —  b —  a). 


Digitized  by  Google  \ 


8 


Nimmt  man  noch  a  =  0,  b  =      so  wird 

Ff»  =  Lim !  d  r/(0)  +  /•(<*)  +  /  (25)  + . . .  +f(n—it) } } , 

(nö  ==  , 

oder  weil  aus      =  st  ,  d  =  —  folgt : 

F(„  =  Limj£[,(0)  +  ^)+^)  +  ...+^)]J 

Die  beiden  letzten  Formeln  geben  die  über  der  Strecke  OX=x 
(in  fig.  1.)  stehende,  durch  OR  =  f(0),  XY  =  f  (x)  und  die 
Curve  RPQY  begränzte  Flache.  Man  kann  daraus  die  vorige  Fläche 
leicht  wieder  erhalten,  wenn  man  x  =  bt  x  —  a  setzt  und  die  beiden 
so  entstehenden  Werthe,  nämlich  die  Flächen  OBQR  und  OAPR, 
von  einander  abzieht. 

Es  spricht  sich  in  den  obenentwickelten  Formeln  auch  ein  ganz 
allgemeines  Gesetz  aus,  welches  eine  Relation  zwischen  den  beiden 
verschiedenen  Entstehungsweisen  einer  Grösse  angiebt.  Die  Funk- 
tionen F{x)  und  f(x)  bedeuten  nämlich  ungleichartige  Grössen,  von 
denen  die  erstere  durch  stetige  Aenderung  der  letzteren  entstanden 
ist,  unsere  Formel  aber,  welche  der  analytische  Ausdruck  für  diesen 
Process  ist,  verlangt  zwei  Operationen,  erstlich  die  Addition  der  Pro- 
dukte -f(0),  -ff-},  -f(—}  etc.  und  darauf  einen  Gränzenüber- 

gang.  Bemerken  wir  nun,  dass  jene  Produkte  mit  F(x)  gleichartig 
sind,  weil  sie  Theile  von  F(x)  bedeuten,  so  haben  wir  folgendes  all- 
gemeine  Theorem: 

Von  den  zwei  möglichen  verschiedenen  Entstehungsweisen  einer 
Grösse,  die  man  vielleicht  nicht  unpassend  einer  unorganischen  An- 
häufung und  einem  organischen  Processe  vergleichen  könnte,  Iässt 
sich  die  zweite  auf  die  erste  zurückführen,  wenn  man  mit  dieser  die 
Operation  eines  Gränzenübergaoges  verbindet. 

Als  Beispiele  hierzu  wollen  wir  in  der  letzten  der  gefundenen 
Formeln  folgende  spezielle  Fälle  der  Funktion  f{x)  betrachten. 

1)  Es  sei  f(x)=yx,  wo  y  einen  constanten  Faktor  bedeutet. 
Es  ist  dann 
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=Lim|^[l  +  2  +  3+  ...  +  (n-l)]}. 
Andererseits  hat  man  aber  nach  einer  bekannten  Formel 

,1+2+3+...  +  (k-1)=w(w~1), 

folglich 

—  [l+2+3+...  +  (n— I)J=  w2._L__^=(i -__)._ 
und  hieraus  durch  Uebergang  zur  Gränze  für  unausgesetzt  wachsende  n 

F(*)  =  Limtf(l-I)*2=^. 

Diess  stimmt  in  der  That  mit  dem  Resultate  zusammen,  welches  sich 
unmittelbar  aus  der  Geometrie  ergiebt ,  wenn  man  bemerkt ,  dass  für 
f{x)=gx  die  Curven  RY  zu  einer  durch  den  Punkt  O  gehenden  Ge- 
raden wird  und  mithin  die  Fläche  OXYR  sich  in  das  Dreieck  OXY 

verwandelt,  dessen  Inhalt  =~  OX.XY—  ^x.gx=g~  ist*) 
2)  Für  f{x)z=zgx*  Ondet  sich  sehr  leicht 

F(x) = Lim  \g  * [l«+2* +3«  +  . . .  +  („ - 1)*] , , 
oder  weil  bekanntlich 

|«+2»-t-3»+...  +  (n-l)»=(2"-1^("^Il 

igt,  auch 

F(«)=Lhi.g<ä— •  f =Li-.»(»-i)a-i)  J 

oder 

Hierin  spricht  sich  die  von  Archimedes  gefundene  Quadratur  der  Para- 

*)  Denkt  man  sich  X  alt  die  verfliessende  Zeit,  ffX  als  Geschwindigkeit 
eines  bewegten  Punktes  und  F(x)  als  den  rem  ihm  durchlaufenen  Raum,  so 
ergabt  sich  der  Satz:  „nimmt  die  Geschwindigkeit  eines  Punktes  der  Zeit 
proportional  xu ,  so  verhalten  sich  die  durchlaufenen  Räume  wie  die  Quadrate 
der  Zeiten      der  als  das  Galileische  Falliresetz  bekannt  ist 


Drgitized  by  Google 


10 

bei  aus.  Ziehen  wir  nämlich  durch  den  Scheitel  ö  einer  Parabel  (fig.  4) 
OX  senkrecht  auf  die  Achse  und  setzen  OX  =  x,  XY  =  yy  so  ist 
bekanntlich  y  =  gx1  die  Gleichung  der  Parabel.  Schreibt  man  das  ge- 
fundene Resultat  unter  der  Form  Xm9x  ,  so  erkennt  man  auf  der  Stelle, 

dass  die  Fläche  OXYQ  ein  Drittheil  von  der  Fläche  des  Rechtecks 
OXYZ  ist,  woraus  folgt,  dass  die  Fläche  OQYZ  zwei  Drittheile  des- 
selben ausmacht,  was  zuerst  von  Archimedes  bewiesen  wurde. 
3)  Für  f(ar)  =  a*  hat  man 

*        iL.  n  —  is 

F(ar)  ==  Lim  j  |[l-fa"+fl  *  +...  +  «  "  ]}. 

Die  eingeklammerte  Reihe  lässt  sich  leicht  sumrairen,  wenn  man  sie 
in  folgender  Form  darstellt 

X  £  £  £ 

l+fl«  +(ß»)H(fln)3  +...+  («»)n-1 

und  nun  die  bekannte  Summen  formel 


X 


für  h  =  an  in  Anwendung  bringt.    Man  findet  so: 


X 


F(x)=him  -  .  i — L          —  Lim  — -  


«"-1  (a"-l):=- 


n 


Nach  Formel  (14)  auf  Seite  XII  ist  aber  für  unausgesetzt  abneh- 
mende S 


«3-1 
Lim  — ^ —  ss  la , 


wo  la  den  natürlichen  Logarithmus  von  a  bedeutet,  folglich  wenn  d 
=  —  gesetzt  wird  und  jetzt  n  ins  Unendliche  wächst, 


Lim  (an  —  1)  :  -  =  la. 


n 


Unter  Anwendung  dieses  Satzes  ergiebt  sich  aus  dem  Vorigen 
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Man  wird  aus  diesen  Beispielen  leicht  ersehen ,  in  welcher  Weise 
die  bei  der  allgemeinen  Formel  angedeuteten  Rechnungsoperationen 
auszuführen  sind.  Zuvorderst  hat  man  in  jedem  speziellen  Falle  die 
Summe  der  endlichen  Reihe 

/W4fg)+/g)+...+/(SfL) 

aufzusuchen ,  weil  man  ohne  diese  den  Totaleffekt  nicht  heurt  heilen 
kann,  welchen  das  beständige  Anwachsen  der  Zahl  n  hervorbringt. 
Diese  Notwendigkeit  der  Summirung  einer  endlichen  Reihe  verursacht 
eine  nicht  geringe  Schwierigkeit  in  der  Behandlung  aller  Aufgaben  die- 
ser Art.  Wir  kennen  nämlich  nur  von  einigen  wenigen  endlichen  Rei- 
hen die  Summen,  aber  auch  selbst  diese  würden  Air  eine  systematische 
Bearbeitung  unseres  Problem  es  nur  von  sehr  untergeordneter  Bedeu- 
tung sein.  Denn  hier  käme  es  zunächst  darauf  an ,  für  alle  die  aus 
der  algebraischen  Analysis  bekannten  Funktionen : 

f(x)  =  xa,  ax,  Ix t  sinar,  cos:r,  tanar,  cota:,... 

Aresin  »r,  Arccoso:,  Arctan  x , . .  . 

die  zugehörigen  Funktionen  F  (x)  aufzusuchen ,  die  gewissermassen .  die 
Grundpfeiler  des  ganzen  neuen  Calcüls  ausmachen  wurden.  Aber  da 
stossen  wir  schon  bei  der  ersten  Aufgabe  auf  eine  grosse  Schwierig- 
keit; es  wäre  nämlich  zu  ihrer  Losung  noth wendig,  die  Summe  der 
Reihe 

d  h.  die  der  etwas  einfacheren  - 

l°  +  2«  +  3«  +  . ..  +  (*  —  1)° 

für  jedes  beliebige  a  ausfindig  zu  machen,  was  in  dieser  Allgemeinheit 
mit  den  Hülfsmitteln  der  gewöhnlichen  Algebra  —  und  andere  haben 
wir  hier  nicht  —  geradezu  unmöglich  ist.  Nicht  besser  würde  es  uns 
für  f{x)  =  tanx ,  Aresin     etc.  gehen. 

Wie  aber,  wenn  man  statt  fruchtloser  Bemühungen,  die  ange- 
deuteten Schwierigkeiten  zu  beseitigen,  eine  Umgehung  derselben  ver- 
suchte? KOnnte  man  nicht  vielleicht  einen  indirekten  Weg  einschla- 
gen, etwa  durch  Umkehrung  der  Aufgabe  selbst?   Es  ist  nicht  schwer, 


Digitized  by  Google 


12 


diese  Frage  gehörig  zu  beurtheüen.  Nehmen  wir  an,  es  sei  die  um- 
gekehrte Aufgabe  gelöst  und  man  habe  für  verschiedene  Funktionell 
F(x)  die  entsprechenden  f(x)  gefunden,  so  würde  man  sieb  eine  Ta- 
belle dieser  Resultate  machen  können,  welche  etwa  so  aussähe: 

Gegebene  F(x)  Gesucht  f(x) 

5 gx*  gx* 
a'  —  l 

~uT 

Wollte  man  nun  dagegen  zu  einem  gegebenen  f(x)  das  zugehörige  F(x) 
finden,  so  brauchte  man  blos  nachzusehen,  ob  die  vorgelegte  Funktion 
fix)  unter  der  Rubrik  f(x)  vorkommt;  die  links  daneben  stehende  Funktion 
wäre  dann  das  gesuchte  F(x).  Ja,  was  noch  mehr  ist,  es  muss  so- 
gar möglich  sein,  allgemeine  Regeln  zu  entdecken,  nach  welchen  man 
zu  einer  Funktion,  die  zwar  selbst  nicht  unter  der  Ueberschrift:  f(x) 
steht,  die  aber  aus  anderen  zusammengesetzt  ist,  die  einzeln  unter 
dieser  Ueberschrift  vorkommen ,  die  zugehörige  Funktion  aus  denjeni- 
gen Funktionen  ableiten  kann,  welche  den  Theilen  der  gegebenen 
Funktion  entsprechen.  So  wird  man  z.  B.  aus  der  allgemeinen  Glei- 
chung, welche  den  Zusammenhang  zwischen  f(x)  und  F(x)  angiebt, 
leicht  das  Theorem  ableiten:  wenn  zu  f(x),  <p(x),  ty(x)  die  Funk- 
tionen F(x),  0(x),  *P(x)  gehören  und 

f(x)  =  q>(x)  +  y(x) 

ist,  so  muss  auch 

F(x)  =  &(x)+W(x) 

sein.  Daraus  folgt  z.  B. ,  dass  der  Funktion  f{x)  =  fjx\gx*  die)  Funk- 
tion F(x)  =  x  lff*-\-iffX*  entspricht 

Soll  aber  die  praktische  Ausführung  des  Gedankens,  vorerst  aus 
der  Natur  der  Funktion  F(x)  die  von  f{x)  zu  bestimmen,  möglich  sein, 
so  müssen  sich  die  Rechnungsoperationen,  mittelst  welcher  man  f{x) 
aus  F(x)  abzuleiten  hatte,  einfacher  als  die  gestalten,  welche  wir  der 
umgekehrten  Aufgabe  dienen  sahen.  Ehe  wir  diess  entscheiden  kön- 
nen, müssen  wir  natürlich  die  fraglichen  Operationen  erst  kennen  zu 
lernen  suchen  und  zu  diesem  Zwecke  wenden  wir  uns  an  fig.  5.  In 
dieser  sei  wie  bisher  OX=.r,  XY=if{x)  und  die  Fläche  OXYR 
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=  F(x) ,  wobei  wir  jetzt  die  letztere  Funktion  als  bekannt  anzusehen 
haben.  Geben  wir  dem  x  einen  Zuwachs  XX '=5,  so  nimmt  F(x)  um 
den  Streifen  XX TF  zu.  Da  die  Grösse  ö  noch  beliebig  ist,  so  kön- 
nen wir  dieselbe  immer  so  gross  oder  nöthigenfalls  so  klein  nehmen, 
dass  die  Curve  RYY'  von  Y  bis  Y'  entweder  blos  steigt  oder  blos 
fällt.  Wir  haben  nun  OXY'R=F(x  +  S),  XX'  Y  Y=  F (x+d)  —  F(x) ; 
ziehen  wir  YT\\  Y'T\\XX,  so  ist,  wenn  ein  beständiges  Steigen  der 
Curve  Statt  findet, 

XX'Y'T>  XX'VY>  XX'TY 

oder 

XX'. XT  >  XXY'Y>  XX'  .XY 
d.  i.  nach  unserer  Bezeichnungsweise 

6f(x  +  8)  >  F(x  +  S)  -  F(.t)  >  6f(x), 
und  wenn  die  Curve  beständig  fallt  wie  in  fig.  6. 

x  x  r  y  >  xx  r  y  >  xx  r  t 

oder 

XX.XX>  XXY'X>  XX  . XX 

d  i 

6f(x)  >  Fix  +&)-F{x)  >  öf(x  +  S). 

Aus  diesen  beiden  Ungleichungen  ergeben  sich  durch  Division  mit  d 
die  beiden  folgenden: 

welche  man  dadurch  in  eine  einzige  zusammenlassen  kann,  dass  man 
sagt:  der  Quotient 

F(x+ o)  —  F(x) 
l 

liegt  jedenfalls  zwischen  f(x)  und  f(x-\-d),  gleichviel  welcher  von  den 
beiden  letzteren  Ausdrücken  der  grössere  ist.  Aus  dieser  Eigenschaft 
von  f(.r)  und  f(u-  \  ö)  ergiebt  sich  nun  leicht  ein  Mittel,  um  f{x) 
durch  F(x)  auszudrücken.  Lassen  wir  nämlich  ö  beständig  abnehmen, 
so  rücken  die  Werthe  von  f(x)  und  f\x-\-ö)  immer  näher  an  einander  und 
folglich  auch  immer  näher  an  den  zwischen  ihnen  liegenden  Quotien- 
ten.   Hat  endlich  Ö  die  Gränze  Null  erreicht,  so  fallen  die  beiden 
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Sussersten  Werth e  zusammen  und  da  der  fragliche  Quotient  immer  zwi- 
schen ihnen  bleibt,  so  muss  er  ihrem  gemeinschaftlichen  Werthe  f(x) 
gleich  sein.  Die  bisherige  Ungleichung  verwandelt  sich  daher  in  die 
folgende  Gleichung : 

f{x)  =  Lim  ZS£±%=m  , 
mit  welcher  unser  Problem  gelöst  ist. 

Vergleichen  wir  die  Operationen,  durch  die  f{x)  aus  F(x)  ab- 
geleitet wird,  mit  denen,  welche  zur  Lösung  der  früheren  direkten 
Aufgabe  nöthig  waren,  so  werden  wir  in  Absicht  auf  die  Einfachheit 
derselben  einen  wesentlichen  Unterschied  wahrnehmen.  Während  dort 
die  Summirung  einer  Reihe  verlangt  wurde,  haben  wir  es  hier  blos 
mit  einer  Differenz  zu  thun ,  im  Uebrigen  aber  bleibt  sich  Alles  gleich, 
da  wir  beiderseits  die  Operation  des  Gränzenüberganges  ausführen 
müssen.  Da  gar  kein  Zweifel  darüber  sein  kann ,  welche  von  beiden 
Operationen  die  einfachere  und  leichtere  ist,  so  werden  wir  nun  den 
bereits  angedeuteten  Gedankengang  wirklich  ausführen,  indem  wir  zu- 
erst die  Aufgabe  behandeln,  aus  einer  gegebenen  Funktion  F(x)  die 
entsprechende  f(x)  abzuleiten  und  dann  die  andere,  F(x)  aus  f(x)  zu 
bestimmen ,  nicht ,  wie  früher ,  direkt  lösen ,  sondern  sie  auf  die  vor- 
hergegangene reduziren.  Die  beiden  verschiedenen  Arten  von  Calcül, 
welche  hieraus  entspringen,  führen  die  Namen:  Differenzialrech- 
nung  und  Integralrechnung  und  verhalten  sich  ungefähr  zu  einan- 
der wie  Subtraktion  und  Addition.  Die  Probleme  der  Integralrechnung 
sind  die  direkten,  von  der  Natur  der  stetigen  Grössen  unmittelbar  ge- 
botenen,  ihre  Lösungen  zeigen  uns  in  der  mathematischen  Physik  den 
Verlauf  der  Wirkungen  gegebener  Ursachen,  die  Probleme  der  Diffe- 
renzialrechnung  sind  die  indirekten  aber  dafür  leichter  zu  lösenden. 
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Erste  Abtheilung. 

Theorie  der  IHffierenzialrechnung. 


Cap.  I.    Allgemeine  Begriffe  und  Fundamentalsätze  der 

Differenzialrechnung. 

§  L 

Bezeichnungsweise  in  der  Differenzialrechnung. 

Wir  können  für  die  Losung  der  bereits  angedeuteten  Hauptauf 
gäbe  der  Differenzialrechnung:  „aus  einer  gegebenen  Funktion  F(x) 
eine  andere  f(x)  der  Art  abzuleiten,  dass 

m  m  Lta  r<*  +  *i-m 

ist",  drei  verschiedene  Geschäfte  des  Calcüls  unterscheiden;  zuvor- 
derst nämlich  haben  wir  der  unabhängigen  Variablen  x  einen  Zuwachs  «5 
ertheilt,  wodurch  sich  im  Allgemeinen  der  abhängigen  Variablen  ver- 
grössert  oder  verringert;  hierauf  dividiren  wir  die  Aenderung  der  ab- 
hängigen Veränderlichen  durch  die  der  unabhängigen  und  gehen  end- 
lich zur  Gränze  für  unausgesetzt  abnehmende  ö  über.  Hinsichtlich  der 
letzten  dieser  Operationen  sind  nun  hauptsächlich  zwei  Fälle  zu  unter- 
scheiden. Entweder  nämlich  lässt  sich  das  6  im  Nenner  gegen  ein 
möglicherweise  im  Zähler  vorkommendes  S  heben  und  dann  muss  die 
Vollführung  des  Grnnzenfiberganges  zu  einer  völlig  bestimmten  Funk- 
tion f(x)  führen,  die  selbst  stetig  und  endlich  ist,  wenn  es  F(.r)  war, 
wie  unmittelbar  aus  der  Einleitung  hervorgeht,  oder  man  kann  oder 
will  auch  vielleicht  6  nicht  gegen  ein  ö  im  Zähler  heben,  in  welchem 
Falle  man  aber  auf  eine  unmittelbare  Angabe  der  fragl.  Lim.  selbst 
verzichten  muss,  weil  sich  dieselbe,  wenn  man  wirklich  noch  d  bis 
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zur  Gränze  Null  abnehmen  lassen  wollte ,  unter  der  unbestimmten  und 
vieldeutigen  Form  jj  präsentiren  würde.     Diese   zwei  verschiedenen 

Falle  fuhren  von  selbst  zu  einer  doppelten  Bezeichnungsweise.  Im  er- 
sten Falle  nennt  man  die  sich  ergebende  Funktion  f{x)  die  aus  F(x) 
derivirte  Funktion  und  bezeichnet  sie  mit  Fix).  Man  hat  hier- 
nach z.  Ii.  für  F(x)  =  \x* 

P  (*)  =  Lim  H£±^i£_8  m  Lim 

=  Lim  (x*  +  *  ö  + 1$*)  =  x* , 
und  etwas  verwickelter  für  F(x)  =  V" a+x, 

F  (x) = Lim 

oder  wenn  man  Zahler  und  Nenner  mit  V a-f  x  +  d  -f-  Sra+x  multi- 

plicirt  und  den  Satz  (  V"«—  \T§)  ( +  V?)  =  «  — /J  in  Anwendung 
bringt 

F {x)  =  Lim  _£«  +  «+*)-(«+«) 

d(V  o  +  «  +  i  +  Va+j) 

—  Lim  —   —  yr; 

Wird  dagegen,  wie  der  zweite  der  unterschiedenen  Fälle  angiebt,  iu 
der  Formel 

m = Li™  sss±f=m 

das  S  des  Nenners  nicht  gegen  ein  d  im  Zähler  gehoben ,  so  muss  man 
die  Operation  des  kränzen Überganges  angedeutet  lassen,  wobei  man 
aber  die  Bezeichnungsweise  etwas  einfacher  und  bequemer  machen 
kann.  Zuerst  wird  es  hier  darauf  ankommen,  den  Zuwachs  oder  die 
Aenderung  d  der  unabhängigen  Variablen  so  zu  bezeichnen,  dass  man 
aus  dem  Symbole  selbst  erkennen  kann,  dass  es  lediglich  zu  x  gehört 
und  nicht  etwa  den  Zuwachs  einer  anderen  Veränderlichen  bedeutet. 
Denn  wenn  z.  B.  in  einer  Funktion  mehrere  Variable  x,  y,  z  vorkä- 
men, von  denen  x  in  .r-f<S,  y  in  z  in  2  + f  überginge,  so  würde 
man  das  Gedächtniss  immer  mit  der  Bemerkung  belästigen  müssen, 
dass  <)  zu  x,  c  zu  y  und  J  zu  z  gebore.  Diesem  Uebelstande  weicht 
man  dadurch  sehr  leicht  aus,  dass  man  nur  einen  Buchstaben  6  braucht, 
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ihm  aber  die  Veränderliche,  deren  Inkrement  er  bildet,  als  Marke  an 
hängt.    Man  wßrde  also  statt  8,  f,  £  im  vorigen  Beispiele  jetzt  ds, 
89,  8Z  schreiben,  wobei  es  übrigens  gewöhnlich  geworden  ist,  statt  des 
kleinen  8  ein  grosses  zn  brauchen ,  so  dass  der  Zusammenhang  zwi- 
schen  f(x)  und  F{x)  sich  nun  in  folgender  Form  darstellen  würde: 

So  wie  aber  Ax  die  Aenderung  der  Variablen  x,  oder  was  das  Näm- 
liche ist,  die  Differenz  (x+ Ax)  — x  bezeichnet,  so  wird  entsprechend 
4m\x)  die  Aenderung  der  Funktion  F(x)  d.  h.  die  Differenz  F(x  +  4S) 
—  F(x)  bezeichnen  müssen,  und  demnach  nimmt  die  vorige  Gleichung 
die  folgende  Gestalt  an 

worin  man  Ax  upd  .  1p  r  die  Differenzen  von  xx  und  F(x)  nennt. 
Wie  nun  schon  bemerkt  worden  ist,  würde  man  bei  dem  Versuche, 
die  durch  Lim  angedeutete  Operation  des  Gränzenüberganges  wirklich 

0 

auszuführen,  auf  das  vage  Resultat  ^  kommen,  weil  Af(X)  im  Allge- 
meinen mit  Ax  gleichzeitig  bis  zur  Gränze  Null  abnimmt.  Da  hierdurch 
der  Ueberblick  über  die  Entsteh ungs weise  der  beiden  Nullen 
gänzlich  verloren  gehen  würde,  so  pflegt  man  die  unbegrenzte  Abnahme 
von  Ax  und  Af{X)  blos  anzudeuten,  wobei  man  sich  dahin  vereinigt  hat, 
in  diesem  Falle  d  für  A  zu  schreiben  und  gleichzeitig  die  Sylbe  Lim, 
deren  beständige  Wiederholung  sehr  lästig  werden  müsste ,  wegzulas- 
sen.   Demnach  ist  identisch 

/(^)  =  Lim^  =  f^ 
Ax  dx 

und  hierbei  nennt  man  die  Grossen  tlx  und  di  r,  die  Differenziale 
von  x  und  F(x),  Differenziale  sind  also  Differenzen,  auf  welchen  die 
Bedingung  haltet,  sie  successiv  bis  zur  Gränze  Null  abnehmen  zu  lassen. 

Vergleichen  wir  jetzt  die  beiden  verschiedenen  Formen ,  welche 
wir  Hut  f(x)  gefunden  haben ,  so  ist 

Differentialquotient  und  derivirte  Funktion  bilden  demnach  zwei 
verschiedene  Ansichten  für  eine  und  die  nämliche  Sache ;  den  Diffe- 
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renzialquotienten  erhält  man  dadurch ,  dass  man  den  Gränzwerth  des 

Differenzenquotienten  im  Einzelnen  andeutet,  die  derivirte 

Funktion  dagegen,  wenn  man  den  fraglichen  Gränzwerth  im  Ganzen 
wirklich  bestimmt.  Die  obige  Gleichung  enthält  also  auf  der  linken 
Seite  die  Aufforderung  zur  Ausführung  einer  Operation  (der  unbegränz- 
ten  Abnahme  von  dh\x)  und  dx),  zugleich  aber  auf  der  rechten  Seite 
das  Resultat,  welches  nach  Vollendung  jener  Operation  zum  Vorschein 
kommt.    Der  einfache  Sinn  einer  Gleichung  wie 

dx  2Va-M 
ist  hiernach:  das  Verhältuiss  zwischen  den  Aenderungen  des  x  und 

den  durch  sie  hervorgerufenen  Aenderungen  von  V  a  +  x  nähert  sich, 
wenn  die  Aenderungen  selbst  beständig  vermindert  werden,  der  Gränze 

—  -        und  zwar  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  der  Genauigkeit. 
2  V  a-\-x 

Statt  einer  solchen  Werthangabe  des  Differenzialquotienten  mit 
Hülfe  der  derivirten  Funktion ,  schreibt  man  auch  öfter  eine  sogenannt« 
Differenzialgleichung.  Denkt  man  sich  nämlich  in  der  identischen 
Gleichung 

-      4mA  =  ^  a* 

das  4S  im  Nenner  nicht  gegen  den  Faktor  JX)  sondern  gegen  ein  in 
Jf[x)  vorkommendes  gehoben  und  geht  man  jetzt  zur  Grunze  für 
unbegränzt  abnehmende  Jx  über,  so  ergiebt  sich 

Lim  4f(x)  =  P  (x)  Lim  Jx. 

Hier  würde  man ,  weil  Lim  Ax  =  0  und  ebenso  Lim  Ab\x)  =  0  ist,  auf 
das  Resultat  0=F'(.r).0  kommen,  womit  weiter  Nichts  anzufangen 
wäre,  weil  man  mit  Nullen  schlechthin  nicht  weiter  rechnen  kann.  Um 
aber  wieder  die  Entstehungsweise  dieser  Nullen  im  Auge  behalten  zu 
können,  führt  man  die  Operation  des  Gränzen Überganges  gar  nicht  aus, 
sondern  lässt  es  bei  einer  blosen  Andeutung  derselben  bewenden,  indem 
man  df\x)  und  dx  für  Lim  4f(x)  und  Lim  Jx  schreibt.  Demnach  ist 
der  Sinn  der  Gleichung 

dFix)=F'(*)dx, 

je  kleiner  ein  paar  spezielle  Werthe  der  im  Zustande  beständiger  Ab- 
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nähme  begriffenen  Grössen  <h\r.  und  dx  sind,  desto  genauer  gilt  die 
obige  Relation.  Zugleich  spricht  sich  hierin  eine  der  wichtigsten  Eigen- 
schaften der  sich  stetig  ändernden  Grossen  aus,  nämlich  die,  dass  man 
ffir  ein  sehr  kleines  Intervall  die  Aenderung  der  abhängigen  Veränder- 
lichen der  Aenderung  der  unabhängigen  Variablen  beinahe  proportional 
setzen  kann  und  zwar  um  so  genauer,  je  kleiner  das  Intervall  selbst 
ist,  wie  wir  schon  in  der  Einleitung  für  den  Fall  erkannt  haben,  dass 
F(x)  die  Fläche  einer  Curve  und  f(x)  =  F(x)  die  begränzende  Ordi- 
nate derselben  bezeichnet. 

Zu  bemerken  ist  endlich  noch,  dass  man  die  Bezeichnung  zum 
praktischen  Gebrauche  bequemer  macht,  wenn  man  die  Indices  x,  (Fx) 
den  Buchstaben  d  und  d  nicht  anhängt,  sondern  sie  ihnen  in  gleicher 
Linie  nebenordnet,  also  dx,  dx,  dF(x)  und  dF(x)  für  dx,  dx  dp\X) 
und  dt\x)  schreibt,  wobei  man  sich  nur  hüten  muss,  d  und  d  mit  Fak- 
toren zu  verwechseln.  Die  Fundamentalformeln  der  Differenzialreeh- 
nung  nehmen  dann  die  folgende  Gestalt  an 

ffi  =  Lim  F<*  +       T£W  „  jj-  w 
tlx  /ix 

dF{x)  =  F(x)dx, 
in  «reicher  wir  sie  künftig  immer  brauchen  werden. 


§2- 

Allgemeine  Regeln  zur  Differenziation  der  Summen,  Differenzen, 

Produkte  und  Quotienten. 

Das  Nächste,  was  uns  jetzt  obliegt,  ist  die  Aufsuchung  allge- 
meiner Regeln ,  nach  welchen  man  die  Differenziation  der  aus  einfachen 
Funktionen  zusammengesetzten  Funktionen  auf  die  Differenziation  ihrer 
Bestandteile  reduziren  konnte.  So  entstehen  die  Aufgaben:  den  Dif- 
ferenzialquotienten  einer  Summe,  Differenz,  eines  Produktes  und  eines 
Quotienten  zweier  oder  mehrerer  Funktionen  durch  die  Differenzialquo- 
tienten  der  einzelnen  Funktionen  auszudrücken,  deren  Losung  durch 
die  nachherigen  Betrachtungen  erlangt  wird.  —  Zuvor  indess  noch 
eine  Bemerkung.  Differenziation  ist  nur  möglich,  wenn  man  eine  ver- 
änderliche Grosse  dazu  voraussetzt ;  wäre  dagegen  F(x)  einer  Constan- 
ten A  gleich,  so  hätte  man  auch  F(x  -f  dx)  =  A,  mithin  F(x-{-  dx) 
—  F(x)  z=z  dF(x)  =  0  gleichviel ,  wie  gross  oder  klein  dx  sein  möge. 
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Es  findet  daher  auch  keine  Annäherung  an  eine  Gränze  Statt,  wenn 
man  in  den  Quotienten  ^  '  das  Inkrement  Ax  ins  Uuendliche  abneh- 
men lässt  und  diess  durch  dx  andeutet,  sondern  es  ist  schlechtweg 

~  =  0f   dA  =  0<£r=0, 
dx 

wovon  wir  in  dem  Folgenden  mehrmals  Gebrauch  machen  werden. 


I.    Differenziation  der  Summen  und  Differenzen  zweier 
oder  mehrerer  Funktionen. 

Sei  F(x)  =  (p(x)  +  ty(x),  wo  q>(x)  und  ty(x)  beliebig  gegeben 
sind,  so  ist: 

* 

F(x+Ax)  —  F(x) 
Ax 

_[<p{x+Ax)  +  y{x+Ax)]  —  [<p(x)  +  tfr(*)] 

Ax 

wofür  man  auch  schreiben  kann 

F(x  +  Ax)  —  F(x) 
Ax 

q>(x+  Ax)  —  (p(x)  ,  ty(x  -f  Ax) — ty{x) 
Ax  Ax 

Geht  man  zur  Gränze  für  unendlich  abnehmende  Ax  über,  so  entsteht 
folgende  Gleichung  zwischen  den  derivirten  Funktionen 

F*(x)  =  <p'(x)  +  y'(x) 

oder  auch,  wenn  man  statt  der  derivirten  Funktionen  die  gleichgelten- 
den Differenzialquotienten  setzt, 

dF(x)  _  dtpjx)      df  (x) 
dx  dx  dx 

d.  i.  vermöge  des  Werth  e  s  von  F(x), 

d[q>(x)  +  y(x)]  _  dcp(x)  dy(*)> 
dx  fix  dx 

wofür  man  auch  die  Differenzialgleichung 

d[<p(x)  +  y(x)]  =  d<p(x)  +  <ty(.*)  (2) 
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Durch  einen  völlig  analogen  Calcül  wird  man  sich  leicht  von  der 
Richtigkeit  der  folgenden  Relationen  überzeugen:  für  F(x)  =  q>(x)— 
ty(x)  ist 

d[<p(x) —  ty(x)]  _  .  d<p(.r)  ^  dtyjx) 
dx  dx  dx 

oder 

d  [<p  (x)  —  f  (x)]  =  rf<p  (x)  -  cty  (*). 

Aus  diesen  für  die  Addition  und  Subtraktion  zweier  Funktionen 
geltenden  Regeln  kann  man  sogleich  die  allgemeinere  bilden :  wenn 
<p(x),  ty(x),  %(x),  a>(x)  etc.  verschiedene  Funktionen  von  x  sind  und 
zugleich 

F(x)  =  <p(x)±y(x)±x(x)±o(x)±...  (3) 
ist,  so  hat  man 

F  (x)  =  f  (x)  ±  <f  (x)  ±  Z'(.r)±  a>'  (x)  ± . . .  (4) 

oder 

IG  dx'  ±~dx~±  ~Jx~  ±Sx~  ±  (5) 

und  auch 

dF  (x)  =  <fy  (*)  ±  dy  (x)  ±  d%  (x)  ±dco(x)±...  (6) 


II.   Differenziation  von  Produkten. 

Für  F  (x)  =(p(x)ty  (x)  hat  man 

F(x+  Ax)  —  F(x)  =  <p(x+Ax)  W(x  +  Ax)~  <p (x)y(x) 
Ax  dx 

wofür  man  auch  schreiben  kann 

F(x+Ax)  —  F(x) 
Jx 

//j;  A  x 

Lassen  wir  nun  Ax  ins  Unbegränzte  abnehmen,  so  nähern  sich  die 
Ausdrücke 

<p(x  +  Ax)-<p(x)      p+Jx)§  1>(x+Ax)-*(x) 
Ax  Ax 

den  Gränzen 

<f(x),    q>(x),  y'(x) 
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und  wir  erhalten  folglich 

F(x)  =  y(x)<p'(x)  +  <p(x)y'(x)  >  (7) 

oder 

woraus  die  Differenzialgleichung  entspringt 

[<p  (x)  ip  (x)]  =  t/>  (x)  <p  (.r)  +  (p  (x)  dty  (x).  (9) 
Als  spezieller  Fall  ist  hier  die  Annahme,  einer  der  Faktoren,  etwa 
y(x)  sei  coustant  =a  heraerkenswerth.  Man  hat  dann  wegen  ~=0, 

[<iy(*r)]  _a 

dar 
und 

d,[a,<p(x)]  =  ad<p(x). 

Die  Gleichung  (7)  lässt  sich  noch  in  eine  sehr  elegante  Form  bringen, 
man  beiderseits  mit  F(x)  =  <p(x)ty(x)  dividirt.  Man  findet  dann 


F(x)_<p'(x)  y'{x) 
F(x)~  <p(x)  +  y(x)' 

Hieraus  erhält  man  leicht,  indem  man  i^(:r)  %(x)  für  y(x),  also 

*>>+^  fortsetzt, 

F(x)  =  <p{x)y{x)X(x) 
F{x)_<p'(x)    y'(x)  j(x) 
F(x)~  tpix)*  y(x)+  %(x) 

und  ebenso  leicht  allgemeiner: 

F(x)  =  <p(x)y(x)x(x)u(x)....  ] 

(x)     ^(x)    i{x)     <o'(x)  l  (9) 

^)~-^)+^  +  ^r+«,(o:)+----  j 

woför  man  auch  schreiben  kann: 


l 


d[q>(x)rl>(x)x(x)a>(x) 
da 


<p(x)y(x)x(x)u(x)...  dx 

d<p(x)       1    dy(x)  f     1    dX(x)       1    rfa)  (a)  ^        f  10> 


eLr      %>(x)   dx    T  x(^)   «*      <o(x)  dz 
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III.    Dif ferenziation  der  Quotienten. 

Für  F(x)  =  wird 

<p(x  +  Jx)_<p(x)  q>(x+Jx)^x)—y(x-\-Jx)<p(x) 

F{x+Jx)-F(x)  _y(x  +  Jx)    y(x)  y{x+Jx)y(x) 

Jx  /ix  Jx 

woraus  man  leicht  findet 

-/x  y(x  +  jx)ii>(x) 

Durch  Uebergang  zur  GrKnze  für  unendlich  abnehmende  Jx  ergiebt 
sich  hieraus 

( '  ~  ~~ — —  (U) 

wofür  man  auch  schreiben  kann 

und  die  Differenzialgleichung 

rf  <?(*)  _^  (*)  d<p  (x)  —  y  Qr)  cfyfo)  (13) 

Man  wird  hier  eine  gewisse  Analogie  der  Formeln  (11),  (12)  und 
(13)  mit  denen  unter  (7),  (8)  und  (9)  bemerken  und  in  der  That  kann 
man  auch  die  einen  aus  den  anderen  ableiten.  Um  z.  B.  die  Formel 
(11)  mit  Hülfe  der  in  (7)  gefundenen  zu  entwickeln ,  beachte  man ,  dass 

aus  der  Gleichung  F(x)  =^  folgt  <p(x)  =  F(x)  *(«).  Nach  der 
Regel  für  die  Differenziation  der  Produkte  ist  dann 

*<*)  =  tW^W  +  F(x)ru'(x)t 

woraus  folgt 

{x)  WW) 

und  vermöge  des  Warthes  von  F(x) 
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übereinstimmend  mit  uem  vorigen. 

Als  spezieller  Fall  ist  die  Annahme  g>(.r)=a  von  Interesse.  Man 
hat  dann 


Cap.  II.  Differenzialformeln  für  die  einfachen  Funktionen. 


Die  einfachen  Funktionen,  mit  deren  Differenzialen  wir  uns  jetzt 
beschäftigen  wollen,  sind  dieselben,  welche  in  der  algebraischen  Ana- 
lysis  unter  anderen  Gesichtspunkten  betrachtet  werden.  Die  Resultate, 
welche  man  dort  erhalten  hat ,  werden  uns  hier  die  wichtigsten  Dienste 
leisten  und  namentlich  sind  es  die  verschiedenen  Sätze  über  die  Gränz- 
werthe  mancher  Funktionen,  welche  wir  für  unsere  weitere  Betrach- 
tungen ganz  besonders  in  Anspruch  nehmen  müssen ,  weil  jeder  Ueber- 
gang  von  einer  Funktion  zu  ihrer  Derivirten  eine  Gränzenbetrachtung 
erfordert.    So  werden  die  aus  der  Einleitung  bekannten  Gleichungen 


und 


[*<*)]«■ 


3  i 

Lim  fLZlL  =  la , 


(1) 


Lim  (1  +  tf  =  e 


(2) 
(3) 


(4) 


(5) 
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für  uns  die  Fundamental  formein  des  ganzen  Capitels.    Zu  bemerken 
ist  noch,  dass  sich  aus  ihnen  einige  anderweite  Theoreme  ähnlicher 
Art  ableiten  lassen ,  von  denen  wir  ebenfalls  Gebrauch  machen  werden. 
Setzt  man  nämlich  in  no.  (1)  a  =  e**t  so  wird 

Lim  fLp2=ja. 

Dabei  steht  es  noch  frei,  nach  welchem  Verhältnisse  man  d  will  ab- 
nehmenlassen, vorausgesetzt,  dass  man  es  jedenfalls  der  Null  so  nahe 
bringen  kann,  als  es  nur  verlangt  wird.  Ist  nun  ö'  eine  ebenfalls  bis 
zur  Gränze  Null  abnehmende  Grösse,  so  hindert  nichts,  d  == /(l +0") 
zu  nehmen,  wodurch  die  einzige  dem  d  auferlegte  Bedingung  erfüllt 
ist.    Es  wird  dann 

e^=(ey  =  [e'"+V=(l  +  *r, 

folglich 

Hieraus  folgt  z.  B.,  wenn  man  das  ganz  beliebige  fi=l  nimmt, 

Lim  7(IT*Ö  =  1  » 

und  auch 

Mit  Hülfe  der  Formel  (7)  kann  man  aus  no.  (6)  wieder  ein  neues 
Theorem  ableiten,  indem  man  die  Grösse  /(1-f  d')  aus  beiden  Gleichungen 
eliminirt. 

Da  nämlich 

(i+dY—i_(i-f6t'/t—i  y 

ist,  so  hat  man  nach  (6) 

Lim  (L+  fc-1 
'(!+«') 

_L,m — ^  L,ra7(r-K)=L,m- — £ — 

und  da  man  nach  (6)  den  Werth  der  linken  Seite  schon  weiss 

ö 

ö' 


Lim3+^=i  =  p  (9) 


gültig  für  jedes  beliebige  ja 
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8  4. 

Differenzialformeln  für  die  Potenz,  die  Exponenzialgrösse  und 

den  Logarithmus. 

1.   Sei  zuvörderst  F(x)-=zxf*t  wobei  fx  eine  beliebige  reelle 
Grosse  bedeutet;  man  bat  dann 

Fx  (  +  F(x}_  (x  +  Jxf—x^ 

Ax  Ax 

Ax 

oder  wenn  zur  Abkürzung  —  =  6'  gesetzt  wird ,    woraus  Ax  =  xö' 

x 

folgt 

F{x  +  Ax)— F(x)  =  (l+1Ff—l  yi 

Lassen  wir  nun  Ax  der  Gränze  Null  zueilen,  so  nimmt  auch  —  =<F  ins 

x 

Unendliche  ab  und  es  ergiebt  sich  unter  Anwendung  des  Satzes  (9)  im 
vorigen  Paragraphen, 

F  (x)  zzz  ux*-1 


oder 


^£>  =  ^-\d(a^)  =  dx.         (1)  *) 


*)  Man  könnte  auch  auf  ganz  anderem  Wege  ohne  Kenntnis«  de«  Theo- 
reme« (9)  zu  dem  nämlichen  Resultate  gelangen. 

E«  sei  nämlich  in  dem  allgemeinen  Satze  (10)  in  §  2, 
?  {X)  =  x*  v  (*)  X  (*)  et«- 1 

so  ist 

xa.xP.xr...'  äx 

1    d(x«)     l    d(iP).  1  d(xY) 
 .  1 — -  .  -f  •  +  •  •  • 

xa    dx       xP    dx      xY  dx 
Wird  nun  überhaupt  die  Funktion 


27 

II.  Für  die  Differenziation  der  Exponenzialgrösse  sei  F(x)  =  a*. 
Es  folgt  daraus 

F(x  +  Ax)  —  F(x)__  a*\Jx  —  a*  _^  ^  aJ*  —  l 
Ax  Ax  Ax 

Lassen  wir  Ax  ins  Unendliche  abnehmen  und  wenden  das  Theorem  (i) 
in  §  3  für  6  =  Ax  an,  so  erhalten  wir 

F(x)^u'la 

oder 

*£p==:a*lat   d(a*)  =  a*latlx.  (2) 

III.  Sei  F(x)  =  \ogx,  wobei  die  Basis  des  logarithraischen  Sy- 
stems eine  beliebige  ist.    Man  hat  dann: 

Fjx-j-Ax) —  F(x)  I og  (x  f  Ax)  —  log  x 

Ax  Äx 

Ax 


set*  äx 

mit  bezeichnet ,  so  geht  die  rechte  Seite  der  vorigen  Gleichung  in  /(«) 
+  +      «»'er.    Aber  auch  die  linke  Seite  derselben  ist  durch  die 

Funktion  f  ausdrückbar ;  sie  ist  nämlich 


und  dnreh  Vergleich  ung  mit  dem  Vorigen  ergiebt  sich  nun  folgende  Eigen- 
schaft der  Funktion  f. 

/•(« +/*+?+..)  =/(«)  +  fiß)  +      + ... 

Hieraus  lässt  sich  die  Natur  derselben  bestimmen;  es  ist  nämlich  nach  einem 
bekannten  Theoreme: 

/%u)  =  flftl) 
folglich  hier  vermöge  der  Bedeutung  von  /"(/*) 

1  d{xt*)_   1  d(x')  _  I_ 
xf>   dx      **x  dx 


dx 

wio  vorher. 
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dx 

Für  —  =  d ,  also  Ax  =  xö  ergiebt  sich  hieraus 

'      *  F(x  +  Jx)-F(x) 

Jx 

=l2£^tA)=Li„g  ia+t)\ 

Lassen  wir  nun  Jx  uobegränzt  abnehmen,  so  vermindert  sich  auch 
Ax 


=  ö  ebenso  uobegränzt  und  wir  erhalten  demnach  unter  Anwendung 
des  Theoremes  (2)  in  §  3 

F'(*)  =  lloge 
x 

oder 

_^-=-|-,  d\ogx=  -£-dx.  (3) 

Statt  des  künstlichen  Logarithmus  der  Basis  des  naturlichen  Systemes 
kann  man  auch  leicht  den  naturlichen  Logarithmus  der  Basis  des  hier 
vorkommenden  künstlichen  Systemes  einführen,  wenn  man  bemerkt, 
dass  für  6  als  Basis  der  mit  log  bezeichneten  künstlichen  Logarithmen 

ist,  woraus  dadurch ,  dass  man  beiderseits  die  natürlichen  Logarithmen 
nimmt,  folgt 

logc/6  =  h  r=  1 , 

mithin 

log*  =  I, 

wobei  man  ~  bekanntlich  den  Modulus  des  künstlichen  Systemes  ge- 


16 

nannt  hat.  Für 

_1 

B 

ist  dann  nach  (3) 


(4) 


^K£=^diogx^dx  (baso),  (5). 

Sind  die  Logarithmen  naturliche,  so  hat  man  b~e>  M=j^  =•  1  und 
folglich  die  Gleichungen 

dlx=*ax, 

X  X 


welche  vielfach  gebraucht  werden. 


uig 
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§5. 

Differemialformeln  für  die  goniometrischen  Funktionen. 
L   Setzen  wir  F(x)  =  sin  x,  so  wird 

F(x  +  Jx)  —  F(x)_  sin  (x  +  Jx)  —  sinjg 
Ax  /ix 

und  durch  Anwendung  der  bekannten  goniometrischen  Relation 

sina-sin&  =  2sin|(a  —  b)  cos|(a  +  6) 
für  a  —  x  +  dx,  b  =  xy 

F(x-\-4x)  —  F (x)  2sin  \4xco8(x  -f-  \4x) 

_  sin  \Ax       .    .  ,  .  v 

und  wenn  wir  \dx  =  6  setzen 

F(x  +  Jx)  —  F(x)     sind       ,  , 

 ~Zx~  =  ~T~  cos  (x  +  d)- 

Gehen  wir  zur  Gränze  für  unendlich  abnehmende  Jx  Ober  und  bemer- 
ken, dass  6  mit  Jx  gleichzeitig  bis  zur  Gränze  Null  abnimmt,  so  be- 
kommen wir  unter  Anwendung  des  Theoremes  (3)  in  }  3, 

F(x)=cobx, 

mithin 

</sinx  ,  . 

— ^— =  cosar,    dsmx=  cos  x  dt  (1) 

II.    Ist  ferner  F(x)  =  cosx,  so  wird 

F(x  -f  Jx)  —  F(:r)  _  cos  (x  -f  zte)  —  cos  x 
4x  Jx 

und  unter  Anwendung  der  Formel 

cosa—cosÄ  =  —  2sinJ(a— b)&\u\(a  +  b) 
für  a  =  x  +  Jx,  b  =  x, 

F{x+4x)F—(x) _ _  2 sin  Jarsin  (x+  \4x) 
dx  dx 

sin  \  Ax    .  ,    ,  ,  .  v 
=  j~  •in(*+>^Jf) 

sind  .   ,    .  i4 
=  ^-  sin  (.r+d) 
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wenn  wir  wieder  |  Jx  =  6  setzen.   Hieraus  folgt  durch  Uebergang 
Gränze  für  unendlich  abnehmende  Ax  und  d, 

F,(x)  =  ^b\ux 

oder 

dcosäc  ,  . 

— -— -  =  —  sin  x,    dcosxz=  —  sin  x  ttx.  (2) 

III.  Es  hat  nun  auch  keine  Schwierigkeit,  die  Di  fferenzial  formein 
für  die  Tangente  und  Cotangente  zu  entwickeln.  Denn  für  F(ar)  =  tanar 

=£!E£  läsKt  sich  die  allgemeine  Regel 

wenn  F(x)  =  T^l 

ist 

&  (r)  =a  £  ^  y '  ^  ~~  8  W  (*) 

in  Anwendung  bringen,  sobald  man  q>  (x)  =  sin  x,  y(x)=:co9x  setzt, 
woraus  nach  I  und  II  <p'(x)  =  cosar,  ty' (x)  =  —  sina.  folgt.  Man  hat 
also 


oder 


pi  (3.)  _  cos  a-  cos  x  -f  sin  a?  sin  ar   »1 

(cosar)2  ~~  cos2  x 

dtmx       1  1  , 

=  c^?  rftan*  =  5?5 r/jr'  ® 


Ebenso  leicht  erhält  man  für  F(a:)  =  cota-,  =  cosa-,  tK#) 

=  sina%  also  <p'(x)=z -cos a:,  t'(*)=sinar, 

/r*^)  _  — sinarsinar —  cosarcosa:^  1 

(sina:)3  "~  sin3** 

oder 

rfcota:  1  1 

IV.    Auch  die  Differenzialquotienten  von  seca.  und  cosecx  lassen 
sich  auf  ähnliche  Weise  entwickeln ,  wenn  man  die  allgemeine  Regel 

für  F(x)  =  -L_ 
*(*) 

ist  y».= 

iu  Anwendung  bringt. 

Für  y(x)  =  cosa-,  also  ae  —  sin.r  und  F(x)  =  seear  er- 

giebt  sich  aus  derselben 
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cosz  X 

oder 


d secx      H\nx     ,  sinar  , 

—  =  ,  d  sec  x  —  — „—  dx.  (5) 

ax        C08ZX  cos2x 

Ebenso  erhült  man  für  ty(x)  —  sxnx  also  ty' (x)  =  cosx  und  F(x) 
=  cosec  x  t 


oder 


sin2  x 

d  cosecr  cos  x    .  cos  x  , 

 —  =  r-ö— ,  «cosec x=  —s—tlx.  ((>) 

ax  sin2.r  siu2.r 


§  6. 

Differential  formein  für  die  cyklomelrischen  Funktionen. 

1.    Soll  die  Funktion  F(x)  =  Aresin. x  differenzirt  werden,  so 
hat  man 

F(x-\-Ax)  —  F(x)  Arcsin  ( x-\-  Ax)  —  Aresin  x 

Ax  Ax 

und  mit  Hülfe  der  Formel*) 

Aresina  —  Arcsin b  —  Arcsin  (a\rl  —  b2 —  b\rl — a2) 
für  a  =  x-{-Axf  b  —  x, 

F (x  +  Ax)  —F(x)_  Arcsin  [  (x  -f  Ax)  V 1  —  x2  —  x  VT— -  ( x  +  Ax)2] 
Ax  Ax 


*)    Ihre  Ableitung  ist  Kurz  folgende.    Sind  U  und  P  zwei  spitze  Bügen  und 

sintf  =  a,  sin  P  =  b  ,  so  folgt  cos?/  =  V 1  —  §t*\  cos  P  —  Vi  —  b*  und  hier- 
durch geht  dir  bekannte  goniometrisrhe  Formel 

sin  (jt  —  r)  =  sin  u  cos  r  —  sin  r  cot  U 

über  in 


sin(tt  — r)  —       J—b* —  b\\  —  ff» 
oder  weil  U  —  P  ein  spitzer  Bogen  ist, 


u  —  p  —  Arcsin (« \  \—bl  —  b  Vi  —  «-). 

Aus  sinZ/  =  a.  sin  r  =  b  folgt  aber,  da  7/  und  t>  als  Bögen  des  ersten  Qua- 
dranten vorausgesetzt  wurden,  u  =  Arcsin  tf,  P— Arc«in b  und  durch  Substitution 
dieser  Werthe  erhält  man  jetzt  unmittelbar  die  citirte  Formel. 


lyiii^eu  uy 
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Setzen  wir  zur  Abkürzung 

(j+^fr^F-^Vf-  (x  +  Ax)*=d, 
so  haben  wir  auch 
F  (x  +  Ax)  —  F(x)_  Arcsin  6  ( x  -f  Ax)  VI  — x*  —  x  Vi  —  Qr-f  gg 

was  sich  durch  Multiplikation  des  Zählers  und  Nenners  rechts  mit 


(*+ J.r)  V  1— .r*  +  xS  l  —  (x  +  Ax)* 
folgend erniasscn  gestaltet : 

F(x  \Ax)  —  F (x)  —  Arcsin  3    (x+  Ax)2 (1  —  a2)  —  dg [1  —  (a:  -|-  Ja-)*] 
^  '      '  Ax\(x\Ax)  V~  1=^+ .r  V 1— (a^j^f 

oder  endlich,  weil  der  Zahler  gleich 

(x  -f-  Ax)2—x*  =  2xAx  +  (Ax)2 

ist,  auch 

F{x  +  Ax)~F{x) _ Arcsin  ö    2x  +  Ax 


4*  5    "  *  (*  +  Ja?)  VT^  +  *  V  I  -  (Ol  + Ja-)2* 

Lassen  wir  jetzt  Ax  unbegränzt  abnehmen ,  so  vermindert  sich  auch  ö 
ins  Unendliche  hinab,  wie  man  aus  der  Bedeutung  von  S  augenblicklich 
erkennen  wird.  Unter  Anwendung  des  Theoremes  (4)  in  §  3  und  unter 
der  Bemerkung,  dass 

\Am(2x+Ax)  =  <2x 
Lim  [  (x  +  Ax)  V1-j2  +  x  Vi— (a?+ Ja:)2]  =  *>a  V  T=^" 
ist,  folgt  jetzt 

1 


mithin 

Man  könnte  ein  ähnliches  Verfahren  für  die  Differentiation  von 
Arccos  anwenden,  gelangt  aber  kürzer  zum  Ziele,  wenn  man  die  aus 
der  geometrischen  Bedeutung  von  Arcsin  x  und  Arccos  x  sich  unmit- 
telbar ergebende  Gleichung 

Arccos  x  =  ^  —  Arcsin  x 

differenziirt.    Man  erhält  nämlich 

4* 
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dAnxmx        dArcsiax  ,  ,  . 

 -j—  =  i  ,tf  Arcco*r  =  — r/Arcsin./ 


ilArcconx  1  ,  .  I 

,    Arccos   =  _.         dx.  (2) 


II.    Sei  ferner  =  Arctan  x ;  man  hat  dann  mit 

der  Relatioo*) 


Arctan  a  —  Arctan  b  —  Arctan 


a  —  b 


]  f  ab 

die  folgenden  Gleichungen 

F(.r  +  ^)  —  F(x) Arctan  (.r  +  ^j:)— Arctan* 

dx 

l+x(x  ±dx) 


dx 

und  wenn  man  zur  Abkürzung 

 ^ 

setzt,  auch 

F(x  +  dx) —F(x)     Arctan d  l+x(x  +  dx) 
dx  ö  dx 

  Arctan  6   1 

~      <5      *  lT*(-*  +  ^)' 
Nimmt  nun  dx  ins  Unendliche  ab,  so  vermindert  sich  auch  6  ins  Un- 
endliche und  es  ergiebt  sich  unter  Anwendung  des  Theorems  (5)  in  §  3, 

*)  Wenn  nämlich  U  und  V  ein  paar  Bögen  de«  ersten  Quadranten  bedeuten 
nnd  tanf/r=«,  tanf  =ö  gesetzt  wird,  so  verwandelt  sich  die  goniometrische 
Formel 


tan(f/  —  r)  — 


tan  h  —  tan  V 
1  +  tan  u  tan  r 

a—ö 


oder  weil  u—t  ebenfalls  im  ersten  Quadranten  liegt. 

H-t>  =  Arctan  f  7?  . 

1-f 

Ans  tan  U  =  a,  tanP=*  folgt  aber  nach  den  gemachten  Voraussetzungen 
W~  Arctan«,  t>  =  Arctand  und  hierdurch  geht  die  vorige  Formel  in  die  oben 
ie  über. 


uig 


tized  by  Google 


34 

oder 

l^=_l_>Arctan,  =  _l_,tc.  (3) 

Die  Differenzialformeln  für  Arccot.z  erhält  man  hieraus  durch  Differen- 
ziation  der  leicht  zu  entwickelnden  Gleichung 

Arccotx  =  ^ —  Arctan.r. 

m 

Man  findet  nämlich 

dKMtx=_dtocta«x   äMccotx  =  _  rf  Arctan;r 

oder 

'*Ar7CC0tr  -=  -  Arccot*  =  -  T-i-^  cfcr.  (4) 

Durch  die  in  den  Paragraphen  (4),  (5)  und  (6)  entwickelten  Formeln 
ist  jetzt  die  Aufgabe,  alle  aus  der  algebraischen  Analysis  bekannten 
einfachen  Funktionen  der  Operation  des  Differenzirens  zu  unterwerfen, 
vollständig  gelost. 


Cap.  III.  Differenziation  zusammengesetzter  Ausdrücke  und 
der  Funktionen  mehrerer  Variabelen. 

Differenziation  zusammengesetzter  Funktionen. 

* 

Nimmt  man  mit  einer  unabhängigen  veränderlichen  Grösse  irgend 
eine  Rechnungsoperation  vor  und  dann  mit  dem,  was  auf  diese  Weise 
herauskommt  (der  abhängigen  Variabelen)  wieder  eine  neue  Rech- 
nungsoperation, so  erhält  man  die  Funktion  einer  Funktion  und  man 
kann  diess  auf  folgende  Weise  bezeichnen: 

F(x)=f[<p{x)],         .  (1) 

wobei  cp  und  f  die  nach  einander  vorzunehmenden  Operationen, 

das  Gesammtresultat  andeutet.    Auf  diese  Weise  zusammengesetzte 

Funktionen  sind  z.  B. 
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e%mx  ,  log  sin  x  ,  Arctan  (x**)  etc. 
und  mit  ihrer  Differenziutiun  hätten  wir  uns  jetzt  zu  beschäftigen. 
Setzen  wir  in  (1)  zur  Abkürzung 

y  =  <p(*)>  (2) 

so  wird 

FC*)  =  /Oy)-  (3) 

Wenn  nun  x  den  Zuwachs  Ax  erhält,  so  nimmt  cp(x)  um  Aq>(x)  d.  h. 
y  um  z/y  zu  und  wir  hüben  aus  (3) 

F(x + Ax)  -  F{x)_f(a +4,)  -m 
Ax  Ax 

Erinnern  wir  uns  aber,  dass  Ay  =  Aq>(x)  =  q>(x  +  Ax) — g>(x)  ist,  so 
können  wir  die  vorstehende  Gleichung  durch  Zusetzung  des  Faktors 

<p  (x  \-  Ax)  —  q>  (x)    * 

auch  in  folgender  Form  darstellen : 

F (x + Ax) -  F(x)  =f(g  +  Ay) -f(y)   <p{x  +  Ax)-<p  (.r) 
Ax  Ay  Ax 

Lassen  wir  nun  Ax  bis  zur  Gränze  Null  abnehmen,  so  vermindert  sich 
auch  Ay  ins  Unendliche  hinab;  dabei  nähert  sich  offenbar  der  Quotient 

f(y  +  Jy)-f(y) 

der  Gränze  / '  (y)  gerade  so,  als  wäre  Ay  eine  von  x  unabhängige  ab- 
nehmende Grosse.  Denn  um  von  einer  Funktion  auf  ihre  Derivirte  zu 
kommen ,  ist  es  nach  der  Definition  der  letzteren  blos  nüthig,  dass  man 
in  dem  Aeuderungeuquotieuten  die  Aenderung  der  Veränderlichen  der 
Funktion  bis  zur  Gränze  Null  abnehmen  lässt,  gleichviel  wie  d.  h. 
nach  welchem  Gesetze  diese  Abnahme  geschieht;  es  kommt  daher  auch 
nichts  darauf  an,  ob  dieses  Gesetz  selbst  durch  andere  Umstände  (oben 
durch  x)  bestimmt  ist,  oder  nicht.  Nach  dieser  Bemerkung  folgt  jetzt 
aus  no.  (4)  durch  Uebergang  zur  Gränze  für  unendlich  abnehmende  Ax 
(und  Ay) 

F{x)=f'(yW(x)  (5) 

oder  was  das  Nämliche  ist, 

dF(x)  =<jgg  dy  (6 
dx        dy  'ax 
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und  ebenso  die  Differenzialgleichung 

dF(x)=:f(y)<p'(x)dx  (7) 

oder 

dF{X)  =  'IM.d£tlr,  (8) 

wobei  man  noch  für  y  seinen  Werth  zu  setzen  hat.  Man  kann  hieraus 
die  folgende  praktische  Regel  bilden.   „Um  einen  Ausdruck  wie 

F(x)  =  f[<p(x)] 

zu  differenziren,  setze  man  erst  q>(x)  =  y  und  differenzire  jetzt  nach  y, 
als  wäre  diese  Grosse  die  unabhängige  Veränderliche.  Nach  gesche- 
hener Differenziation  substituire  man  für  y  seinen  ursprünglichen  Werth 

und  für       oder  dy  das,  was  man  durch  Differenziation  der  Gleichung 
dx 

y  =  a>  (x)  nach  x  bekommt. u 

Wie  leicht  die  Anwendung  dieser  Regel  ist,  werden  die  folgenden 
Beispiele  zeigen. 

I.  Wenn  F(x)  =  log  sin  x  ist,  setze  man  y  =  q>  (x)  =r  sin  .r, 
f(y)  s=  \ogy,  man  hat  dann  nach  (5) 

fty)  =        <?>'(*)  =  cos* 

folglich 

MM 

Fix)  —  —cosx  =  —. —  coso:  =  M  cot  x 
y  sin  # 

und  folglich 

c£log*sina:  =  Mcotx  dx. 

Praktisch  kürzer,  ohne  Benutzung  der  Zeichen  F,  f>  <p  kann  man  so 
verfahren.    Es  sei  a\nx  =  y;  man  hat  dann 

d  log  sin  x  =  d\ogy  z=J^M 

V 

und  weil  aus  y  =  ainx  folgt,  dy=  cosx  dx 

d\oSs\nx  =  M  H2i£  (lt  =  Mcotxdx.  (9) 

V 

II.  Um  log  cos  .r  zu  differenziren ,  sei  cosx  =  y  \  man  findet  dann 

«flog  cos  47  =  d\oi*y  — 
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uod  weil  aus  y  =  coax  folgt,  dy  —  —  sin xdx , 

rflogcos:?  =  —  dx  —  — Mtanxdx.  (10) 

Man  hat  auch  oft  Gelegenheit,  diese  Regel  mit  den  in  §  2  entwickel- 
ten Gesetzen  zugleich  anzuwenden.    Z.  B. 

III.  Soll  man  (a  +  6.rn)"  differenziren ,  so  setze  man 

y  —  a^-bxn 

so  ist 

d[{a  +  bx*Y]  =  d[if]  =  fiy^dy 

Aus  der  vorhergehenden  Gleichung  lolgt  aber 

dy  —  da  +  dibx*) 
=  0+bd(x») 
zzz  bnx^~x  dx 

folglich  ist  jetzt 

d  [(a  +  bxn)P]  =  iinbyti-lx*~1dx, 
oder  vermöge  des  Werthes  von  yf 

AI«  spezieller  Fall  ist  von  Interesse  n  =  2,  ft  =  i,  mithin 

dV7+ÄI^^-=~  «to-  (Ii) 

IV.  Um  den  Aus  druck  l(Vbx  +  VlTf&r2),  in  welchem  a  und 
6  als  positiv  vorausgesetzt  werden,  zu  differenziren  sei 

y  =  VTx  +  yflT+bx*.  (13) 

Man  hat  dann 

dK\Tbx  +  Va  +  ftar2)  =  %  =  4.  (14 j 

Andererseits  ist 

dy  =x  rf  VT*  +  d  V  a  +  bx* 

oder  nach  (12) 

dy  «  V6Ar+  I7Jge=  ito 

Vof  6.r* 

=  (l+--^;VTrf* 
und  durch  Reduktion  auf  gleichen  Nenner 
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=  VJ±^±Vbx  ^dx 

Substituten  wir  nun  die  vorstehende  Gleichung  und  die  unter  no.  (13) 
in  no.  (14),  so  ergiebt  sich 

di(  V6  x  +  Va+  bx*)  =  dx  (15) 

V  a  +  6j2 

ein  durch  die  Einfachheit  der  derivirten  Funktion  ausgezeichnetes  Re- 
sultat. 

V.    Für  die  Differenziation  des  Ausdrucks  /  (^|^)  sei  wieder 
Es  ist  dann 

Aus  no.  (16)  findet  sich  nun  unter  Anwendung  des  Theorems  (13)  in 

/  _  («  —  bx)  d  (a+bx)  —  (et  +  bx)  d  (a— ojt) 
f  3r—  (a  — kr)* 

—  6j?)  6  c/jr-t-(n  +  bx)bdx 
-  («— &r)* 

(a  —  bx)2' 


Hiernach  und  vermöge  der  Bedeutung  von  y  erhält  man  aus  (17) 

V  n—  bx)  ~~  (a  —  bx)*  '  a  —  bx 

Schreibt  man  Va  und  \fb  für  «  und  b ,  so  ist  auch 

VI.    Bemerkenswerth  sind  noch  die  Formeln,  welche  man  durch 
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oder 


Differenziation  von  Aresin  -x  und  Arctan  -  erhält.    Nimmt  man  in  ie- 

a  a 

dem  Falle  —  x  —  «,  so  wird 

d Aresin  -x  =  d  Aresin  ?/  =  — — 

<Z  Arctan-^*  =  (Z  Arctan  y  =  |  ^a . 

Substituirt  man  fflr  y  seinen  Werth  und  bemerkt,  dass  dy  =  -dxist, 

a 

so  ergiebt  sich 

d  Aresin  —  x  =  ,/r 

«  a  /  Ä2 

rZ  Arctan  —  3:  =  ^5 —  rfar 

a        .  ,  .  b 2 

l  Ä 

<Z  Arcsin -x—  —  </.r  (20) 

a       Va2— 62*2  V  ; 

<Z  Arctan  -  a:  =  g         5  (21) 
Setzt  man  noch  STä,  VT  für  a  und  />,  so  ist  auch 

iAH^y^-j^gir,  (23) 

wo  nun  a  und  &  nothwendig  positiv  sein  müssen,  weil  sie  die  Stell- 
Vertreter  der  früheren  a2  und  o2sind,  welche  niemals  negativ  sein  können. 

Die  Gleichungen  (15)  und  (22),  (19)  und  (23)  stehen  in  einer  be- 
sonderen Beziehung  zu  einander,  welche  wir  bald  naher  kennen  ler- 
nen werden. 

ja 

Differenziation  der  Funktionen  mehrerer  abhängigen  Fariabelen. 

In  ähnlicher  Weise,  wie  wir  vorhin  die  Frage  nach  der  Diffe- 
reozialformel  für  f(y),  wo  y  wieder  eine  Funktion  von  x  ist,  beant- 
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wortet  haben,  können  wir  auch  die  Frage  erledigen,  nach  weichem 
Gesetze  sich  die  Differenzialformeln  für  eine  Funktion  zweier  Verän- 
derlichen f(ytz)  bilden,  vorausgesetzt,  dass  diese  beiden  Veränderli- 
chen von  einer  dritten  unabhängigen  Variabelen  x  abhängen ,  dass  also 
etwa  y  =  <p(x),  z  =  ty(x)  ist.    Sei  nun 

f<9>*)=fl9(*h  *<*>]  =  F(x).  (I) 
Aendert  sich  nun  ./•  um  das  Increment  Ax,  so  ändern  sich  tp(x)  und 
i^(.r)  um  Aq>(.v)  und  Aty(x)  d.  h.  y  und  t  und  Ay  und  Az;  man  findet 
hiernach  leicht 

F(x  +  Ax)-F(x)__f(y+Ay,  z  +  Az)-f(y^_z) 
Ax  Ax 

wofür  man  durch  Zusatz  des  Ausdrucks 

f(y  +  Ay,z)  -f(y  +  Ay,z) 

im  Zähler  auch  schreiben  kann 

F{x+Ax)—F(x) 
Ax 

Ax  Ax 
Setzt  man  noch  in  den  einzelnen  Gliedern  die  Faktoren 

q>(x  +  Ax)  —  <p(x)       .   y(x  +  Ax)  —  %>(x)  _  . 

 i,  * 

zu,  so  nimmt  die  vorige  Gleichung  folgende  Form  an: 

F(x  +  Ax)  —  F(x) 
Ax 

_  Aar  ±     z)  —f(y>  z)  y  (x+Ax)—<p  (x) 

Ay  Ax 
f(y  +Ay,  z+Az)—f{y  \  A!hz)  rj,(x  +  Ax)  -  »(jg) 
Az  Ax 

Lassen  wir  nun  Ax  unbegrenzt  abnehmen,  vermindern  also  auch  Ay 
und  Az  ins  Unendliche  hinab,  so  nähert  sich  der  Quotient 

f(y+Ayfz)-f(y,z) 

derjenigen  derivirten  Funktion,  welche  man  erhält,  wenn  man  y  als 
einzige  unabhängige  Variabele,  z  aber  in  Bezug  auf  die  Aenderungen 
des  y  als  constant  ansieht.    Wir  wollen  diese  derivirte  Funktion  mit 
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f  (y)  bezeichnen  und  dabei  durch  die  Weglassung  des  z  andeuten ,  das» 
man  bei  dem  Uebergange  von  f(y,  2)  zu  f'(g)  keine  Rücksicht  auf  die 
Anwesenheit  des  z  nimmt. 

Was  ferner  den  Quotienten 

f(y  +  Ay,z+ Az)  -f(y  +  Ay,  1) 

anbelangt,  so  kann  man,  weil  Ay  und  Az  sich  der  gemeinschaftlichen 
Gränze  Null  nähern,  von  ihm  behaupten,  dass  er  sich  der  nämlichen 
Gränze  nähere,  wie  der  folgende 

fjy.z+Az) -/(?,,  z) 
Az 

indem  der  Zuwachs  des  y  am  Ende  wieder  verschwindet.  Der  vorlie- 
gende Quotient  nähert  sich  aber  der  Gränze  f'(i),  wenn  man  analog 
dem  Vorigen  unter  f  (1)  diejenige  derivirte  Funktion  von  f(y,  z)  ver- 
steht, bei  deren  Ableitung  y  als  constant  und  z  als  einzige  unabhän- 
gige Variabele  angesehen  wird.  Nach  diesen  beiden  Bemerkungen  er- 
giebt  sich  jetzt  aus  no.  (*2)  der  Uebergang  zur  Gränze  für  gleichzeitig 
abnehmende  Ax,  Ay  und  Az, 

F(*)=/*<y)y(*)+rM*'  w 

oder  auch  wenn  man  statt  der  derivirten  Funktionen  die  Differenzial- 
quotienten  setzt  und  zur  Abkürzung  wieder  y  und  z  für  <p(x), 
braucht , 

ly>i)  —  df(y>  2)  dy     tl/{yf  2)  dz 

dy  ' 'ST    dz     ' dx  l  (3) 

y  =  q>(x),    z  =  y(x).  j 

Die  Differenzialquotienten 

in  denen  man  successive  die  erste  und  zweite  abhängige  Variabele  als 
unabhängige  Variabele,  die  jedesmalige  andere  aber  als  Constante  be- 
trachtet, nennt  man  dabei  die  partiellen  Differenzialquotien- 
ten der  gegebenen  Funktion. 

Aus  der  Gleichung  (3)  folgt  noch 

dx=  .''%:> .  *  ,Uc.  +  .  *  dx 

dx  dy      dx  dz  dx 

oder  einfacher  , 
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y  =  9  (*) »   2  =  ^  (  jt) 
und  dabei  sind  SÖjjM  <fy  und  dz  die  partiellen  Differen- 

ziale  der  Funktion        z)  nach  y  und  2  genommen*). 

Man  übersieht  leicht,  wie  sich  dieses  Theorem  uoch  erweitern 
lässt;  wäre  z.  B.  z,  0  eine  Funktion  dreier  Veränderlichen,  die 
sämmtlich  von  einer  einzigen  x  abhängen,  etwa  vermöge  der  Gleichungen 

so  wäre 

ss  jgfefrS  dy  +  ,/z  +  Vty;>  0  * 

rfy  c/z  f/r 

und  ähnlich  für  mehrere  Veränderliche. 

Man  kann  hieraus  folgende  praktische  Hegel  machen :  „  Hat  man 
eine  Funktion  mehrerer  Veränderlichen ,  welche  alle  von  einer  einzigen 
unabhängigen  Veränderlichen  abhängen,  nach  dieser  unabhängigen  zu 
differenziren,  so  sehe  man  jene  abhangige  Variabelen  als  ebenso  viele 
unabhängige  an  und  suche  in  Bezug  auf  sie  die  partiellen  Differenziale 
der  gegebenen  Funktion ;  die  Summe  der  partiellen  Differenziale  giebt  dann 
das  gesuchte  Differenzial,  in  welchem  man  dann  noch  für  die  abhän- 
gigen Variabelen  und  deren  Differenziale  ihre  Werthe,  ausgedrückt 
durch  die  unabhängige  Veränderliche,  setzen  kaun." 

Als  Beispiele  betrachten  wir  die  folgenden  speciellen  Fälle. 

I.    Sei  /"(sin 3:,  cos.r)  zu  differenziren.    Man  setze 

y  —  sinar,    z  =  cos#, 


so  ist 
d.  i. 


*)  Ks  ist  hier  absichtlich  nicht  weiter  gehoben  worden,  weil  man  sonst 
in  der  Gleichung  df(p,  «)  =  df(p,$)-\-df(j/,%)  nicht  wüsste,  nach  welchen 
Veränderlichen  die  Differenziationcn  vor  sich  gehen,  wenn  man  nicht 
dere  Marken  anhängt,  wie  etwa: 

df{y,  *)  =  dfiy,  s)  +  df(y,  »). 

s  y 
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p£fci>  cos  x — &% 

Als  speziellen  Fall  nehme  man  etwa 

/•(j,,  z)  = 

so  wäre 

</y  dz 

fulglich  weil  y  —  sinx,   z  =  cos*  ist, 

d  [cos%  — sina:r] 
=  [ — '_!  sin./  <o$x  —  2cos.rsin  x]  dx  =  — '2  sin  2x  dx  , 

wovon  man  sich  auch  dadurch  überzeugen  kann,  dass  man  die  Glei- 
chung cosaa: — sinaa:  =  cos2jt  beachtet. 

II.    Wollte  man  die  Funktion 

e***  Aresin  x 

<Hfferenziren,  sn  nehme  man 

x%  =  y,    Aresin  x  =  : 

f(y,  *)  =  e-te, 

woraus  sich  ergiebt 

df(«,z)         au  d/(y,z) 
✓fy  dz 

folglich 

und  nach  Wiedereinführung  der  Werthe  von  y  und  z, 

>  //(«^'Arcsina:)  =  (2<w  Aresin  x  -f-       *      )  />**'  dx. 

W  1  — »T2 


9. 

Differenziation  der  unentwickelten  Funktionen. 

Eine  der  wichtigsten  Anwendungen  der  Lehren  des  vorigen  Pa- 
ragraphen ist  die  Bestimmung  der  Differenzialquotienten  solcher  Funk- 
tionen, die  nicht  völlig  entwickelt  angegeben  sind,  sondern  für  welche 
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nur  eine  Bedingungsgleichung  gezeigt  wird,  aus  der  sie  sich 
der  Form  nach  bestimmen  Hessen.    Wird  nämlich  eine  Bedingungsgiei- 
chung 

aufgestellt,  welche  für  alle  möglichen  ./•  und  y  erfüllt  sein  soll,  so  ist 
y  nicht  mehr  von  x  unabhängig,  sondern  eine  gewisse  Funktion  y=xp{x) 
derselben,  deren  Form  erhalten  wird,  wenn  man  in  der  obigen  Glei- 
chung y  als  unbekannt,  x  als  bekannt  ansieht  und  sie  nach  y  auf  lost. 
In  dem  Falle,  wo  diess  allgemein  möglich  ist,  hat  es  dann  auch  keine 

Schwierigkeit,  den  Differenzialquotienten  ^  =  <p'  (x)  zu  entwickeln. 

Es  kommt  aber  sehr  häufig  vor,  dass  man  nicht  im  Stande  ist, 
die  Gleichung  f(x,y)=Q  ganz  im  Allgemeinen  aufzulösen,  (z.  B.  wenn 
der  Grad  von  y  den  vierten  übersteigt,  oder  die  Gleichung  eine  trans- 
cendente  ist)  und  in  solchen  Fällen  muss  man  sich  nach  einer  Methode 
umsehen,  welche  den  Differenzialquotienten  <p' (x)  ohne  Auflösung  der 
obigen  Gleichung  bestimmen  lehrt. 

Nun  ist  aber  dieses  Problem  nur  ein  spezieller  Fall  der  im  vori- 
gen Paragraphen  behandelten  Aulgabe,  nämlich  derjenige,  in  welchem 

2  =  ty(x)  =  x,   f(y,  z)  —  f(x,y)  —  0 
ist.   Man  hat  folglich  nach  no.  (3)  in  §  8 

df{*,y) _dflxty)   dy  df{xttf) 
dx  dy     '  dx        dx  ' 

wobei  die  beiden  Differenzialquotienten  rechts 

«fffoy)  und  w^y± 

dy  dx 

als  partielle  anzusehen  sind,  in  denen  x  und  y  als  unabhängige  Varia- 
belen  fungiren.  Substituirt  man  aber  in  den  totalen  Differenzialquo- 
tienten links  den  Werth  von  y  —  <p(x),  so  muss 

<if(*>  y)  _  <yi>>  <P  (*)]  _  q 

dx       "  dx 

sein .  Denn  vermöge  der  Bedingungsgleichung  f(x,  y)  =  0,  aus  der 
sich  erst  y  z=z  tp(x)  fand,  ist  die  Gleichung 

fi*>y)  =/l*,M*)]==0 

eine  rein  identische,  für  jedes  x  erfüllte  und  daraus  folgt  unmittelbar 
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durch  Differenziation  das  vorher  Behauptete.  Wir 
Obigen 


dy     '  dx  dx 

und  mithin 

<lf(x,y) 

Um  also  den  Differenzialquotienten  der  ihrer  Form  nach  unbekann- 
ten Funktion  y=q>(x)  zu  bestimmen,  braucht  man  blos  die  partiellen 
Differenzialquotienten  der  gegebenen  Bedingungsgleichung  aufzusuchen 
und  diese  durcheinander  zu  dividiren.  Die  Formel  für  <pr  (x)  enthält 
zwar  noch  y,  welches  man  im  Allgemeinen  nicht  angeben  kann ,  dessen 
"Werth  aber  doch  gefunden  werden  kann ,  sobald  -x  einen  speziellen 
Zahlenwerth  bekommt,  weil  sich  dann  die  Gleichung  /*(:r,y)=Oin 
eine  numerische  verwandelt.  Man  ist  also  im  Stande,  für  jeden  Zah- 
lenwerth von  x  die  zugehörigen  Zahlenwerthe  von  y  =  g>  (x)  und 

=z<p'(x)  anzugeben.  Diess  wird  aus  den  folgenden  Beispielen  noch 
deutlicher  erhellen. 

I.    Wäre  zur  Bestimmung  Von  y  =  <p(x)  die  Gleichung 

f(xfy)=y>x*-<2y*x*  +  Zy-(>x  =  0  (3) 

gegeben ,  so  würde  man  im  Allgemeinen  //  nicht  durch  x  ausdrücken, 
also  auch  seinen  Differenzialquotienten  nicht  linden  können.  Dagegen 
hat  man  nach  dem  Vorigen; 

W£3ti=3y*x*-4y*x-G, 

mithin 

Wollte  man  Z.  B.  wissen,  welchen  Werth  <p' (x)  föf^=rl  annimmt, 
so  setze  man  in  der  Gleichung  (3)  x±=l,  wodurch 

y»-2^  +  3y-6=s0 

wird.   Hieraus  ergeben  sich  5  Werthe  von  y,  unter  denen  sich  aber 
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nur  ein  einziger  reeller  y=2  lind  et.  Es  entsprechen  also  auch  dem 
VVerthe  ar=l  in  (4)  fünf  verschiedene  Werthe  von  tp'(x);  der  einzige 
reelle  darunter  ist : 

3.26— 4.**— 6_  26 
<p  (1)  —  5  24_ 8.2a  +  3~  19* 

Ebenso  würde  man  für  jeden  anderen  numerischen  Werth  von  x  die 
zugehörigen  numerischen  Wertbe  von  <p(x)  und  tp' (x)  suchen  können. 

II.    Findet  zwischen  x  und  y  die  Bedingungsgleichung 

f(x,y)=xi-y*=0  (5) 

statt,  so  hat 


folglich 


oder  wenn  man  im  Zähler  und  Nenuer  ffir  y*  das  kraft  no.  (5)  gleich 
geltende  x*  setzt  und  dann  mit  xv  hebt 


(6) 


x*—xylx 

So  hat  man  z.  B.  für  x=z2,  y=cp(x)=^i,  mitbin 


Eben  so  leicht  würde  man  <p'(|),  9>'(it)  **c-  bestimmen  können,  weil 
für  etc.  aus  der  Gleichung  (5)  die  Werthe  y=V,  Vi*  «olgen  *). 

  .  i  '•:  • 

*)    Bringt  man  die  Gleichnng  (5)  auf  die  Form  !  » 

JL  1 
t/V=X*  • 

,  das*  «ich  die  Aufsuchung  des  y  für  ein  gegebenes  X  anf  das  Pro 
der  transscendenten  Gleichung 


•   .     i    .  .  .  i  ' 

= 

worin  a  eine i bekannte  Grösse  ist,  reduxirL  Ehe  wir  zeigen,  wie  sich  diese 
näherungsweis  lösen  lässt,  wollen  wir  erst  bemerken ,  dass  man  immer  belie- 

5 
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§.  10. 

Differentiation  imaginärer  Funktionen, 

Man  kommt  »ehr  oft  in  den  Fall,  Funktionen  differenzireo  zu 
müssen ,  welche  imaginäre  Grössen  enthalten  und  die  man  unter  der 
Form : 


big  viele  Paare  zusammengehöriger  Werthc  von  X  und  y  finden  kann ,  welche 
die  Gleichung  (5)  befriedigen.    Ea  folgt  nümlicli  an«  derselben 

y_  _!pm. 

x  Inga:* 

v 

Setzt  man  hier-=l-f «,  womit  blos  gesagt  ist,   das«  y>X  sei,  so  wird 


*=*(l+«).    Andererseits  miui  aber  auch  |^=I-fa  „ein,  woraus  logy 

=  (l  +  a)log*  oder  y=ar'+«  folgt  Vermöge  der  beiden  Wertho  von  y  gilt 
nun  die  Gleichung 

ari+a=X(l  +  a), 
woraus  durch  Hebung  mit  X  und  Ausziehung  der  aten  Wurzel  folgt 

und  dann  wegen  der  Gleichung  y  =  J?(l-f-a) 

y  =  (l+«)a+». 

Setzt  man  für  a  Brüche,  deren  Zähler  die  Einheit  ist,  wie  t.  II.  J  etc., 
so  erhält  man  unendlich  viele  Paare  rationaler  zusammengehöriger  Werth«. 

Will  man  dagegen  für  ein  gegebenes  x  das  zugehörige  p  finden ,  also 
die  Gleichung 

yv  ~a  oder  y  —  ay 

auflösen,  so  hat  man  vermöge  der  Exponenzialreihe ,  die  später  entwickelt 
werden  wird, 


f.+^JSfV+BgsM.. 


Bricht  man  die  Reihe  bei  irgend  einem  Gtiedc  ab,  so  bleibt  eine  näherungs- 
weis  richtige  Gleichung  übrig,  die  man  als  eine  algebraische  ansehen  und 
aus  der  man  durch  Auflösung  nach  y  als  Unbekannter  eisen  Nftherongswertlt 
für  y  finden  kann.  Da  die  Reihe  selbst  convergirt,  so  Iässt  sich  dadurch, 
dass  man  immer  mehr  Glieder  nimmt,  die  Näherung  so  weit  treiben,  als  man 
will.  Ein  sehr  lesenswerther  Aufsatz  Aber  diesen  Gegenstand  überhaupt  steht 
im  Archiv  der  Mothem.  u.  Phys.  Thcil  Vi.  S.  154. 
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darstellen  kann,  wo  nun  4>(x)  und  reelle  Functionen  von  x  be- 

deuten. Die  Differentiation  solcher  Ausdrücke  hat  keine  grossen  Schwie- 
rigkeiten ;  denn  man  findet  leicht 

F(x+Ax)  —  F(x) 
Ax 

<D(x+Ax)  —  (p(x)  .  A/  t  V(x  +  Ax)—V(x) 

~~  Ax  +V     1  Ax 

folglich  durch  Uebergang  zur  Gränze  für  unendlich  abnehmende  ^x, 

F'(x)=<t>'(x)  +  \r'=lW(x)  (1) 


Die  Differenziation  von  F(x)  kommt  demnach  auf  die  der  ein- 
>n  Funktionen  <D(x),  ^(x)  zurück;  kann  mau  die  letzteren  nach 
den  bisherigen  Mittelu  differenziren ,  so  ist  hiermit  auch  das  Problem 
der  Differenziation  von  F(x)  gelöst. 

Die  Betrachtung  der  Differenzialformeln  imaginärer  Funktionen 
bietet  darin  einen  grossen  Vortheil  dar,  dass  sich  durch  dieselbe  die 
Differenzialformeln  ganz  verschieden  gestalteter  Funktionen  unter  einen 
Gesichtspunkt  vereinigen  lassen ,  und  dient  somit  zur  Verallgemeinerung 
des  Calculs.  So  sind  z.  B.  die  Differenzialgleichungen  f  §.  7  ,  no.  (19) 
(23)] 

rfUl(2S±Jg£)|«J^cfa  (3; 

J 

■    .  •  • 

1  a       a+bx*  •    .  .  .  • 

wesentlich  gar  nicht  von  einander  verschieden.  Setzt  man  nämlich  in 
der  ersten  —6  an  die  Stelle  von  fr,  erhält  man  links  die  Gleichung 

^ ,  „  V¥+ VT«  V^i  x ,  _  sTab  .\f~ i      .  » 

2V^=1  Vi— V**V— 1 

5* 


und 


i 


Digitized  by  Google 


49 

und  diess  in  der  That  richtig.    Denn  man  hat  vermöge  der  Formel : 
für  a  =  \Tä,  ß=  Sfhx, 

_j_   «J+sfJj^tt  =  Arctan *f  * 

und  durch  diese  Substitution  fällt  die  Gleichung  (5)  mit  der  in  (4) 
zusammen. 

Ganz  ähnlich  verhält  es  sich  mit  den  Di fferenzial formet n 

d  l  ( *fbx  +  V"  ^+~b^)=  -t^—  rf*  («) 

und 


rfArcsin^^^A^.  (7) 
Nimmt  man  in  der  ersten  b  negativ,  so  erhält  man  leicht 


Aus  der  bekannten  Formel 


«  • 


/(«+^V"-1)=^(«H/S2)  +  ^=T  Arctan^ 
folgt  andererseits  für 

die  Gleichung 

/( V^=K?+ VA*  V^zrifa  +  V=l  Arctan  _ 

Va- kr* 

Setzt  man  in  der  bekannten  Formel 


•  • » 


Arctan      *       =  Aresin 


=  ,  so  findet  man  ' 


Arctan -7===ArcsinV 
folglich  «ach  dem  Vorigen 
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und 

</  { — i=  /  (  V  «  —  A.r *  +  ^  J  +  V^I )  j  =    A  rcsi n  \f  t  x. 
V  — 1  T  a 

Durch  Substitution  dieses  Ausdruckes  geht  die  Gleichung  (8)  völlig  in 
die  unter  no.  (?)  über,  womit  die  Identität  der  Differenzialformeln  (6) 
und  (7)  bewiesen  ist. 

§.  Ii- 

Differentiation  der  Functionen  mehrerer  unahhänuujen  Variabelen. 

Lässt  man  in  einer  Funktion  mehrerer  von  einander  aber  völlig 
unabhängiger  Variabelen  sich  eine  dieser  Variabelen  ändern,  so  zieht 
diese  Aenderung  keine  Aenderungen  der  anderen  Variabelen  nach  sich, 
welche  demnach  für  die  mit  dem  Inkrement  der  einen  Veränderlichen 
vorzunehmenden  KechnungsoperaHonen  als  Constanten  anzusehen  sind. 
Geht  man  also  in  dem  Quotienten,  der  die  Aenderung  der  Funktion 
zum  Zähler  und  die  Aenderung  der  Veränderlichen  zum  Nenner  hat, 
bis  zur  Gränze  der  Abnahme  überhaupt,  so  erhalten  wir  jederzeit  einen 
partiellen  Differenzialquntienten.  Dagegen  könnte  mau  sämiutlichen  in 
der  Funktion  vorkommenden  unabhängigen  Veränderlichen  gleichzeitig 
beliebige  Inkremente  ertheilen  und  die  totale  Aenderung  der  Funktion 
oder  die  Gränze  der  Aenderung  zu  bestimmen  suchen.  In  diesem  Falle 
erhält  man  das  totale  Differenzial. 

Sei  nun  f(x,y)  eine  Funktion  zweier  von  einander  unabhängiger 
Variabelen;  geben  wir  den  Grössen  x  und  y  die  beiden  ivillkührlichen, 
also  von  einander  unabhängigen  Inkremente  Ax  und  Ay ,  so  nennen  wir 
die  Differenz 

f(x  +  Ax,  y  +  Ay)-f(x,y)=Af(x,y)  (1) 

die  totale  Differenz  der  Funktion  f(x,y).    Dieselbe  ist  auch 

_  f(x-\  Axsy)  —  f(x,y) ^      f( x  +  Ax, y  +  Ay )—f( x  +  Ax, y )  0 
Ax  Ay  J' 

Lassen  wir  nun  Ax  und  Ay  sich  gleichzeitig  der  Null  nähern,  so  ist 

Lim     + 4*yy)  -f(*>  y) <]fjx,  y) 

Ax  (ix 
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und 


Lin/(  x  +      -v  +  Ay)  ~~f{  X  y> 

dar  dy 
wobei  die  Differenzialquotienten 

partielle  sind.    Man  hat  demnach  aus  no.  (2) 

tf(.,,)=^*+!S3|aö*.  (3) 

wofür  man  auch  zuweilen  schreibt 

df(x,  y)  =  djftr,  y)  +  df(*,  y).  (  4 ) 

*  sr 

Das  totale  Differenzial  ist  demnach  die  Summe  der  beiden  partiellen 
Differenziale. 

Eben  so  leicht  tindet  man  allgemeiner 

df(x,ytz) 

=  *fi*.  y>  O  ^  jft* y>  o  rfy  +  ffte  * *>  & 

da;  dy  dz 

oder 

r//-(*r , y, :)  =         y,  z)  +         y,  r)  +  rf/(ar,  y,  2) 

x  y  z 

und  ähnlich  für  jede  weitere  Anzahl  von  Veränderlichen. 

Man  wird  leicht  bemerken,  dass  die  so  eben  angestellte  Betrach- 
tung viel  Aehnlichkeit  mit  der  in  §.  3.  durchgeführten  hat;  in  der  That 
ist  der  Unterschied  nur  gering;  in  der  Gleichung  (3)  bedeutet  dy  als 
Faktor  des  partiellen  Differenzialquotienten  rechts  eine  Grösse,  welche 
man  auf  irgend  welche  beliebige  Weise  bis  zur  Gränze  Null  zu  ver- 
mindern hat;  diese  Verminderung  findet  auch  bei  dem  dy  in  §  8.  statt, 
nur  dass  sie  da  nicht  willkührlich,  sondern  durch  die  Gleichung  y=zq)(x) 
von  dx  abhängig  ist,  woraus  am  Ende  der  Rechnung  noch  die  Forde- 
rung entspringt,  für  dy  seinen  Werth  durch  dx  ausgedruckt  zu  sub- 
stituiren. 

*  ■ 
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Cap.  IV.    Die  derivirten  Funktionen  und  Differenzialquo 

tienten  höherer  Ordnungen. 

§•  Ä 

Begriff'  und  geometrische  Bedeutung   der  derivirten  Funktionen 
und  DifferenziaUjuotieiiten  höherer  Ordnungen, 

Kein  analytisch  betrachtet  ist  die  derivirte  Funktion  einer  gege- 
benen Funktion  nichts  Anderes,  als  eine  neue  Funktion,  «eiche  man 
nach  einer  gewissen  Regel  aus  der  ursprünglichen  ableiten  kann.  So 
wie  man  nun  schon  in  der  Arithmetik  eine  einmal  aufgestellte  Rech- 
nungsoperation mehrmals  hinter  einander  anwendet  (z.  ß.  die  Mul- 
tiplikation, durch  deren  Wiederholung  die  Potenz  mit  ganzem  positiven 
Exponenten  entsteht),  so  muss  man  sich  auch  hier  versucht  fühlen, 
durch  successive  Anwendung  des  nämlichen  Verfahrens,  aus  der  deri- 
virten Function  eine  zweite  derivirte  Funktion,  aus  dieser  eine  dritte  u. 
«.  f.  abzuleiten.  So  können  wir  aus  einer  gegebenen  Funktion  F(x) 
eine  beliebig  weit  fortlaufende  Reihe  derivirter  Funktionen  entwickeln: 

F'Gr).  ...  F[n){*), 

deren  jede  aus  der  ihr  vorhergehenden  auf  die  nämliche  Weise  ent- 
springt, wie  die  erste  F\x)  aus  F(x)  selbst  und  in  denen  die  obenan- 
gesetzle  Anzahl  von  Strichen  die  Ordnung  der  derivirten  Funktion 
angiebt. 

Es  ist  nicht  schwer ,  die  geometrische  Bedeutung  solcher  succes- 
Mven  Derivationen  einzusehen,  so  weit  überhaupt  eine  solche  existirt; 
die  folgende  Betrachtung  wird  uns  hierzu  dienen. 

Es  sei  in  Fig.  7  OA—x,  AP= f(x)  und  die  krummlinig  be- 
kränzte Fläche  OAPR=F(x),  so  ist  nach  den  in  der  Einleitung  an- 
gestellten Untersuchungen 

AP=f(x)  =  F(x). 

Wollen  wir  hieraus  F"(x)  ableiten,  so  müssen  wir  auf  F(x),  d.  h.  f(.r) 
dieselben  Operationen  anwenden,  durch  welche  F(.r)  selbst  erst  aus 
F(x)  abgeleitet  worden  ist ;  wir  haben  also : 
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oder  was  das  Nämliche  ist 


F"(ar)=Lim'  ^ — — —  • 

Lassen  wir  nun  x  um  ein  Stück  $=AB  zunehmen,  so  ist  BQ=f(x-{-6) 
folglich  f{x  +  d)-f{x)=UQ,  wenn  PU\\  AB  gezogen  wird;  mithin 

o  iJV 

Ziehen  wir  ferner  durch  P  eine  Tangente  ST  an  die  Cnrve  und  setzen 
^TSA  =  ^TPU=(o  und  ^QPTxse,  so  ist 

folglich 

Lassen  wir  jetzt  6  continuirlich  abnehmen,  so  ruckt  die  Gerade 
BQ  immer  näher  an  AP,  zugleich  der  Punkt  Q  immer  näher  an  den 
Punkt  T,  folglich  vermindert  sich  auch  der  Winkel  QPT—s  bestän- 
dig. Ist  endlich  ö=0  geworden,  so  sind  die  Punkte  Q  und  T  in  einen 
einzigen  und  zwar  in  P  zusammengefallen  und  es  ist  ^QPT=.e={). 
Die  Grosse  e  nimmt  also  mit  ö  gleichzeitig  bis  zur  Gränze  Null  ab  und 
es  ist  mithin: 

oder 

f(x)  d.  h.  F'(x)  =  Uinco, 

woraus  die  geometrische  Bedeutung  der  zweiten  derivirten  Funktion  für 
den  Fall,  dass  die  Urfunktion  eine  Fläche  repräsentirt ,  mit  völliger 
Deutlichkeit  erhellt.  Wollte  man  hier  weiter  gehen,  so  würde  man 
aus  dem  Gebiete  der  Geometrie  völlig  herauskommen ;  denn  mit  jeder 
Derivation  erniedrigt  sich  der  Grad  der  Funktion,  iodem  man  von  der 
zweiten  Dimension  (die  Fläche)  zur  ersten  (die  Linie)  und  von  dieser 
zur  nullten,  d.  h.  zur  Zahl  tan«  gelangt;  eine  weitere  Derivation  hätte 
also  gar  keine  geometrische  Bedeutung  mehr. 

Analog  den  derivirten  Funktionen  höherer  Ordnungen  kann  man 
auch  die  Differenzialquotienten  und  Differenzialgleichungen  höherer  Ord- 
nungen entwickeln  ,  indem  man  aus  dem  Differenzialquotienten  für  F(x) 
den  für  F\x),  hieraus  den  für  F"(x)  u.  s.  f.  ableitet.  Man  hat 
nämlich 
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oder  wenn  man  fBr  F (x)  seinen  Werth  *"gjr^  setzt, 

Nun  ist  aber  r/.r  von  x  unabhängig;  denn  es  bedeutet  das  Differential 
dx  (oder  f/x,  wie  wir  in  der  Einleitung  bezeichneten)  ein  lnicreraent, 
welches  man  dem  x  w i  I  Ik  ii  h r  I  ich  gegeben  und  dem  mau  nur  die 
Bedingung  unendlicher  Abnahme  auferlegt  hat,  ohne  das  Gesetz  zu 
bestimmen ,  uach  welchem  diese  Abnahme  vor  sich  gehen  soll.  In 
Bezug  auf  die  neue  Differentiation  ist  daher  dx  als  fönst  ante 
hen*)  und  daher  wird 

ddF(x) 

w-~dx~-inr.ihr' 

wofür  man  die  Bezeichnung 

eingeführt  hat,  indem  dx  an  der  Stelle  von  (dx)*  steht. 

Durch  Differentiation  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  weiter 

d<PF(x) 

=  F"<ar) 


oder 


wofür  man  schreibt 


Eben  so  hat  man  weiter 


dx 


*)  Wäre  x  nicht  unabhängig  veränderlich ,  sn  würde  das  Gesetz,  nach 
welchem  sich  dx  der  Null  nähert,  nicht  mehr  beliebig  sein,  denn  z.  B.  für 
4?  =  qp(/)  wäre  dx  —  ( /)  dt ,  und  dann  gilt  auch  im  Allgemeinen  die  Conse- 
quenz  nicht ,  dns«  mnn  dx  in  Bezug  nuf  eine  neue  Differemriation  für  constant 
anzusehen  habe. 
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u.  8.  f.  und  überhaupt 

wofür  man  auch  die  Differenzialgleichung  schreiben  könnte 

Man  rauss  sich  hüten,  das  n  auf  der  linken  Seite  für  einen  Exponen- 
ten zu  halten,  wie  diess  auf  der  rechten  Seite  der  Fall  ist.  Im  Gegen- 
theil  vertritt  es  dort  die  Stelle  eines  Index,  welcher  anzeigt,  wie  viel- 
mal nach  einander  die  Operation  des  Differenzirens  auf  die  Funktion 
F(x)  angewendet  worden  ist. 

In  manchen  Fällen  bedient  man  sich  auch  noch  einer  dritten  Be- 
zeichnungsweise ,  welche  oft  sehr  vorteilhaft  ist.  Man  schreibt  näm- 
lich an  die  Stelle  vor.  einfacher  ß»F(x) .  so  dass  also 

= #W  (x)  ss  D*F(x) 

ist.  Diese  Bezeichnung  hat  das  Bequeme,  dass  man  bei  Funktionen 
mehrer  Veränderlichen  die  Grösse,  nach  welcher  differenzirt  wird,  leicht 
als  Marke  anhängen  kann;  z.  B. 

I»F(x,y,z)=dnF(*>y>:\  . 
wobei  der  nte  Differenzialquotient  partiell  nach  y  genommen  ist. 

§.  13. 

Höhere  Differenzialcpiotienten  der  Summen,   Differenzen,  Pro- 
dukte  und  Quotienten  zweier  Funktionen. 

So  wie  wir  früher  untersucht  hatten ,  nach  welchen  Regeln  sich 
die  ersten  Differenzialquotienten  solcher  Funktionen  bilden,  welche  aus 
zwei  anderen  mittelst  der  vier  Spezies  zusammengesetzt  sind ,  so  müs- 
sen wir  nun  auch  die  höheren  Differenzialquotienten  von  Ausdrücken,  wie 

zu  entwickeln  suchen.    Diess  hat  namentlich  für  die  beiden  ersten  nicht 
die  geringste  Schwierigkeit. 
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Bemerkt  man,  dass  wenn  zwei  Funktionen  einander  identisch  sind, 
auch  ihre  Differenzialquotienten  es  sein  müssen,  so  erhält  man  durch 
eine  fernere  beiderseitige  Differenziation : 

Eine  nochmalige  Differenziation  würde  sieben 

d*[<p(x)±1>(x)]_d*<p(*)  . 

dx*         ~  dx  *  *  dx* 

und  hieraus  erhellt,  dass  überhaupt  die  Gleichung  gilt 

wofür  man  auch  schreiben  kann : 

D*[<p(x)±y{x)]  =  B»<p{x)±  D^W,  («) 
und  eben  so  hat  man  die  Differenzialgleichung : 

■ 

II.   Etwas  verwickelter  gestalten  sich  die  höheren  Differenzial- 
quotienten des  Produktes  zweier  Funktionen.    Aus  der  Gleichung 

 dx  ^(  )~dx~~*~dx~(p(x)> 

folgt  Zunächst  durch  Differenziation 

dx*  dx*         dx  dx 

+   dF~^~d^~(p{'Th 

d.  i. 

"WfflH  =  »(»^^jff.  4g>  +  *g>,  (x), 
Hieraus  erhält  man  durch  eine  weitere  Differenziation 
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 dx*  *{X)  dx*    +  ~dx  dx^~ 


<f>(x)  d<p(x)  d*y(x) 
+     ri*»  '    dx  +    da»  *W 


•ii 


oder 


d*[<p(x)y(x)] 
dx* 


Betrachtet  man  die  Weise,  in  der  sich  hier  die  Coeffizienten  bilden, 
so  wird  man  leicht  bemerken,  dass  dieselbe  mit  der  Rekursionsformel 
für  die  Binomialkoeffizienten  identisch  ist.  Denn  die  obigen  Coeffizien- 
ten entspringen  durch  successive  AtMition  je  zwei  vorhergehender  nach 
dem  Schema 

1,  1 
l,  2,  1 
1,  3,  3,  1 
etc., 

welches  zugleich  das  Bildungsgesetz  für  die  Binomialkoeffizienten  ist. 
Beachtet  man  noch,  dass  in  Formel  (1)  die  Differenzialquotienten  von 
(p(x)  der  Ordnung  nach  fallen,  die  von  y(x)  eben  so  regelmässig  stei- 
gen, so  darf  man  mit  vieler  Wahrscheinlichkeit  folgendes  Gesetz  ver- 
muthen : 

dn[<p(x)y(x)] 
dx1* 

•  I  •  *  # 

VW-dx^*»*-    dx    ^dx^~^n2—^2  25=4* +  ~ '}  (2) 

4-,,      d»-*y(x)  dq>(x)  d«y(x) 


Seine  Richtigkeit  erkennt  man  leicht,  wenn  man  unter  einstweili- 
ger Annahme  desselben,  die  Form  untersucht,  welche  der  nächst 
höhere  Differenzialquotient  bekommen  muss.  Durch  nochmalige  Dif- 
ferenziation  ergiebt  sich  nämlich  aus  (2) 
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"~  WK  '    35*1    *~~!x~'  dir« 

4.  «  fit®  d*~l  y  I  w  ^LttÖ  r/»-2qp(.r) 
+    *    d*a    *    rfa:»-1    T  2   dx*    '  dar—* 

+  

i                         1    cfcz»-1     *    «Er5        1,-1  B^3  i/x 
+   ^+"rf5MT-^W' 


und  wenn  man  die  Glieder  in  diagonaler  Richtung 

cft+*M.r)iK*)]  _ 
<lx»^ 

 ^iii^.^+Ä^^ 

Zieht  man  je  zwei  der  in  Klammern  stehenden  Binomialkoenizienten 
nach  dem  Satze*) 

»P-i  +      =  t»  +  1)p 
für  psl,  2,  3,  n  in  einen  zusammen ,  so  ist  jetzt 


i     ■  •  • 


*}    Es  ist 

j»Q»_l)(/l-2). ..(;*-;>+ I)  , 
?  I.S.S...JP 

also 

 P 


•  • 


/<-/>+ 1 

i  „        <       />  Iii«—     n~T- 1  « 

d.  i.  vermöge  des  Werthes  von  *p  * 

r  Tttr.Tj  r»...«    ..  , 

wobei  die  rechte  Seite  nichts  Anderes  als  (/J-f~l)j»  ist,  wie  man  sogleich  üb« 
sieht,  wenn  man  in  der  Formel  für  np  statt  »,  »+1  setxt. 
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t(,)^)+(„+1)l^) .  .  ^£)+.. 

Denselben  Ausdruck  für  den  (n  \  l)ten  Differenzialquotienten  würde 
man  aber  auch  erhalten ,  wenn  man  in  der  Formel  (2)  n  \  l  für  n 
setzt.  Das  hypothetisch  angenommene  Bildungsgesetz  der  höheren 
Differenzialquotienten  gilt  demnach  für  die  (n-f-I)te  Ordnung,  wenn  es 
für  die  *te  richtig  ist;  da  es  aber  für  die  erste  Ordnung  gilt,  so  muss 
es  jetzt  allgemein  gältig  sein. 

Man  kann  das  Theorem  in  (3)  auch  in  folgender  Form  darstellen 

» 

D»[<p(x)y(x)]  =  \ 

y(x)J)»<p(x)  +  *iDy(x)D*-l<p{x)  +  n2D*y{x)I)"~*<p{x)+...  j  (3) 

...  +  w„_1Z>»-1t(2r)/)9(x)  +  l&y(x)<p(x).  ) 

Schreibt  man  die  Reibe  rechts  in  umgekehrter  Ordnung  und  berück- 
sichtigt, dass  jin-l=nl,  nf_a=»a,  n„_3  =  n3  etc. ist,  so  kann  man  auch 
setzen 

D»[<p{x)<p{x)}=  \ 
<p{x)D»y  (x)  +  «j  D<p  (x)  J>-i    (x)  +  »a  lPq>  (x)  D"-*y  (x)  + . . .  [  (4) 

Ist  einer  der  Faktoren  constant ,  etwa  y  (x)  =  «,  so  sind  die  Differen- 
zialquotienten 

Wyix),  ,.../>><*) 

sämmtlich  =0  und  folglich  bleibt  nach  (3)  und  (4) 

,  ,  D*[a<p(x)]  =  aD*<p{x).  (5) 

Hl.    Auch  für  die  höheren  Differenzialquotienten  der  Quotienten 
zweier  Funktionen  wie 

kann  man  allgemeine  Formeln  aufstellen,  deren  Gesetz  aber  ziemlich 
verwickelt  ist.  Wir  können  sie  aus  doppelten  Gründen  übergehen ;  einer- 
seits ,  weil  sie  fast  nie  gebraucht  werden  und  andererseits,  weil  man 
in  den  wenigen  Fallen,  wo  man  sie  brauchen  könnte,  die  Aufgabe  leicht 

auf  die  vorige  reduziren  kann.    Setzt  man  nämlich         =  %(x),  so  wird 
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kann  man  nun  im  speciellen  Falle  der  Anweodung  die  höheren  Diffe- 
renzialquotienten  von  %(x)  entwickeln,  so  giebt  die  Anwendung  des  vo- 
rigen Theoremes  (5)  unmittelbar  die  höheren  Differenztalquotienten  des 
Produktes  <p{x)%(x),  indem  man  sich  nur  die  Funktion  ty(x)  dort  durch 
%{x)  ersetzt  denkt. 

IV.    Zu  bemerken  ist  endlich  noch  der  Satz:  wenn  F(x)  =  <p(x) 
-l-V^^C*)  ist,  so  wird 

D»F(x)  =  D"9)(jr)  +  V=T/>»t(a:), 

von  dessen  Richtigkeit  man  sich  leicht  durch  mehrmalige  Wiederho- 
lung der  Betrachtungen  des  §  10  überzeugen  kann. 


$  14. 

Die  höheren  Differenzialquotienten  der  wichtigsten  algebraischen 

Funktionen. 

» 

1.    Für  die  Differenziation  der  Potenz  xf>  kann  man  sehr  leicht 

■ 

das  allgemeine  Gesetz  entdecken ;  man  erhält  nämlich  der  Reihe  nach 

d{xM) 


oder  überhaupt  für  =  />" 


D»(xt>)  =  ;*(f*  —  1)  (f*—  2).  1)^-».  (1) 

1 

Beispiele  hierzu  sind  fi  =  —  1 ,     =  —     för  welche  speziellen  Werthe 


findet 


D*  /JL\  =  (-l)nl»3.5...(2»-l)  (3) 
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11.    Es  ist  hiernach  auch  leicht,  die  höheren  Differenzlalquotieo- 
ten  der  allgemeineren  Funktionen 

(a  +  bx)H>  ; 

zu  entwickeln.    Denn  setzt  man  a-f  bx  =r  s,  ho  int  nach  (1) 


=  ^-ih^)...^-»^)*«-». 

Andererseits  hat  man 

"  1    ;  ~~  [</(a-fÄx)]»  (Z^ 

Führt  man  dieses  nebst  dem  Werthe  von  z  in  die  vorige 
ein,  so  ergiebt  sich  nach  beiderseitiger  Multiplikation  mit  b», 

D»  (a  +  hxf-  =  fi (ft-l)  (fi-2) . .  (u  —  i^i)  b*  (a  +  bx)?-*.  (  4  ) 

Specielle  Fälle  bilden  z.  ß.  die  Annahmen  ft=—  tj,  wofür 

man  bekommt 

Z>n(._L    w  (-D"l. 2.3.. «A»   ■  ' 


1  }__.(--l)"1.3.5..(2/i-l)A" 
V  2"(ff  +  Aa?)»V«  +  Ääf 


(6) 


und  entsprechend  für  negative  £ 

7>n  /        1       v      1.2.3.  .  .  « An  ^ 

III.  Die  so  eben  entwickelten  Formeln  können  selbst  wieder  zur 
Aufsuchung  der  höheren  Differenzialquotienteo  zusammengesetzterer 
Funktionen  benutzt  werden,  sobald  diese  letzteren  sich  auf  irgend  eine 
Weise  in  andere  von  der  oben  betrachteten  Form  zerlegen  lassen. 
Einige  der  wichtigsten  Fälle  der  Art  sind  folgende. 

Aus  der  eine  Zerlegung  darstellenden  identischen  Gleichung 

1      _  1  (    1    _      1  j 
a2—b*x*    2a  ( a+bx    —  a  +  bx  ] 

folgt  sogleich  nach  §.  13  no.  (2) 
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.■s  * 

d.  b.  nach  Formel  (5) 

_  \_  t  (— 1)« 1.2..  w6"     ( — ,2..w6"i 
2a  j    (a  +  0x)"+l        (— a+6;r)«+»  !' 

d.  i.  wenn  man  die  gemeinschaftlichen  Faktoren  absondert, 

Va*—  62*V  2a         "  |  (a  f  6jt)«+»     (-a  +  kr)»*1  j  *  W 

Durch  ganz  das  nämliche  Verfahren  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung 

o»-6V=  ~  26  I  oT^+  =oT6i  | 
die  Differenzialformel 

^CotH-1^11-3-"^1  fepb*+nsW-  (10) 

Diese  Formeln  lassen  sich  uoch  etwas  weiter  ausdehnen,  weun  man 

die  willkuhrliche  Constante  a  imaginär  nimmt,  also  etwa  aV^l  =  «l 
für  a  setzt.   Es  wird  dann  aus  (9) 

jW  1      \  (—  l)"1.2..w6"t        1   I   ) 

W»  +  6%V  "  2ol        i  (ai+6*)«+  i    (-at-| -6*)»+  »  ( 

oder  wenn  man  rechts  Alles  auf  gleichen  Nenner  bringt 

1      N_(-1)M.2..»6»  (q,  +  6:r)»+'--(.~a«  +  6*)"+' 
(äHÄV/   2al  (aH^  

wir  nun,  um  die  imaginären  Ausdrucke  los  zu  werden  , 

at -f-  6a: =  u  (cos  cd  -f-  tsin  a>) 
—  ai  -f  6a:  =  p'  (cos  g>'  —  t  sin  ©') , 


so  folgt 


und  hieraus 


p  cos  £o  =6jt,  p  sin  cd  =  o 
ff  cos  a>'  =  Aar ,  p'  sin  oa'  =  a 

(p  cos  »)2  +  (p  sin  «a)2=  a2  +  6  V 
tan  co  =  — 

(p'  cos  *')*+     s»n  G)')*=a2  +  ^* 


6^ 


folglich  wenn  k  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  bedeutet 

6 
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9=(a*  +  f>*a:*)i,  w=ArctaiiÄ-+*jr 

Qf  ss  (a* + Ä*o:a)i,  0'  =  Arctan  ^  +  , 
also  f  =  p' ,  ea  =  ö>'  und  mithin 

_  (— l)n  1.2..  ?*&»  f  p(cos  fo  -f  asin  u>)]*+1—  [p  (cos  o—tsin  u)]"  * 1 
"         Sri         *~  (a»+AV)"^ 

 (—1)»  1.2.  .»Ayl*   cos(«4-l)<a^tsinQi4-l)co— (co8(m4-1)o>— tsin(iH-l)o>) 

~*~  2<ri  *  (o^T^¥T1 

d.  i.  vermöge  des  Werthes  von  p 

/>y     1     \    (— 1)"1.2..m6"  slo(«+l)» 

Zu  bemerken  ist  noch,  dass  in  dem  VVerthe  von  w  die  ganze  Zahl 
k  =  0  sein  muss.  Denn  da  die  linke  Seite  der  vorstehenden  Gleichung 
für  negative  a  die  nämliche  bleibt  wie  für  positive,  so  muss  diess 
auch  mit  der  rechten  Seite  der  Fall  sein.  Diess  kann  aber  nur  ge- 
schehen, nenn  für  negative  a  der  Bogen  negativ  wird,  wo  dann  in  der 
That  wegen  des  negativen  Divisors  a  der  ganze  Ausdruck  positiv  aus- 
fallt. Es  kann  aber  für  negative  a  der  Bogen  »=  Arctan  ~  +  lex  nur 
dann  negativ  werden,  wenn  Ä=0  ist,  und  so  ergieht  sich 

■ 

!H     1      x    (-1H.2-**-   ™[(»  +  DA,ctan£] 


Wendet  man  die  nämlichen  Transformationen  auf  die  Gleichung  (10) 
an.  so  findet  man  ebenso  leicht 

cos  [(m-H)  Arctan  rjf) 


*)  Für  in  der  Sprache  der  Analysis  weniger  Geübte  möge  hier  noch  die 
Bemerkung  stehen,  dass  ein  Ausdruck,  wie  sin  (w  Arctan  3)  gewisserroassen 
eine  algebraisch  geometrische  Aufgabe  involvirt,  die  sich  auch  leicht  analy- 
tisch lösen  laset.    Es  sei  nämlich  ein  spitzer  Bogen  u  gegeben,  dessen  Tan- 
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Io  ähnlicher  Weise,  wie  wir  so  eben  die  Theoreme  L  und  IV.  in  §.  13 
zur  Entwicklung  der  höheren  Differenzialquotienten  einer  etwas  zusam- 
mengesetzteren Funktion  benutzt  haben ,  können  wir  auch  das  Theorem 
II.  das.  zu  gleichem  Zwecke  anwenden.    Ware  z.  B.  die  Funktion 

1    _  i 

V 

zu  differenziren ,  so  nehmen  wir 
wodurch  sich  ergiebt: 

1  1 


V  (fl+oa:)  («— bx)     V  «»—  A%* ' 
folglich  ist  nun  nach  dem  genannten  Satze 


gente  •:•  heissen  möge,  derselbe  0t  mal  genommen  und  die  Aufgabe  gestellt, 
den  Sinus,  von  tnu  dnrcb  die  Tangente  von  u  auszudrücken ,  so  hat  man  bierin 
den  einfachen  Sinn  von  sin  (rn  Arctan  3),  und  die  Aufgabe  selbst  würde  sich 
leicht  nach  der  algebraisch  -  geometrischen  Methode  lösen  lassen.  Man  kann 
sie  aber  auch  mit  Hülfe  goniometrischer  Formeln  behandeln,  wie  im  folgenden 

tan  v 

Beispiele.    Es  ist  sin  3f/=3sin  ?/— 4  sin  SU ;  oder  weil  immer  sin  //—  —  — 

y  J  +  tan*// 

•st 

tan  U  /     tan  u      \ 3 

V  1+tan*»       \y  1  + tan9«/ 

da  aber  tan  f/  =  s  als  bekannt  vorausgesetzt  wird,  so  folgt 

s  %  \a 

sin (3  Arctan  15)  —  3  . 

Auf  ähnliche  Weise  kann  man  für  jedes  positive  ganze  »l  mit  Hülfe  der  gn- 
nioinetrischen  Formeln  Ausdrücke  wie  sin  («  Arctan  s)  und  cos  (w  Arctan  s) 
vollständig  entwickeln. 

6* 
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doer  wenn  man  die  Formeln  (8)  und  (6)  des  vorigen  Paragraphen  för 
i,  n  —  1,  »— 2,...  und  n=l,2,3,...  in  Anwendung  bringt 


1      1.3.5...  {in-\)bn  1.6  1.3. 5^.(2»— 3) 6»-i 


V «+ox  2"(a^kr)»1^a— *2(«+A;r)^ a+Ä*  ^»(a— bx)n~lV  a— öx 

1.3.  1.3.5...  (iii-S)^-* 

+  "*^a\hxj»f  a  +  bx '  2»-*  (a ^bx     ' ' ' 

Bemerkt  man ,  dass  hier  alle  Glieder  den  gemeinschaftlichen  Faktor 

 b"_  

besitzen ,  multiplizirt  und  dividirt  dann  noch  die  rechte  Seite 

1.3. 5.  ,.(2»—  1) 
(a—bx)»  (a+bx)»f 

so  erhalt  man 
1.3.5...(2>i— 1)Ä»    /  L«, 


(13) 


womit  die  Aulgabe  gelöst  ist. 


§  15. 

Die  höheren  Differenzialquotienten  der  wichtigsten  transcendenten 

Funktionen. 

I.    Fflr  die  Exponenzialgrosse  hat  man  folgende  Reihe  von 
chunsen ; 

dx3  dx 

u.  s.  f.  , 
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also  überhaupt 


i£g2  =  Z*(e")  = 


ein  sehr  einfaches  Resultat. 

II  Die  Differenziation  logarithmischer  Funktionen  kommt  immer 
auf  die  von  algebraischen  Funktionen  zurück  ,  weil  der  erste  Differen- 
zialquotient  des  Logarithmus  eine  algebraische  Grosse  ist.  Man  hat 
nämlich 

dh  =  \_ 

dx  x 

folglich 

_ .      d  ( — i 

dx*  ~~  dx 

.f  m>ih    \ut  ^nu-»iii»iioiri»li;iA«i-. viHi« i 

d?lx  \xj 
dx*  <£r* 
u.  s.  f. 

d.  i.  im  Allgemeinen 

*-*/!\ 
c/n&r  V£7 

"ET0  rf^-i 

oder 

D»ix  =  d»-*/I\. 

Mithin  ist  nach  Formel  (2)  §14,  wenn  man  daselbst  n  —  1  für  n  setzt, 

_  (-D-'l-2-3.. ■■(«-!)  ff) 
•z» 

wobei  man  im  Falle  »  =  1  die Faktorielle  1.2...(n  —  1)  für  l  zu  rech- 
nen  hat ,  wenn  die  Formel  allgemein  gültig  sein  soll.  —  Aus  der  Glei- 
chung 

ZM(«  +  6*)  =  -  Jj- 
findet  man  eben  so  leicht  durch  (n  —  l)malige  Differenziation 

d.  i.  nach  Formol  (5)  in  §  14, 

D*  l  <«  +  6«)  =  {=1)^1-2  3     (n-Dbl  3 
'  (a  +  hx)» 


Digitized  by  Google 


67 

wo  hinsichtlich  der  Faktorielle  l.'2.3...(n — 1)  die 
kung  gilt,  wie  vorhin.  —   Bemerkt  man,  das« 

ist,  so  folgt 

l**l  (a  +  bx\  —  labt)»-1   -  

mithin  nach  Artikel  III  in  §  14 

L^'fe^  ((«+M«  +  (-D-(a~M»),  (4) 

wobei  man  wieder  wie  dort  die  Binome  {a  +  bx)n  und  (a — bx)n  ent- 
wickeln 


III.  Von  den  goniometrischen  Funktionen  sind  es  nur  zwei,  deren 
höhere  Diffcrenzialquotienten  sich  anf  dem  bisherigen  gewöhnlichen 
Wege  entwickeln  lassen  und  diess  sind  der  Sinus  und  Cosinus.  Für 
die  übrigen  Funktionen  ist  das  Bildungsgesetz  der  höheren  Differenzial- 
quotienten  nicht  der  Art,  dass  man  es  sogleich  ubersehen  könnte,  wodurch 
man  genöthigt  wird,  sich  in  diesen,  wie  in  vielen  anderen  Fällen  nach 
neuen  Methoden  umzusehen. 

Was  nun  den  Sinus  betrifft,  so  tindet  man  leicht 

_     _  COS  *  _  81»  (g  +  #) 

tpainx  .  .2»  .  . 

_?-ä-  =  -8.n^  =  g.o(T  +  a)  ,  , 

^ =-«••*=•»■  <¥+*> 


u.  s.  f. 

Man  hat  also  allgemein 


^    D*  sin         sin  (-^  (5) 


Man  kann  sich  darüber  auch  noch  Folgendes  merken.  Die  ganze  Zahl 
n  kann  von  folgenden  vier  Formen  sein: 

4m,  4m  +  J,  4m  +  2,  4/n  +  3. 

Für  die  erste  ist 
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»««>  (      +  x)  =  8,1,1  C->/M7r  +  *)  =  8in  x> 

für  die  zweite: 

8io  (?^  +  *)  =  sin  (2ro*  f  £+*)=co8*, 

für  die  dritte: 

sin  ( ~  +ar ) =sin  ( 2^+1*  +x) =-sin* , 

und  für  die  vierte : 

«in  (  ^ +*)  =  ««•  ( +  ^  +*)=-co8r- 

Man  kann  daher  auch  sagen:  es  ist 

/>"sinx=+sin.r,  |  c«»s.<  ,  —  siöJ?,  —  cosar, 
wobei  die  vier  verschiedenen  Werthe  den  vier  Formen 

n=4«,  4m  +  l,  4/n  +  2,  4m  +  3 

correspondiren. 

Man  hat  ganz  ähnlich 

dc™X=  —  smx=  cos(|  +  ;r) 
l^  =  sin.r  =  cos(3*  +  *) 

U.  8.  W.p 

also  im  Allgemeinen: 

<i"f*  -  D"  cos  *  -  cos  ( 6 ) 

Durch  eine  der  vorigen  ganz  analoge  Betrachtung  überzeugt  man  sich 
leicht,  dass  diess  auch  so  ausgedruckt  werden  kann:  es  ist 

Z>»cosa:=+cos:r,  —  sinar, — cos.t,  +sin#, 
je  nachdem  ' für  n  die  Formen 

n=4ro,  4m  +  l.  4wi+2,  4;n  +  3 

gelten. 

Setzt  man  in  den  Formeln  (5)  und  (6)  ax  für  a;  so  tritt  [<l(ax)]n 
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d.  h.  andxn  an  die  Stelle  von  dxn  und  man  bekommt  dann  durch  bei- 
derseitige Multiplikation  mit  a»  leiclit  die  etwas  allgemeineren  Glei- 
chungen : 

/*sina*  =  «»sin(^  +  *r)  (7) 
D»  cos  ruiz=an  cos  C^+ax).  (8) 

IV.  Die  Differenziationen  der  cyklometrischen  Funktionen  redu- 
ziren  sich  auf  die  Differenziationen  algebraischer  Ausdrücke.  Man  hat 
nämlich 

.   b  b 
Z>Arcsin-*  =  ^__ 

f>Arctan-ar=^p|^ 
und  daraus  folgt  durch  (w  — 1)  malige  beiderseitige  Differenziation: 
/)»  Aresin  - -x=zb  I>n-i  (  r    1  -\ 

^Arctan^aA^-^^^^) 

und  wenn  man  die  auf  der  rechten  Seite  angedeuteten  Differenziationen 
dadurch  ausführt,  daas  man  in  den  Formeln  (13)  und  (12)  des  vorigen 
Paragraphen  n— 1  für  n  setzt: 

D*  Aresin  ^  x  =  ^ 
_l13.5...(2ii-3)^       >,    -  " .    1(^1),;  m  v 

und 

_  />       (-l)-U  .2. .  (n-l)Ä»sin(nArctan ) 

/>Arctan  -  ar=  HL.  (10) 

'    "  (4»  +  A«.r«)i 
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'§  16. 

Die  höheren  Differemialtjuotienten  der  Funktionen  von  Funktionen. 

Wir  haben  In  §.  7.  gesehen,  dass  wenn  die  Funktion  F(x)  nach 
dem  Schema 

F(*)=/t*<*)] 

zusammengesetzt  ist  und  zur  Abkürzung  <p(x)—y  genommen  wird,  die 
Gleichung  gilt 

oder  vermöge  der  Werthe  von  F(x)  und  y, 

wobei  das  Symbol  f'[tp(x)]  bedeutet,  dass  man  der  Funktion  /  erst 
eine  beliebige  Variabeie  y  leihen,  nach  dieser  als  unabhängiger  Ver* 
änderlichen  die  Funktion  f(y)  differenziren  und  endlich  nach  geschehe- 
ner Differenziation  y  —  <p(x)  setzen  soll.  Um  jetzt  die  höheren  Diffe- 
renzialquotienten  der  Funktion  f[q>(x)]  zu  erhalten,  differenziren  wir 
nach  einander  die  Gleichung  (1);  es  wird  dann 

Wf\  <p  (x)]  =f  [<p  (*)]  Dtp'  (x)  +  oV  (*)  Df[<p(*)] 

=/"  [9(*)]  9>V)  +  f'Wri^)]  9'  (*) 

oder 

ß*r  M*)] =r  w  (*)]  <p"  (.*) + r  m»)]  w*)p. 

ferner: 

+ r  hm  />iy  (*)]* + iy    w  {<p{x)\ 

oder 

D>f[<p(x)]  =/"  [<p  (*)]  <p»(x) +3/"  [**)]  <p»{x)  <p'(x)  +ri<P(x)]  W  (x)]\ 

Man  ubersieht  auf  der  Stelle ,  wie  sich  dieses  Verfahren  beliebig  weit 
fortsetzen  lässt,  aber  es  ist  nicht  so  leicht,  das  allgemeine  Gesetz  zu 
entdecken,  nach  welchem  sich  irgend  ein  solcher  beliebig  aus  der  Keine 
herausgegriffener  Differentialquotient  unabhängig  von  allen  seinen  Vor« 
gSngern  hinschreiben  Hesse.  Dagegen  wird  dieser  GalcOi  weit  elegan* 
ter,  wenn  man  für  die  Funktion  <p{x)  verschiedene  Spezialisirungen 
eintreten  lässt,  wobei  die  Funktion  /  immer  noch  ganz  beliebig  bleiben 
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kann.  Die  bemerkenswertesten  Fälle  dieser  Art  sind  ;  <p(x)  as xX,  wo 
X  eine  ganz  beliebige  Grosse  bedeutet,  <p(x)  =  c*  und  <p(x)  =  Ix, 
welche  wir  in  den  nächsten  Paragraphen  behandeln  wollen. 

§1-. 

Independente  Bestimmung  von  D^f(xr)* 

Durch  successive  Differenziation  der  Funktion  f(x  )  gelangt  man 
leicht  zu  den  folgenden  Gleichungen: 

Df(x*)=zkx*-if' (x*) 

Z)Y(^)  =  l  (X—Vx^f  (xh  +  f  (xx) 

u.  s.  f. 

Man  übersieht  bald  aus  dem  Gange  der  Rechnung  selbst,  dass 
hierin  im  Allgemeinen  folgendes  Gesetz  liegt: 

D»f(xh  =  Axx*-*  ftä+\t&**fi&  +  ia  +  •  » 

....  +  in^-"/<»)(x*), 

n      n  n 

worin  Al ,  A2  An  gewisse  constante,   blos  von  X  und  der  Ordnung 

der  Differenziation  abhängige  Coeffizienten  bezeichnen.  Man  kann  da- 
für auch  schreiben: 

und  sich,  wenn  man  will ,  leicht  mittelst  des  Schlusses  von  n  auf  »+1 
von  der  formellen  Richtigkeit  dieser  Gleichung  überzeugen. 

Hier  handelt  es  sich  nun  noch  um  die  Bestimmung  der  Coeftizienteri 

n       n        7i  n 
A\,  Ai,  A$ An? 

zu  welcher  man  durch  folgende  Bemerkung  sehr  leicht  gelangen  kann. 
Die  Werthe  der  fraglichen  Coeffizienten  hängen  nur  von  X  und  », 
n  i  ch  t  aber  von  der  Natur  der  Funktion  f  ab ;  ist  man  also  im  Stande, 
für  irgend  eine  Speziaüsirung  der  Funktion  f  die  Werthe  jener  Coeffi- 
zienten zu  bestimmen,  so  gilt  daun  diese  Bestimmung  auch  im  Allge- 
meinen für  jede  andere  Funktion  /*.  Die  passendeste  Speziaüsirung 
dieser  Art  ist : 
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daraus  folgt  für  irgend  eine  ganze  positive  Zahl  p: 

fir)  (y)  =  n(n  - 1)  («  -  2) ....  (n -p  +  1)  (1  \ v)n~^ 
oder,  wenn  man  das  aus  p  Faktoren  bestehende  Produkt  u(u  —  1).. 

..  (»—  p  +     mit  [nf  bezeichnet  und  y  =  x*  setzt, 

Nimmt  man  hier  p  l,  2,  3,  ....«,  so  kann  man  alle  auf  der 
rechten  Seite  von  der  Gleichung  (I)  vorkommenden  derivirteu  Funktionen 
angeben,  wodurch  man  erhält: 

...+Jn[n\x»*l  (4) 

Andererseits  kann  man  den  Werth  der  linken  Seite  auch  noch 
auf  einem  anderen,  von  der  Kenntniss  des  Theoremes  (1)  unabhängi- 
gem Wege  erhalten;  bezeichnet  man  nämlich  die  Coeflizienten  von  t, 
s*,  zs  etc.  in  der  Reihe  für  (l+z)n  mit  nl9  n%,  nz  etc.,  so  ist 

(1+**)« 

=  1  +  Ml**  +  n2x^  +  »3*»*  +  ....  +  nnxnk 
und  wenn  man  die  Formel 

DW=p         (ft-i>) ....  0*_*+l)  [,*]  ~ 

beuutzt,  so  folgt  aus  dem  Vorhergehenden: 

Z>»(1 = 

~  { w,[xV+  w^A]***  +  «3^%^  +  .  ..  f  nn[uX]x»l  \. 

Vergleichen  wir  dies  mit  dem  unter  No.  (*2)  gefundenen 

täte,  und  setzen  zur  Abkürzung  x^—y,  so  wird 

■        •  .*  •  • 

= ^i[4(l+^)n-M-  Ij^l+^^H^^iy^W-H .... 

....+^—1  wi— *<i +#)  + 
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Aus  dieser  Gleichung,  welche  für  jedes  y  eine  blosse  Identität 
darstellen  muss,  lassen  sich  leicht  Relationen  ableiten,  welche  zur 
Bestimmung  der  Coeffizienten 

i 

nun  n 
A\  ,  ^2  >  4l  »  •  •  •  •  -dn 

hinreichen.    Verwandelt  man  nämlich  die  einzelnen  Potenzen 

(1  +  ,y)»-i  ,  (1  +#)»-2  ,  (i ,  .... 
in  Reihen,  welche  nach  Potenzen  von  y  fortschreiten,  so  ist: 

»i  [%  +  «2[2%2  +  »3  P*V  +  + 

=iAJin\{9  +  M^yHM^yH  +  (n-l),-^»} 

+  X[n]ly*Hn-2)ly>+(n-2)2y*+  f  («-2)^-1 

-*-  ^3W^3  +  (n-3)1yH(«-3)ayö+  +  («-3V-3ya) 

+  

n  f» 

Ordnet  man  hier  die  verschiedenen  Glieder  nach  Potenzen  von  x, 
so  nimmt  die  Gleichung  folgende  Gestalt  an: 

[%  +  %  +  «s  R]V  +  +  »« [nk]?r 

n  1 

+  M1H(«-i)1+ia[4iyÄ 

+  ti  [*]  (n  - 1)2  +  X  [n] («-2),  +  1,  [»]  I ,V3 

+  Mi  [«](»~1)3  +  ("  -2)a  +  X  N(«  -3).  +  ^4  [n]\y* 


+    .  ^  

+  { W  i  +  ^2  [n]  +  ....  +  JL*  W  1,  +  i„  [«] 


n 


Da  diese  Gleichung  für  jedes  beliebige  y  eine  rein  identische 
muss,  so  ist  nothig,  dass  die  Coeffizienten  gleicher  Potenzen  von  y 
selbst  identisch  sind,  dass  also  folgende  Gleichungen  gelten: 


n 
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„3  [3i]  -  Ax  [nj  (n-l).2  +  iÄ  [»J (n-2)1  +  [n] 

n4  [4i]= At  [n\  (»  - 1)3  +  A  [n]  („  -  % + Jl,  [n|  (»  -  3),  +  Jl4 1*1 

•••••••••• 

«„[wi]^?,  [n](n— l)*-iMW(»- 2)»-^ +....+ J,^  [nJl,-|-X[«]. 

Setzt  man  für  jeden  Binomialkoeffizienten  seinen  Werth  nach  der 
Formel 

m(m— l)....  (m—  y  +  1) 

und  für  [n]  ,  [w]  ,  [n]  etc.  ihre  Werthe  n  ,  n(n — 1)  ,  n(n — — 2)  etc., 
so  erkennt  man ,  das.s  sich  die  erste  Gleichung  durch  n  aufdiviren  lässt, 
die  zweite  durch  n(n-l),  die  dritte  durch  n(n  --l)(n— 2)  etc. ,  die  letzte 
durch  »(»— 1)....2.1.    Nach  Ausführung  dieser  Divisionen  bleibt: 


Diese  n  Gleichungen  reichen  hin,  um  die  «  Unbekannten 

n         n        n  n 
A\  ,  A^  »  A$  ,  ••••  An 

zu  bestimmen.  Da  wir  später  noch  eine  ähnliche  Aufgabe  zu  behandeln 
haben  werden,  so  schalten  wir  hier  die  Lösung  des  folgenden  etwas 
allgemeineren  Problemes  ein: 

„Seien  A\  ,      ,  £s  ,  ,«••  kn  bekannte,  xx  ,  x2  ,  xz  ,  ....  rn  un- 
bekannte Grössen  und  zwischen  beiden  die  Gleichungen  gegeben: 
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£  = 

tS=t+x* 

•  •        ■  • 

inr3=r.2+T+x' 
rx3.4=rf^+o+T+jr« 

1.2....«~1  (»-l)"rl.k2....(w-2)  +  ,  ",T   1  + 

man  soll  hieraus  die  Unbekannten  eliniiniren. " 

Wollte  man  irgend  eine  der  Unbekannten,  etwa  xp,  wo  p  eine 
der  Zahlen  1,  - ,...//  ist,  bestimmen,  so  konnte  man  hierzu  folgenden 
Weg  einschlagen:  Man  schreibe  die  p  Gleichungen  hin: 

ki  —  <* 
1  1 

A-f  +  * 


1.2.../,  ""1.2...  (p-lj  +  1.2...(/>-2)  +  *"  +  "~T"  +  :r' 


dann  kommt  .rp  nur  in  der  letzten  vor;  sobstituirt  man  also  jede  Glei- 
chung in  die  nächstfolgende,  so  muss  man  zuletzt  xv  erhalten.  Um 
jedoch  den  mit  diesem  Verlahren  nothwendig  verbundenen  Umständ- 
lichkeiten zu  entgehen,  wollen  wir  eine  andere  viel  expeditivere  Me- 
thode anwenden.  Wir  multipliziren  nämlich  die  erste,  zweite,  dritte 
Gleichung  u.  s.  f.  mit  den  correspondirenden  Faktoren : 


 R\  P2  Ps 

2.3.../>'    OT77Jt>'    4.5...,>'    •,"      p'  Pp> 

und  nehmen  hierauf  Alles  mit  wechselnden  Vorzeichen  zusammen ;  es 
ergiebt  sich  so 
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*t    vi  h     p%     |    *a  _ 

1  OTTTJ     1.2  3.4...pT1.2.3  4.5. ..p 

***3.4...j>  14.5. 25.6. ..p  ' 
+  ^U.5^..ft"r5.6?..|i+0  6./!5..p"""'  -  i 


(*) 


+  (— I^+^pPj»- 

Sämmtliche  hier  vorkommende  Horizontalreihen  stehen  unter  folgender 
allgemeinen  Form: 

(     }       9*  (?  +  !)../>     l(7  +  2).../>+1.2(,/  +  3)...7,  ' 

in  welcher  q  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet,  und  gehen  daraus  her- 
vor, wenn  man  q  nach  einander  =  1,  2,...p  setzt.  Diese  allgemeine 
Reihe  ist  auch  gleich  der  folgenden: 

(^i).,.^^'1!-^  + — o —  's 

Bemerkt  man,  dass 

» 

7,9+1  -  9+i 7,7 '  m*      (7  +  1K5  +  2)   7  " 

ist.  so  geht  dieselbe  über  in 

(q  +  l)...p    l  1     T  1.2  * 

Die  eingeklammerte  Reihe  ist  aber  die  der  BinoraialkoefhYienten  des 
Exponenten  p  —  q,  nämlich 

und  ihre  Summe  ist  bekanntlich  Null,  sobald  p  —  q  selbst  nicht  Null, 
also  q  von  p  verschieden  ist ,  dagegen  der  Einheit  gleich ,  sobald  q=p, 
weil  sich  dann  die  Reihe  auf  ihr  erstes  Glied  reduzirt.  Es  verschwin- 
den also  in  der  Gleichung  (7)  alle  diejenigen  Horizontalreihen ,  in  wel- 
chen die  Indices  von  x  kleiner  als  p  sind,  und  es  bleibt  nur  ein  ein- 
ziges Glied  stehen  ,  nämlich  das  letzte.    Da  pp  =  1,  so  folgt  nun 
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!  2  3      I  *i  Pi  -  *«  P»  +  *»  ft  +  (- 1)'  "  *,  pP ! = (-1)»+  •  a-„  (8) 

wofür  man  auch  bei  umgekehrter  Anordnung  der  Reihe  unter  der  Be- 
merkung, dass  pP  =  1  ,  pp-i  =  />!  ,  pp-%  —  p.x  etc.  ist,  schreiben  kann 

=  x  ^  3     p  t*y—J»iVn+|fr*j»-«— •  • .+(— ty+'/fr-i*!  1,  (9) 

womit  der  Werth  irgend  einer  Unbekannten  gefunden  ist.  Die  n  Un- 
bekannten, welche  den  n  Gleichungen  sub  no.  (0)  genügen,  erhält  man 
folglich,  wenn  man  in  einer  der  Formeln  (8)  oder  (9)  für  p  der  Reihe 
nach  1,  2,  3,...n  setzt. 

Nach  dieser  Oigression  kehren  wir  wieder  zu  der  Aufgabe  zurück, 
aus  den  Gleichungen  unter  no.  (5)  die  Werthe  der  n  mit  A  bezeich- 
neten Co  effizienten  zu  bestimmen.  Dieselbe  ist  nur  derjenige  spezielle 
unseres  so  "eben  behandelten  allgemeineren  Problemes,  in  welchem  man 
überhaupt 

kp  =  [pX]  ,  xp  =  Ap 
setzt,  woraus  sich  nach  den  Formeln  (8)  und  (9)  ergiebt 

»  (  —  DP+1  n  n  u 

^Ärefn?toM-*[^J+*i^J---'- 1  (10) 

oder 

Will  man  statt  der  Symbole  [X]  ,  [2A],..  ,  [pX]  lieber  ßino- 

mialkoefßzienten  sehen,  was  für  die  numerische  Rechnung  desswegen 
bequemer  ist,  weil  man  für  die  Binomialkoefßcienten  Tafeln  besitzt,  so 
bemerke  man,  dass  überhaupt 

n 

[f*J  —  r*  (f*  —  1)  (f*  — W  +  l)  =  1.2.3...».ftfi 

ist,  woraus  folgt 

A,=  ] ljl  2;p- n  (ft  In -pt&Q*  +  P§0Dm  )  (12) 

oder 

Für  die  hierdurch  bestimmten  Werthe  der  Grössen 

n        n  n 
Al  9  d%  ,  An 
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ist  nun  nach  no.  (1) 

frfXx*-)  =  (14) 

womit  unser  Problem  gelost  ist. 

Wählt  man  die  Funktion  /'  so,  dass  man  die  derivirten  Funktio- 

***  r  w ,  r<s>  /^w. mUhi» auch  r&)  >  r&>~fM*to 

unmittelbar  angeben  kann,  so  gelangt  man  mittelst  der  obigen  Re- 
lationen immer  zu  viillig  entwickelten  Formeln. 


Beispiele  für  das  allgemeine  Theorem  im  vorigen  Paragraphen. 

Für  die  Anwendungen  des  Theoremes  (14)  im  vorigen  Paragraphen 

n 

ist  es  bequem,  eine  kleine  Umänderung  hinsichtlich  des  Ap  vorzuneh- 
men.   Setzt  man  nämlich 

4 = [p*i -pi  Ip11^]  +p*  IF^Ü  -  •  •  •       ( i ) 

oder 

1 . 2 . . . « |  (pk)n-Pl  (j=lk)n  +  MF7^)« - . . . }       (2 ) 

so  wird 

■  i  ■ 

und  folglich 


■E^fW  (**). 


Ab  Beispiele  sind  folgende  Annahmen  von  Interesse. 
I.   Es  sei  Ay)  =  (a+y)^  folglich 

fW  (y) =fi  (^-1) . . .  (f*-p+l)  (o-f- yT-P  t 

so  Gndet  man 
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HTTP  4-*/»^«C-N**  (~^)T, 

folglich 

fegt  |**<^+ j^V*A<£dTJ 

ein  durch  seine  Eleganz  bemerken*" erthes  Resultat. 

II.  Für  f(y)  =  e*  wird  auch 

mithin 

/>»(e*A):=  ) 

III.  Wenn  /"(y)  =  /(«+y)  genommen  wird,  ergiebt  sich 
folglich 

und  hiernach  wird 

IV.  Man  kann  aus  den  hier  entwickelten  Formeln  auch  leicht 

l  *  » 

n  n 

Eigenschaften  der  Coeffizienten  El  ,  etc.  ableiten,  sobald  man  die 
Funktion  f  so  weit  spezialisirt,  dass  sich  der  Werth  von  D*f{a£)  auf 
der  linken  Seite  ganz  unmittelbar  angeben  lässt.  Diess  ist  z.  B.  in 
Formel  (4)  für  u=0  der  Fall;  dann  steht  auf  der  linkeu  Seite: 

D*X**xm%$  (V  —  1) . . .  (Xft, — 

worauf  nach  beiderseitiger  Hebung  mit  ,x^f*~n  die  Relation  folgt: 

X,a(Aft— -  1)...(A^  — 

=  r%&+|%£a-f  Em 


■ 
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]   »         1   «         |   »  1»» 


die  man  auch  dadurch  aus  der  Relation  (7)  anleiten  kann,  das»  man 
beiderseits  mit  ft  dividirt  und  darauf  zur  Gränze  für  unbegrenzt  abneh- 
mende fi  übergeht. 

V.  Noch  haben  wir  zu  erwähnen,  dass  die  Formel  (4)  einer 
Transformation  fähig  ist,  wodurch  sie  in  eine  fär  den  praktischen  Ge- 
brauch oft  bequemere  Gestalt  übergeführt  wird.  Diese  Umformung  be- 
ruht hauptsächlich  auf  dem  folgenden  Satze :  wenn  für  ein  ganzes  po- 
sitives *  der  Ausdruck 


wie  bisher  immer  mit  /*,  bezeichnet  wird,  so  lasst  sich  für  ein  ganzes 
positive«  v  aber  vÄllig  beliebige  «  und  ß  die  Summe  der  Reihe 

uvß0+a^  ß,  +  «,-»&  +  . .  ,  +  c^  ßr-x  +«0ßr  (9) 


wieder  durch  eine  Grösse  der  obigen  Form  ausdrücken.  Zunächst  be- 
achte man  nämlich  folgende  identische  Gleichungen 


v+1     ~v~+l  +  v+l 

o— v^I 

-  v  +  1   +  v+1 

;    _C_^T2      Jg— 2 

—  v  +  1  +v+l 


a  —  1     ß — v — 1 
~~ v  +  l  +  v  +  1 
a       ß  —  v 


*  v — ]  "v+1 

und  multiplizrre  nun  die  Reihe  in  (9),  deren  Summe  yv  heissen  möge, 


dieses  Quotienten,  im  zweiten  Glied c  die  zweite  Form  u.  s.  f.  anwen- 


ftQi^-l)(ft— 2)...Q*~ f+1) 
1.2.3...* 


a  +  /S — v     er — v  ß 


mit  der  Grösse 


<*  +  ß— v 
v  +  1  » 


■ 

wobei  man  im  ersten  Gliede  die  erste  Form 


det.    Man  erhält  so 
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«  —  v —  1  ß~~~^ 


+  7^1  «i  A-i  +  r  v  +  l    01  1 
Nach  der  Definition  von      ist  aber 


—  * 


j^Tiii.^tiB+i  oder  (,*— i)^=(*+l)fit|l 

diese  Forme!  kann  man  hier  in  jedem  Gliede  anwenden,  in  der 
Colonne  nämlich  der  Reihe  nach  filr  fi=a,  r=v,  v— 1,  v— 2,  ..1,0 
in  der  zweiten  für  fi  =  ß ,  *==0,  1,  2,  ...  v.   So  erhält  man 

«+/J— v  1 

n  2 

I 71-1     Ä  I  3  4 

T        «»--1  Pa  +  ^  Pa 


2  v 

+  ^qplai^  +  «oA+i' 

und  wenn  man  die  Glieder  mit  gleichen  Faktoren  vereinigt 

a  +  ß—v 
v  +  1  *" 

=  «v+l  ßo  +  «vßi  /?«  +  ••  f  «i  ßp  +  «o  A-i- 

Die  Reihe  auf  der  rechten  Seite  unterscheidet  sich  aber  von  der  to 
no.  (9)  nur  dadurch,  dass  hier  v-f  1  steht,  wo  dort  v;  ihre 
demnach  mit         bezeichnet  werden,  so  dass  jetzt 

a  +  ß— v 
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ist.  Schreibt  man  für  v  der  Reihe  nach  0,  1,  2,  .. .  v— 1,  so  erhält 
man  die  folgenden  Relationen 

Xi  =  — Xo. 
 c  f 


fc= — 5 — y* 


•  ••••• 

)V  =  ^  ^-1 

und  durch  Multiplikation  aller  dieser  Gleichungen  nach  Hebung  von 


y,=  -p  £  3—       ^  yo- 

Nun  reduzirt  sich  aber  die  Reihe  (9)  für  v  =  0  auf  ihr  erstes  Glied 
ßo|J0  =  l,  mithin  ist  y0=1  UI,d  somit  yv  bestimmt.  Da  diese  Faktoren- 
folge offenbar  nach  der  Analogie  von  fi,  mit  (a+ß)v  bezeichnet  werden 
kann,  so  ergiebt  sich  jetzt  das  sehr  wichtige  Theorem 

(10). 

Dasselbe  lässt  sich  noch  in  einer  etwas  anderen  Gestalt  darstellen, 
wenn  man  a  negativ  nimmt  und  bemerkt,  dass  überhaupt  immer 


r-ti  ).=(-!)•  1.2.3...* 


,    , (Mj-jj  (ft+^t-l)  (ft-H-l— 2) . . . 
— <— l'  1.2.3...« 

oder 

(-^.rrC-D^^-l). 
ist.    Man  erhält  nämlich 

(-in  («+v-l)„  ßo- («+V-2V-,  ft  +(«-H^-3)i-,Ä— . . .  \ 


oder  weil  (— a+/3)v=  (— a— ß)y  =  (— l)v(«-/3+v— l),»  ist,  wenn  man  bei. 
derseits  o+l  für  a  setzt, 


Digitized  by  Google 


83 

(a+*)*A>  -  («-H'-Dx-i  ßi  -f  («+v~ 2),-*^  ±a0ßv 

=  («-/3+v),  (II) 

und  von  diesem  Satze  werden  uir  nup  sogleich  Gebrauch  machen. 

Der  Zweck  der  Transformation,  welche  wir  mit  der  Gleichung 
(4)  vornehmen  wollen,  besteht  darin,  alle  Grössen,  welche  auf  der 
rechten  Seite  vorkommen,  über  gleichen  Nenner  zu  bringen,  so  dass 

innerhalb  der  Parenthese  nur  eine  nach  Potenzen  von  x*  fortschrei- 
tende Reihe  übrig  bleibt.  Wir  stellen  daher  die  Gleichung  selbst  in 
folgende  Form : 

f)"(a  +  xx)P  (!*) 

+  /U3J£g  X^  (rt +  . .  .  +  fln  En  x*X 

•  « 

und  entwickeln  die  einzelnen  Potenzen  mit  Hülfe  des  binomischen 
Satzes.    Die  Reihe  innerhalb  der  Parenthese  wird  dann  gleich 


^  f(n-l)0a"-"**+(»  - \)x  a»-^+(w-t)2^-»^  +  . . .] 

+  H  &t  [(w-2)0  a«-*x*  f  (h-2)4  a"-3*3*  +"...] 

+  ^^[(«-2)0^-^  +  ...] 

+  

Nimmt  man  alle  Glieder  in  vertikaler  Richtung  zusammen,  so  kann 
man  dieselben  in  folgende  Form  bringen : 

1t  1%  ^ 

wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  worden  ist: 
n  n 

6\  =  ft1^l(n— 1)0 

G%=nk  (n-l)i  +  fia4(»-2)0 

G9  =  ff,  h  («  - 1  )a  +  f^fi»  (n  -  2),  +  f*3  4,  («  -  3)0 

u.  s.  f. 

Nach  Nr.  (12)  haben  wir  nun 

Z*(rH  .r*)'* 

=<«±^,5,^+4..^+:...*&^j  (13) 
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Die  mit  G  bezeichneten  Coeftizienten  können  übrigens  in  einer 
kürzeren  Form  dargestellt  werden ;  nach  den  vorhergehenden  Gleichun- 
gen bat  man  nämlich  für  ein  ganzes  positives  p: 

n  n  n  n 

6p  =        («  I  u-,  fcj  (n—2)p-^ -f  fr  Ez  (w—  3)p_3  -f- .... , 

wobei  man  die  Reihe  nur  soweit  fortzusetzen  braucht,  bis  sie  von  selbst 
abbricht,  was  mit  dem  Gliede  (w— p)p~p  der  Fall  ist.  Schreibt  man 
die  Reihe  in  umgekehrter  Ordnung,  so  wird 

4  =  PpEp («-/>)o  +  r**-i  h-i />+l)i  +        &P-* (11-^+2)»+..., 
und  wenn  man  für  die  mit  E  bezeichneten  Grössen  ihre  Werthe  setzt: 

n 

Ppin-pMpolpk)^  [^l]+fr[p=3k] -....! 

+  f*P-i  +     U/»-^[^A]-(/>-l)lf^r=2A]  +  .... ! 

-f  ^  (»-/H^ 1  (p-*)o  l  ;^2AJ- . ...  | 

+  

Addirt  man  hier  in  vertikaler  Richtung  und  setzt  zur  Abkürzung : 

<7o=Mw— p)oPo 

Vi  =  Pp-i  (»-1P+1)i  (P-1)o  —  r*i» (»-P)oPi 

^=^+»(»~/'+2).J(p-2)0-Ml,_1  fit-ji+l),  +M«-p)o/*2 

u.  s.  f., 

so  ist 

Gp^ffoiP^hffiiF^^nff^iP^^U   m 

Die  mit  #  bezeichneten  Grossen  stehen  hierbei  unter  der  allge- 

+  f*l»-v+*(K— p+v— 2;  v-|-2)2—  .... 

Drückt  man  hier  uy,_ ,  |  ^  ,  ftP_r+.2  etc.  durch  ftp-,  aus,  indem 

etc. 
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ist  und  setzt  für  (/>— v+l^  ,  (p— v-f2)a  etc.  ihre  Werthe,  so  erhält 
man  sehr  leicht: 

gv  =  fip-v  { (n— p+v)„  (fi— /> + v)0  —  (n-p+ v— \  (|*- p+v)x 
+  (»—/>+v— 2)„_ie  (^-^+v)a  — .... ) , 

d.  i.  nach  Formel  (II)  für 

a  —  n—p  ,  ß  =  n~p+vt 

Demgemäss  geht  die  Gleichung  (t4)  über  in 

GP  =  (;i-ft)o  f*„  [pl\  +  <»-fOi  [?=U] 

+  iWP11^]  + ....  (15) 

n  a 

und  für  die  so  bestimmten  Werthe  von  G%  ,  6'2  etc.  haben  wir,  wie 
schon  früher 

/>«(a+j^y  (16) 

und  hierin  eine  ebenso  elegante  als  brauchbare  Formel. 

§19. 

Reduktion  des  allgemeinen  Theoremes  in  §.  17.  für  einige 

spezielle  Fälle. 

Es  giebt  einige  besondere  Werthe  von  X,  für  welche  sich  die  Reihe 
/>iAn—pa(2*)«  +  p3(3A)n  — (1) 

n 

die  zur  Bestimmung  des  CoefTizienten  Ap  dient,  summiren  lässt,  wodurch 
sich  dann  eben  so  viel  spezielle,  aber  wesentlich  einfachere  Formeln 

für  Z*"/^)  ergeben.  Es  wurde  aber  zu  weit  fuhren,  hier  die  Sumrai- 
rung  der  Reihe  (1)  in  den  besonderen  Fällen  vollständig  zu  entwickeln, 
da  dieselbe  oft  auf  sehr  fern  liegenden  Eigenschaften  der  Binomial- 
koefuzienten  ganzer ,  gebrochener  und  negativer  Exponenten  beruht  und 
es  wird  dagegen  die  Mittheilung  der  Resultate  genügen,  sobald  man 
den  Nachweis  hinzuliefert,  dass  dieselben  in  der  That  richtig  sind. 
Zu  einer  Controle  über  Angaben  der  Art  kann  man  aber  sehr  leicht 
gelangen ,  wenn  man  zwei  auf  einander  folgende  Differenzialquotienten, 
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etwa  D*f(x*)  und  D*+lf(ar)  betrachtet,  wobei  es  jedoch  v  ort  heil  halt 
ist.  die  Reihe  in  No.  {'IX)  §.  17.  in  umgekehrter  Ordnung  darzustellen. 
Dann  wäre  also 

D»f{xk)=  (2) 

und  ganz  entsprechend 

7>+Y(^)=  (3) 

Andererseits  entspringt  D*+lf(ar)  aus  Daf(x^)  durch  Diflereu- 
ziation  des  letzteren  Ausdrucks  und  folglich  muss  auch  der  Differen- 
zialquotient  der  Gleichung  (2)  mit  Nr.  (3)  identisch  sein.  Jenen  Diffe- 
renzialquotienten  findet  man  aber  sehr  leicht,  wenn  man  die  Division 
mit  x*  gliedweis  ausfuhrt  und  darauf  jedes  einzelne  Glied  nach  der 
Formel  für  die  Differenziation  der  Produkte  differenzirt ;   es  ergiebt 


D"+if(x*)=XAnx»x-"+l-if(»+i)       +  (nX— n)  jnXni-n-Y«) 

+  4  * -i/t—  D  (**)  +  (^2A  -  n)An^x<^ 

+    .    .  .  

d.i.,  wenn  man  die  Glieder  mit  gleichen  Faktoren  zusammennimmt, 

+  [  (^~t        JL-i  +        *  ]  «<—  i )  */Tp-D       + ... } 
mit  Nr.  (3)  verglichen  giebt  diess 

«4-1  n 
An+  1  —  XAn 

«4-1  »  « 

An    =  (nA— w) 
«4-1    «  « 

=(»— U—  Ii)  +  lAn-x 


und  überhaupt  wenn  <y  eine  ganze  positive  Zahl  bezeichnet 
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n-f  1   n  n 

yin__,=  (7l-^~ »)  +  XAn-q-1  (4) 


Hieiin  spricht  sich  ganz  allgemein  das  Gesetz  aus,  nach  welchem 
die  Coefßzienten  der  Ordnung  +  l  aus  denen  der  Ordnung  w  zu- 
sammenzusetzen  und  diese  Relation  (sogen.  Rekursionsformel)  bildet 
zugleich  den  Probirsteiri  für  einen  etwaigen  kürzeren  Ausdruck  des 

n  n 

Coeffizienten  Av  odrr  An-q,  den  man  durch  Summirung  der  Reihe  (1) 
gefunden  haben  konnte.  Die  speziellen  Fälle  nun,  in  denen  es  glückte 
die  Reihe  in  (1)  zu  sumroiren,  sind  A=  — 1,  A  =  2,  A=J;  es  fand 
sich  nämlich 

I.    Für  X  =  -t 

=  (- 1)» (n  - 1)  («  -2)....  (p  + l)/> .  nf , 

mithin 


wenn  man  nämlich  berücksichtigt,  dass  immer  ;i„_9=?i9  ist.  Die  Glei- 
chung (2)  nimmt  jetzt  folgende  Gestalt  an : 

(-l)«Z>V(i)  = 

jLH^+ fi^/^&  +  (n"1)jr ^  •  "»/Hb*  

und  dass  dieselbe  richtig  ist,  kann  man  nun  leicht  mit  Hülfe  der  For- 
mel (4)  sehen.    Es  ist  jetzt  nämlich  für  A=—  t  und  nach  Nr.  (5) 

(2» -  y)(n-l)(it-2) ...  («-r,).W,+(»-l)(n-2)... 

...  l) .  nq+i } 

=  (- 1)»+'  (ti-1) (n-2) ...  («-,,) | (271-?) «,+  (n-iy-l) «}fl  j 
und  weil  Wf+i  =  ^fiwf  ist: 

X-f  =  (- 1)°-» 1  <«  -  t)(«-2)...(it-V) .  n9  { (2«-7)+  (n- y-1)  £=| , , 
dabei  reduzirt  sich  der  Inhalt  der  Parenthese  auf 

n*+n  n(n+l) 
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und  folglich  wird 

J„-,:=(—  l)B+l  M  (M  —  1)...  (II  -(/)  .  ^JJW? 

=(-l)-+in(«-.l)...(M-7).(M+i)9fl 
oder  9-I  an  die  Stelle  von  q  gesetzt 

uZ-hi = (-  lp+**(n~l) ...  <«  -  q  \  t) .  (*  + 1), 
und  dies  ist  allerdings  dasselbe,  was  man  aus  no.  (5)  durch  Vertau- 
schung von  n  gegen  n  |  1  erhält;   die  Gleichung  (6)  gilt  demnach  für 
den  («  +  l)ten  Differenzialquotienten,  wenn  sie  für  den  «ten  richtig  war. 

Nun  giebt  sie  aber  für  i/  =  l  das  richtige  Resultat  1^(1) =  — 

und  folglich  ist  sie  auch  für  rs2,  3,  4  etc.  gültig.  Als  Beispiel  mag 
die  Annahme  /*(//)=  eav  dienen,  welche  die  Gleichung  liefert: 

/'         '      '  '  (_l)«/>»4"  =  (?)  ' 

*  * 

11.    Für  i=2  fand  man 

■  * 

»  1.2...«0. 
=u(n-l)(«-2)....(/;+l)2^p»-p, 

folglich 

JL_,  =  2»-25  n  (n_2) ....  (n-frf  1) .  (w— <y), , 

oder  wegen  des  Werthes  von  («  —  q)qi 


1.2.3...  q 

Die  Gleichung  (2)  geht  jetzt  in  die  folgende  über: 

=  (2*)»/C«)  (**)  +  ü<*pü  (2*)»-»/<— U  (*■) 
;    -f  n(»-D(n-2)(n-3)  (2;r)^4/(»_2)  ^ + , 


(8) 


(9) 


von  deren  Richtigkeit  man  sich  wieder  sehr  leicht  mit  Hülfe  der  Re- 
kursionsformel (4)  überzeugen  kann.  Es  ist  nämlich  für  k=2  und 
wegen  der  Gleichung  (8)  nach  no.  (4): 


I  
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9  +  l 


und  ebenso  wäre  der  vorhergehende  Coeffizient 


und  diess  ist  mit  dem  identisch ,  was  man  aus  der  Gleichung  (8)  er- 
hält ,  wenn  man  darin  ?i  +  1  für  n  setzt.  Die  Gleichung  (9)  gilt  also 
vom  wten  Differenzialquotienten  weiter  auf  den  (n-f-l)ten,  folglich  all- 
gemein, weil  sie  für  n  =  l  das  richtige  Resultat  Df(x*)  =  2a/'  (x2) 
liefert. 

» 

Die  Gleichung  (9)  hat  man  übrigens  häufig  anzuwenden  Gelegen- 
heit, da  man  bei  vielen  analytischen  Untersuchungen  in  den  Fall  kommt, 
Funktionen  von  x*  differenziren  zu  müssen.  Für  f(y)  =  e*y  hat  man 
sehr  einfach 


(10) 


Ebenso  leicht  findet  man  aus  der  Annahme 


D»{\-\-kx*)H  = 


n 


oder  auch  nach  Absonderung  des  Faktors  fjtt] 
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ß"(l  +  *ariy  =  (11) 

Als  specielle  Fälle  sind  noch  von  Interesse  die  Annahmen  fi=—  1 
und  ft  =  w  +  i    Die  erste  giebt 

/^(l  +  Jb:*)-1  = 
(-l)»1.2...»(l+^)-<^»{Ä«C2a:)«  -  ü^p-1*— 1C2.r)—»(l  +  ^) 

+  ("        (;  =  3)  *»~»  gar)-*  (1  -f  ■  ■ .  I 

d.  i.  wenn  wir  zur  Abkürzung  Binomialkoefözienten  einfuhren 

^^(nfe)-  (,2) 

+  («-2),       (2*)»-«  (1  +  k*W  - ...  1 
Für  ^  =  n  +  t  nimmt  die  allgemeine  Form  der  in  der  Reihe  (11)  vor- 
kommenden Coeffizieoten  nämlich 

„(n_l)(n-2)...(n-2y+l) 
1.2...?.0t-»  +  l)  (,i—«  +  2). ..(,*-«  +  ?) 

die  folgende  Gestalt  an : 

n(n—  l)(n  —  2)...  (»  — 2o+  1) 

,  „  ,       3  5  7       2«  +  l 
i .  z .  o ...  q .  fcj  .  tj  .  ^  ...  — ^ — 

oder  wenn  man  Zähler  und  Nenner  mit  2*9  raultiplicirt 

«(n~l)(n-2)...(n-2g-|-l)  oa? 
2. 4. 6.  ..(2?).  3. 5. 7.  ..(2?+l)  ' 

Nun  ist  aber  der  BinomialkoefBzient 

■ 

(n  +  l)          ,  (tt  +  l)n(>t-l)...(»i-2y-fl) 
(B+1)m+1  ~   1.2.3.4...(2?+1)  ■ 

folglich  unser  obiger  Ausdruck  auch  gleich 
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i  • 


Hiernach  erhalten  wir  aus  der  Gleichung  (11)  die  folgende 

n  -f- 1 

+  H1)4^M1+W-.I 

Setzt  man  noch  k  =  - 1  und  n— 1  ftir  w ,  so  lässt  sich  die  auf  der 
rechten  Seite  der  entspringenden  Gleichung :  #  •  • 

(-!)■  1.3.5...  (in- 1)  ( ni  ^  ^--^  ^  ^3 ^—^ , , 

stehende  Reihe  leicht  summiren.  Wir  haben  uämlich  in  der  Einleitung 
den  goniometrischen  Satz  kennen  gelernt: 

-in  na  —  nv  cos"- 1usinw— w8 cos*— 1Msin  zu 

-f  »5cosB-6«sin  •«—...., 

welcher  sich  für  cosM  =  ar,  also  sinn  =  V  i-*2  und  u  =  Arccos  x 
auch  in  folgender  Form  aussprechen  lässt 

sin  (n  Arccos  a-)  =  w, xn~l  Vi  —  x1—  w3  x1*-3  \fl—x* 

-|-  w6  a:"-5  ^  1  =  .r*6  —  .... 

und  so  die  Summe  der  oben  vorkommenden  Reihe  liefert.  Es  ergiebt 
sich  demnach 

Un-i (i _ =  (-1)"1.3.5...(2h-1)  gin (n Arccog x)  (f3) 

ein  zuerst  von  Jacobi  aufgestelltes  sehr  elegantes  Theorem. 
III.    Für  X  =  \  ergab  sich 

Ap-{~1)    Pi.2...p  :n&=f  

oder 

und  folglich 

i^,  =  (_1),  („_!)(„ -2)... 

und  da  der  Binomialkoeffizient 
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(„  f  H  _  i),  =  C»  +  y--i)(« +?-?)■... 

1  ..... U 

ist, 


7      _  (-»)'  («-f  </-!)(»  +?-•>)■  ■.ti(M-l)...(n-g)  .... 

A-f  =  -9  574.6...  (2,)   <M) 

und  somit  bekommen  wir  aus  der  Formel  (2)  die  folgende 

(n+  IM*  -  lXn-2)  Vj)  | 

•2.4  (V/)"!«  iV 

Fflr  die  Richtigkeit  dieses  Theoremes  wird  uns  nun  wieder  die 
in  (4)  aufgestellte  Relation  als  Controle  dienen.  Es  ergiebt  sich  näm- 
lich aus  derselben  nach  no.  (14) 

•fi  ti  +  ?  (-t)*  (*  f  g—\)(n  +  9-+).  ..(w-y) 

A—1  ~  2       *?»  2.4.G...(2V) 

1    (-t)rf'  (n  +  ?)  (»  +  y-i)...(»-y-t) 

+  2  &  2.4.6. ..(Vf2) 

(  — l)y+i   (n  +  y)(n-f       !)...(»—  q)    .  n-q-l 

-~2H^  2TOTT(^)  U  +  ~tyW* 

(-l)yfi    QHjJ-tXMjj  (/t  +  y-~l)...(n  —  q) 
—  2.4.«...(2y +  2) 

Ebenso  wäre  q  —  1  für  q  gesetzt 

-  2^T-'  2.4.  0...(fy)  

Das  Nämliche  würde  man  aber  auch  aus  no.  (14)  erhalten,  wenn  man 
daselbst  *-fl  an  die  Stelle  von  ft  setzte.  Die  Gleichung  (15)  gilt  dem- 
nach von  v  auf  »  f  l  und  da  sie   für  n  —  i    das  richtige  Resultat 

l>f{<Sx)= ~j=f  ( VI)  liefert,  so  folgt  daraus  ihre  Allgemeingültigkeit. 

Für  /(y)  =  (l  -f-  ky)?  erhält  man  z.  B.  aus  ihr  nach  einiger  Reduktion 

(n+l)n(w-l)(n-2)    /l  +  *V~g\a 
+  2.4.(,i-n+l)0i-n|-2)V  / 

noch  spezieller  ffir  fi=2»  — 1 
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+  \2k\rjJ-" 

wobei  die  Summe  der  eingeklammerten  Reihe 

(l + k  V*  y-*    //c\Tx— ly- 1 

ist.    So  findet  man  nun  sehr  leicht 

und  wenn  man  berücksichtigt,  das« 

n  («4t) . . .  (2n— 1)  _    1 . 2 . 3. . .  (2n- 1) 
•2— 1  -l.2.3...(«-l).2»-« 

ist,  so  wird  endlich 

/>-(!  + *^)^>  =  i-3-5-(2"-1>^fc-i)-'. 

Die  Annahme  =  e°»  bildet  ein  zweites  Beispiel ;  man  findet  ohne 
Schwierigkeit 

f   "    Y  l  t_"(»-l)    l     .  («-f  l)»(«-l)(»-2)/   l    Y  \ 


§20. 

Independente  Bestimmung  von  Dnf{ez). 

Durch  ein  Verfahren,  welches  dem  in  §.  17  angewendeten  völlig 
analog  ist,  lassen  sich  auch  leicht  die  Gesetze  entdecken,  nach  welchen 
sich  die  höheren  Differenzialquotienten  von  f{e*)  bilden.  Zuvörderst 
nämlich  findet  man  leicht  durch  successive  Differentiation: 

Df{f)=.e*fW 

DY(e*)  =  e*f  (e*)  +  e*/"(e*) 

D*f(e*)  =  e*f  (e*)  +  Ze**f'  (e*)  +  e  **f"  (e*) 

D^f{e^)=e*f'{e')^7e^f^)^^*r\e')^e^f^{e')  u.  s.  f. 
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Die  allgemeine  Form,  unter  welcher  alle  diese  Gleichungen  stehen,  ist 

Z>V(e*)  = 

X  e*f  i^+A^f'ie1)  +  AtffUft  + ...  +  An  e"/*(n) 
in  welcher  wieder 

nun  n 

Ai  ,  A2  ,  A$  ,  ....  Au 

gewisse  CoefBzienten  bedeuten,  deren  Bildungsgesetz  wir  zu  erforschen 
suchen  müssen. 

Aus  dem  Verlaufe  der  oben  entwickelten  Gleichungen  geht  nun 
hervor,  dass  diese  Coeffizienten  wohl  vom  Ordnungsexponenten  n  und 
ihrem  Index,  aber  nicht  von  der  Natur  der  Funktion  f  abhängen,  dass 
es  folglich  zur  allgemeinen  Bestimmung  ihrer  Werthe  hinreicht ,  die- 
selben für  irgend  eine  spezieile  Funktion  f  auszumitteln.  Hierzu  dient 
uns  die  Substitution 

aus  welcher  für  ein  ganzes  positives  p  folgt 

/Wfr)  =  «(»-l)(n-2)...(«^  +  l)(l+y)»-l» 

folglich 

*  /Tp)  (e*)  =  [«]  (1  +  e*)»-P 

und  also  nach  dem  Theoreme  in  (1) 

Z*(l  +  e*)»=  (2) 

iitul^a+c)»-'  +     «»'(l  +  e*)»-»  +  ^[itje^a+c*)»-^  ... 

. . .  +An-X  [«]  V"-«*  (1  +  e*)  +  i»  [w]  e»*. 
Andererseits  hat  man 

und  nach  der  Formel 

=  k»ek* 

auch 

/>  (1  +  e*)«  = 
l«itIe*  +  2»ftJEe**  +  3nn3ea*  +  . . .  +  wnnnc"*. 

Vergleichen  wir  diess  mit  no.  (2)  und  setzen  zur  Abkürzung  ex  =  y, 
so  ist 

1"  «1  y + 2»    y a  +  3«  «8  y »  +  . . .  +  »«  *  n  jT 

=    [»Ii  0  +.y)n-l+^2rw].y2(i+y)»-2  +  i3[«1ys(i  +y)n"3+.. . 
;  f..  +  i«-1M13r-(i+y)+in[«]> 
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Umwandlung  der  Potenzen  (1  -^y)*-1  ,  (1  etc.  io 

Reihen 

=  +  (»-l)i.V2  +  («-lkv'  +  ...+(n-l)^_iy»j'' 


+  4fMljJ,  +  (*-3)1.v«  +  (n-3)ay>+  -..  +  (»-3)^,jn 
+  

Damit  diese  Gleichung  für  alle  möglichen  Werthe  von  y  bestehe,  ist 
es  nothvvendig,  dass  die  CoefGzienten  gleicher  Potenzen  von  y  einan- 
der gleich  seien;  aus  dieser  Bemerkung  (Hessen  folgende  Gleichungen: 

lnWi  =  Ay  [n] 

=  Attuhn-ih  +A2[n) 

3»n3  =  ^[n]  +  A2  [n](n— 2)A  +  J^fr]  . 

4»«4  =  jjjjk-lfc  +  i  [*](»- 2),  +  4  [•](»- 3),  -f  i4[wf 

n»n»  =  i,  [n5  +  A% [n]  (n-2),-a  +  A%  [n]  (*-3)„_3  + ...  +  A«[n) 

Setzt  man  für  [»]  ,  [w]  ,  [w]  etc.  ihre  Werthe  n  ,  n(n  —  1)  ,  n(n — \) 
(n — 2)  etc.  und  ebenso  die  Werthe  der  Binomialkoeftizienten  hin,  so 
erkennt  man,  dass  die  erste  Gleichung  sich  durch  n  aufdividiren  lässt, 
die  zweite  durch  n(n  —  1)  ,  die  dritte  durch  n(n  — 1)(» — 2)  etc.,  die 
letzte  durch  n(n  —  1) .  ..2.1.  Nach  Ausführung  dieser  Divisionen  neh- 
men die  obigen  Gleichungen  folgende  Form  an  : 

2«       1  n  n 

0  =  rJ1  +  A2  f  ...  t(t| 

In  1      «        i  *»  " 

I.2.3.4=OT3Jl  +  V2A*  +  f4»  +  fi 

f  :         !  i    \  i  •*•       ■  I     .   '  .r: 

•••«..... 

Trr^=r.li..\n-i)Al  +  1.4. .(«-2)^+-+-}^-»  + 


» 
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Vergleicht  man  diese  Relationen  mit  den  Gleichungen  unter  no.  (6)  in 
$17,  so  erkennt  man  sogleich,  dass  man  es  nur  mit  einem  speziellen 
Falle  derselben  zu  thun  hat,  in  welchem  für  ein  ganzes  positives  p, 

kv  =  pn  ,  xv  —  Ap 

ist.  Da  nun  aus  den  Gleichungen  (6)  in  §  17  für  xp  der  unter  no.  (8) 
oder  (9)  verzeichnete  Werth  folgt,  so  ist  in  unserem  Falle 

A,  =  I  inPi  -  *V%  +  3"P»  -  •••  ±  P9Pp\  (?) 

oder 

a 

4~T5:^{*ß~~(*~iy'pl  +  tP-^P*  -  tP-Wp*  +  — )  <4) 

und  für  die  hierdurch  bestimmten  Werthe  der  Coeflizienten  gilt  nun  die 
Gleichung  = 

X  e* /*'(«*)  +  4t** FW  +  Ae**r{**)  +  •••  +  An *~f 
Für  die  Anwendung  derselben  auf  spezielle  Fälle  ist  es  bequemer,  die- 
ses Theorem  in  etwas  anderer  Form  auszusprechen.    Setzt  man  nämlich 

KP  =  Pn  -  (P  - 1)" Pi  +  <P  -  2;n  P*  -  (P  -  3)«  ^  + . . .  (6) 
so  ist  auch  1>n  f(eX)  = 

\&1**f(**>+fä&*+'f*(*)  +  t4^** ^r^  + ...  j  (7) 

Passende  Beispiele  zu  diesem  Theoreme  bilden  folgende  Sub- 
stitutionen : 

L   fiy)  =  («  +  yX*,  wofür  man  erhält 
„„„  folgHch  .  (8) 

t«.*^;^;  +  +•••+*•  1 

•  ...  1 

also  z.  B.  für  p  =  — ^ 

8* 


Digitized  by  Google 


97 


/>"(*—)  =  CO 

;         2.4.0.  ..C>n)     Kn\a+e*J  1 

und  für  fi  =  —  1 , 

fl"(s7?)=  ™ 

II.  Für  /•(#)  =  /(«  +  .»)  findet  man 

t        £  >      (— 1)p-'1.2.3...(»— 1)  »  1 

folglich  nach  no.  (7) 

III.  Die  io  (8)  und  (11)  entwickelten  Formeln  können  selbst  nie- 

w  n 

der  zur  Entdeckung  von  Eigenschaften  der  Coefßzienten  Kx  ,  K2  etc. 
benutzt  werden,  wenn  man  die  willkührliche  Constante  a=0  setzt.  Man 
hat  dann  auf  der  linken  Seite  von  (8) 

Dn  ef*  =  ft"  ef*' 

m 

und  nach  beiderseitiger  Hebung  mit  eM* , 

n  n  71  n 

ft»  =  jt^         +  f^Äi  +  f*3  ^3  +  •  •  •  +  t*n  Kn  (12) 

was  eine  sehr  bemerkenswerthe  für  jedes  ft  geltende  Relation  ist. 
Substituirt  man  für  fi,  ,  ^  ^„  ihre  Werthe 

1  ■    i.2~ 1  — no" 

führt  die  angedeuteten  Multiplikationen  aus  und  ordnet  in  (12)  Alles 
nach  Potenzen  von  (i,  so  müssen  die  CoeflGzienten  gleicher  Potenzen, 
von  u  einander  gleich  sein.    Da  aber  links  nur  ftn  steht,  so  folgt, 
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dass  die  Coeffizienten  aller  niedrigeren  Potenzen  von  /x  der  Null  gleich 
sind,  der  Coeflizient  von  fi  dagegen  der  Einheit  gleich  ist.  Nach  die- 
ser Bemerkung  ist  z.  B.  der  Coeflizient  von  ft1, 

In       4    n        In  (  1\n—  1  n 

r*-|4+f*-...+s-i~- #«  =  o, c«>i)  (i3> 

und  der  Coeflizient  von  p«, 

1 '  " 

1.2.3...«*"  =  1 

n 

oder  vermöge  des  Werthes  von  Kn, 

1.2.3...»  =  «»  —  (n  —  l)"»!  +  (w  —  2)««^  —  (,i_3)»«3  +  ...  (14) 
ein  an  sich  sehr  bemerkenswerther  Satz. 

Nimmt  man  auch  in  der  Formel  (11)  «=0,  so  kommt  man  auf 
das  schon  unter  no.  (13)  gefundene  Resultat. 
* 

§  21. 

Besondere  Transformationen  für  J>»(a  +  e*)-1  und  D*{a  +  e*yu. 
Man  hat  sich  vielfach  mit  den  höheren  Differenzialquotienten  der 

*UI,kti°n   1_ 

a  +  e* 

beschäftigt,  weil  man  aus  ihnen  die  höheren  Differenzialquotienten  von 
tanx,  cot*,  sec#  und  cosecr  ableiten  kann.  Die  Resultate,  welche 
man  bei  diesen  Untersuchungen  bekommen  hat,  sind  zum  Theil  formell 
sehr  von  einander  verschieden,  lassen  sich  jedoch  saminl  und  sonders 
aus  den  im  vorigen  Paragraphen  entwickelten  Sätzen  ableiten,  welche 
man  daher  als  ihre  gemeinschaftliche  Quelle  ansehen  kann.  Wir  wollen 
einige  Transformationen  dieser  Art  mittheilen ,  die  den  Zusammenhang 
der  verschiedenen  Formen  für  eine  und  die  nämliche  Sache  aufdecken. 

I.    Will  man  in  der  Formel  (10)  den  gemeinschaftlichen  Faktor 

1 

«  +  e* 

wegschaffen,  um  blos  Potenzen  von 

e*  • 

1 
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also  eine  Reihe  von  der 

zu  sehen ,  so  beachte  man ,  das« 

ist,  setze  zur  Abkürzung 

und  multiplicire  beiderseits  mit  — a,  so  wird 

=  (l~~u){klu  —  K^u*  +  A3"3— ....  +  (—  l)*-1  Knun  \ 
=1,«-  &  +  Kt)  «*  +  (A,  +  A*)  «3  -  (A4  +      u«  + ... 

...  +  (-  (  A« + A—,  )  «»  +  (- 1)«  A n  «»+  *. 

Setzen  wir  kürzer 

-  aD"  (^)  =^M~       +  ^«3- +  (- A+t  (2) 
so  ist  durch  Vergleichung  mit  dem  Vorigen 

n         n       n        n        n       n  nn 

Jg  zzz  A|  -  t/2  ——  Aj  ~f"  A^ ,  J$  =  Äj  -f-  A_2 , .... 

n         n         n  n  n 

...Jn  —  An  -f"  An— 1  ,  «/n^  i  —  An 

oder  überhaupt  für  ein  ganzes  positives  p 

n         n  n 

7P  =  Kp  +  Ap_, , 

n  n 

wobei  man  für  p  =     Ao=0  und  für  p—n,  Km+t  =0  genommen  wer- 

n  n 

den  muss.   Aus  den  Werthen  von  Kp  und  Kp—X  folgt  leicht 

Jp  =Pn  ~(p-i)H [pi  - 1]  +  (p-2)"  |>2— Pi]  - 
oder  nach  dem  Satze  von  den  Binoraialkoeffizienten 

Pr  —  (P  ~  i)r-i  =  (p  —  l)r  , 

welchen  man  hier  der  Reihe  nach  für  r=0,  1,  2,  3,...  anzuwenden 
Gelegenheit  hat: 
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Für  die  hierdurch  bestimmten  YVerthe  der  Coeftizienten  Jl  ,  Jz  ,  ... 
-   Jn\x  ist  nun  nach  (2)  und  (1) 

—"(vh)*  <« 

*Gfe)-4fe«,*~«-*t.W- 

Remerkt  man,  dass 

1       11  g* 

«i -f- «?* ~~  a     a*a  +  e* 

ist,  so  hat  man  auch 

ein  durch  seine  Eleganz  bemerken&werthes  Resultat. 

II.  Man  kann  zu  der  so  eben  entwickelten  Gleichung  auch  noch 
auf  anderem  Wege  gelangen.  Man  setze  nämlich  in  der  Gleichung  (II) 
m  +  I  an  die  Stelle  von  n  und  bemerke  für  die  linke  Seite,  dass 

UM       +  e*)  =  Z>«  [Dl (a  +  e*)  ]  =  D-  [ 
ist ;  man  erhält  dann  : 

Aus  der  Vergleichung  von  (5)  und  (6)  folgt  jetzt  für  jedes  positive 
ganze  p 


Jr  =  l-%,  .  (7) 


n  «4-1 

vermöge  der  Werthe  von  Jv  und  Kp  ein  rein  algebraischer  Satz 
ist  Da  sich  derselbe  auch  direkt  leicht  beweisen  lässt,  so  konnte 
man  hiermit  jede  der  Gleichungen  (5)  und  (6)  aus  der  jedesmaligen  an- 
deren ableiten. 

Nimmt  man  in  no.  (5)  x  negativ,  a  =  — 1  und  bemerkt,  dass 
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e—  1  1 

ist,  so  ergiebt  sich  leicht 

ein  zuerst  von  Malmsten  gefundenes  Resultat  *). 

III.   Eine  andere  Transformation,  welche  man  mit  der 
nen  Gleichung 

I 

vornehmen  kann,  hat  zum  Zweck,  alle  Grössen  in  der  Paranthese  rechts 
auf  gleichen  Nenner  zu  bringen.  Der  nächste  Schritt  hierzu  ist,  die 
Gleichung  selbst  in  folgender  Form  darzustellen  i 

=  (a  +  e*  y~*  |ft1/?1c*(fl  +  c')''-i+ft2  K2  e**  (a  +  e* )—« + .. .  +  ft„  K „e»*J, 

wo  nun  alle  Potenzen  in  der  Parenthese  nach  deren  Binomialtheoreme 
zu  entwickeln  wären.  Wir  können  uns  aber  diese  Arbeit  ersparen, 
wenn  wir  uns  erinnern,  dass  wir  eine  ganz  ähnliche  Rechnung  schon 
einmal  in  §  18.  V.  gemacht  haben,  als  wir  die  Gleichung  (1*2)  daselbst 
transformirten.  Bemerken  wir  nun ,  dass  Das,  was  in  no.  (0)  innerhalb 
der  Parenthese  steht,  mit  Dem  conform  ist,  was  dort  in  der  Paren- 
these enthalten  war,  und  dass  Jenes  aus  Diesem  abgeleitet  werden 
kann,  wenn  man  statt 

•  -    .  •  / 

nun 
,  Ex  ,  £2  ,  £3  ,  .... 


setzt 


*)  Arvhiv  der  Mathematik  von  Prof.  Grnnert  Thcil  VI.  S.  45.  Um  die 
Bezeichnung  in  Einklang  zu  bringen,  muss  man  statt 

n 

n  ,  p  ,  Jp 

schreiben : 

/  ,  A  ,  c, 

wobei  aber  da«  letzte  Symbol  etwas  unbequem  zu  sein  scheint. 
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ex  ,  Ki ,  K%  ,  K3  ,  . . . . 

so  ergiebt  sich  auf  der  Stelle,  dass  der  Inhalt  der  Parenthese  in  For- 
mel (9)  sich  folgenderraassen  darstellen  lässt: 

H  fi  n 

1^  ß"-1  e*  +  Z^a»-2«2*  +  L3  an-3e**+ .... 

n  n 

worin  hv ,  Xa  etc.  Co  effizienten  bedeuten,  die  eben  so  aus  den  mit  K 

n  n 

bezeichneten  Grössen  gebildet  sind,  wie  die  Coefiizienten  Gx  ,  G%  etc. 
in  der  früheren  Untersuchung  aus  den  mit  E  bezeichneten  Ausdrucken. 
Wir  haben  also 

Nach  der  so  eben  gemachten  Bemerkung  hinsichtlich  der  Coeffizienten 

n 

L  ist  nun  klar,  dass  irgend  eine  dieser  Grossen  etwa  Lp  sich  von  dem 

n  f 

früher  entwickelten  GP  nur  um  so  viel  unterscheiden  kann,  als  die 

n 

Bestand t heile  von  Lp,  nämlich 

n       n  n 

Ki  ,      >  K$  ,  •  • .  • 

n 

von  denen  des  Coeffizienten  GP  d.  h.  ; 

■ 

n        n  n 

Ei  ,         ,  £^  ,  .  .  . 

abweichen.    Nun  ist  aber 

EP  *  Po  [pA-Pi       *]  +/>2  [Fäi]-  ... 

n  n 

und  also  unterscheidet  sich  Kp  von  £P  nur  darin,  dass  an  der  Stelle  von 

[pX]  ,  [jJ=U]  ,  fiRft] , ... 

die  Potenzen 

p»  ,(p-l)n,  (p— 2)»,  ... 


n 


stehen.  Daraus  folgt,  dass  man  auch  Lp  aus  GP  ableiten  kann,  wenn 
man  in  dem  Werthe  der  letzteren  Grösse  die  nämlichen  Vertauschun- 
gen vornimmt.   Demnach  ist  vermöge  der  Formel  (15)  in  §  18 
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Lp= (n-,.)«  ^p«  +  (n-,.),  ^  +  Pr—t  (j»-2)»  + . . .  (10) 

ff»  fl 

und  für  die  so  bestimmten  Wertbe  von  Li ,      etc.  haben  wir  jetzt 

f.  n  ml  (11) 

=  (a  +  e*)P-^[Lla»-1e*  +  Xao»-2ea'  +     +  Lna°e**\.) 

Als  spezieller  Fall  ist  hier  die  Annahme  f*=  — 1  bemerkenswerth,  weil 
man  hier  auf  ein  schon  bekanntes,  zuerst  von  Euler  entwickeltes  Re- 
sultat stösst.   £s  wird  dann 

LP  =  (-l)f  { («+l)o/>Ä  -  (n  +  1)!  +  (n+i),  (/>-!>)»  - . . .  | 

und 

SS (a+e*)-(n+i)|  Ijo«- »e*  +  LaO»-2  e**  + ...  +  £„  a°      I . 
Setzt  man  aber  blos 

Lp  =  (»+l)o  Pn  -  (n+l)i  (p-i)«  +  (7i+l)a  (;>-2)»  - . .  (12) 

so  ist 

^G+eO  '  (13) 

was  mit  der  Eulerschen  Formel  übereinstimmt. 

■  • 

§  22. 

Höhere  Differenzialauotienten  solcher  Ausdrücke,  welche  aus  go- 
niometrischen  Funktionen  Zusammengesetzt  sind. 

Die  Aufgabe,  die  höheren  Differenzialquotienten  solcher  Aus- 
drücke zu  entwickeln,  welche  aus  goniometrischen  Funktionen  beste- 


hen, reduzirt  sich  im  Allgemeinen  immer  auf  die  vorhin  behandelte 
der  Entwicklung  von  Dnf(e*).   Da  nämlich  für  V"Z1=< 


exi  _  g-xi             gxi  _j.  e-xi 
s\nx=  ^  »  cos.r=  ^  , 

so  kann  man  jede  Funktion  von  Sinus  oder  Cosinus  auch  als  Funktion 
eitler  Etponenzialgrusse  ansehen  und  demnach  die  Lehren  des  §  20 
in  Anwendung  bringen.  Das  Technische  dieses  Verfahrens  wird  man 
leicht  aus  dem  folgenden  Beispiele  ersehen. 
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Gesetzt  man  verlangte  die  iodependente  Darstellung  der  höheren 

Differenzialquotienten  von  den  Funktionen 

a-f-cosa:  .   sina:   .  ^ 


so  bemerke  man ,  dass  dieselben  folgeodermassen  zerlegt  werden,  k 

a  +  ms  x 
•           l  +  2acoso: 
1      2q  -f  e* [  f  e~xi        1  j  1 


1      2a +  e*1  +  e~xt        Ii  J_  1  i 

~  2  '  1  +a(e*f  +  6-«)  +  aa  ~~  2  I  a+c~"  +  a +  ) 

sin  x 
l+2«cos;r+<l* 


und 


woraus  dann  folgt: 

Es  wird  also  blos  darauf  ankommen,  die  höheren  Differenzialquotienten 
der  Funktionen 

und 


zu  entwickeln.  Hierzu  bedienen  wir  uns  des  Satzes  (4)  in  §  (21),  wel- 
chen wir  unter  der  folgenden  compendiösen  Form  darstellen: 

wobei  das  Zeichen  £  bedeutet,  dass  alle  die  für  p  1  ,  2,  ...  n-f-1 
zum  Vorschein  kommenden  Grossen  addirt  werden  sollen.   Setzen  frir 

hier  kxi  för  x,  wobei  frsV" — 1  ist,  und  bemerken,  dass 

GM- 

ist,  so  tritt  /rt  r/*r  an  die  Stelle  von  dx  und  folglich  geht  die  linke 
Seite  der  Gleichung  (3)  über  in 

(*0"  d**~~      -  {ki  )■  ^  \a  +  e**/ 
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die  Gleichung  selbst  nimmt  nach  beiderseitiger  Multiplikation  mit 

(ki)n  die  Form  an  /  .  v 

H^h-Zr. 2*~lri J*  (Ä)'  (4) 

Diess  lässt  sich  noch  folgendermassen  umwandeln.   Es  ist 

e**'  1  1  

a+e**«  —  ae-k"  +  l  ~  l+acosJbr—aisinyb:' , 

Nehmen  wir,  mit  q  eine  erst  noch  zu  bestimmende  Grösse  und  mit  S 
einen  noch  unbestimmten  spitzen  Bogen  bezeichnend,  1  \  acoskuc—  qcosS, 
a  sin  kx  =  q  sin  0 ,  woraus  man 

d* = (1  +  a  cos  &r)2  +  (a  sin  Aar)« 

oder 

p=  V~  l+'2acos^+a*  (5) 

und 

.  a  sin/-.,-  asin&r 

9  =  '  8 = Arctan  I+«cn1«  » 

erhält,  so  wird 


kxi 


1  _C0S  0  +  1810  0 


a-|-  e**1'     Q  (cos  8— i  sin©)  o 
/  ctjrf  V  _  cos/?0  +  isinp0 

U+e**v  -  ^ 

und  folglich  nach  no.  (4) 

Hier  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  ob  nämlich  71  gerade  oder  un- 

n 

gerade  ist   Im  ersten  ist  iB=( — l)1  und  man  hat  folglich 
1)  fär  gerade  n 


im  zweiten  Falle  ist  i»  =  i*-ii=(— 1)— <  und 
2)  für  ungerade  w 
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Nehmen  wir  jetzt  in  der  Formel  (7)  k  —  —  1,  so  wird  =  -f  1 ,  weil  n 
als  gerade  vorausgesetzt  wird,  und 

o=V  l+2<icos;r  +  «2, 
welcher  spezielle  Werth  von  o  mit  v  bezeichnet  werden  möge,  so  dass 

v=V  l+2acos:r  +  a2  (9) 

ist;  zugleich  wird 

Ä  «  sin  ar 

0  =  —  Arctan   

1-facosx 

oder,  wenn  zur  Abkürzung 

co  =  Arctan    ('") 

l+aco&r 

gesetzt  wird  »  =  —  co.    Wir  haben  daher  nach  (7) 
für  gerade  n  . 

Nehmen  wir  dagegen  in  (7)  £=+1,  so  wird  der  zweite  spezielle  Werth 
von  p  =  v  und  der  von  8  = -fco,  folglich 
für  gerade  n 

Setzt  man  auch  io  der  Formel  (8)  A=—  1  und  *=  +  l,  wobei  wegen 
des  ungeraden  »,  jfc»  =  —  l  wird,  so  erhält  man  leicht: 
für  ungerade  n 

W— I-  UB!!^]^;^^  (13) 

und 

^(^)=^^-1>^— 8^Ä-  (14) 

Dividirt  man  die  Summe  der  Gleichungen  (11)  und  (12),  (13)  und  (14) 
mit  2,  so  erhält  man  nach  (1) 
für  serade  n 


V.l+2acosa:+«y         a  vP 
und  för  ungerade  n  •»: 
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n_L» 


Divldirt  man  ebenso  die  Differenz  zwischen  den  Gleichungen  (11)  und 
(12),  (13)  und  (14)  mit  2t,  so  ist  nach  Formel  (2) 
für  gerade  n 


n 


*  - 

und  für  ungerade  n 


n—l 


)  =  tili.  ^i^O^tt!?,  (i8) 

\  1 -f  2a  cos  ar  +  aa/  a        x     7       p  vP 

wobei  man  noch  für  v  und  w  ihre  Werth©  aus  (9)  und  (10),  wie 
für  p  der  Reihe  nach  die  Zahlen  1,2,  3r ...  »  +  1  zu  setzen  hat. 

Schreibt  man  in  den  Formeln ,  welche  für  gerade  n  gelten ,  2»  für  n 
und  in  denen,  welche  ein  ungerades  n  voraussetzen,  2»  —  1  für  «,  so 
erhält  man: 

p=l,  2,  3,  ...  27i  +  l.  ) 

/     «fcosx_\     (~l)^i  ^-isjn^ 
17      U+2acosj:  +  aV'~'      «        {     }        P    *  (20) 


p  =  l,  2,  3,  ...  2n. 


U+2acosjr+aV~"     «       ^     "    *    "  W 

— i  9  3.  ...  ) 


»CO 


p  =  l,  2,  3,  ...  2n  +  l. 

Vj+2a  cos  *  +  «*/"""     «  7       p     i*   [  (22) 

.    p  —  1,  2,  3,  . . .  2n.  y 


.  1 1  .  . 


i 

.  •  % 


§  23. 

Die   Aö/iere»   Differenzialauotienten  der  Tangente,  Cotangente, 

Sekante  und  Cosekante. 
.i.  .  ,  \  : 

Die  Formeln,  welche  wir  im  vorigeo  Paragraphen  für  die  höhe- 
ren Differenzialquotienten  der  Funktion 


i.    «  !■ 
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sind: 


1-f  2a  cos#-f-a* 

haben,  liefern  uns  zugleich  die  höheren  Differenzialquotienten 
von  i  tan  und  *  cot  \x,  weil  diese  letzteren  Funktionen  aus  der  obi- 
gen durch  die  zwei  Spezialisirangen  a=+l  und  a  =  ~- 1  entspringen. 

Für  a  =  +  l  wird 

sin  x   2 sin  \xvoa\x  2  sin  _ ,  i 

l+2acos^+^-~2(l  +  cosa:)-     4cos,^  -*tan**' 

■  •  * 

ferner  nach  no.  (9)  und  (10) 

.   * ..:   

»  =  V  2  (1  +  cos  ar) = 9  cos  \  x 
sin  x  . 

•  =  Arcten  I+^= Arctan  "n  J* ' 


wit  voraussetzen,  das«  1*  ein  spitzer  Winkel  sei 

e 

(0=  \x. 

Demnach  erhalten  wir  aus  den  Formeln  (21)  und  (22) 
•      4  O- tan  U=(-D"  jSgf . 

■ 

Setzen  wir  noch  2a*  für  x,  so  ergiebt  sich: 

^i  cosa?      g"-1  cos 2a;  cosSx  g"-*  cos2wa:  (  ^ 

-  ^  5c^~  J*  (2  cos  ar)»  +  J*  (2cosx)3    -  ~i/*B  (2cosar)*-'I 

»?  sin  x      2»  sin  2x     2»    sin  3a;  *«     sin  (2n  +  l)a:  [ 

~  4,1  2c7s"^"",/*(2cos^+'/»  (2cosar)»"" (2  cos  *)*•+*' 


wobei  nun  x  ein  Bogen  des  ersten  Quadranten  sein 

Beide  Formeln  würden  sich  Übrigens  in  eine  einzige  zusammen- 
ziehen lassen ,  wenn  man  zwei  noch  unbestimmte  Grössen  e  und  rj  ein- 
führte und  schriebe  .  . 

Ii:!        1  Ii   In*.  .        .      •  .,•.••»*;»    ..•      •!      .  . 
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»  £ cosg  +  i/siiiar     "I  g cos 2a: sin 2a;    «  fcos3aj-f^sin3x  [ 

2cos.t  J*       (2cos:r)2      +  ,/»        (2  cos  x) i»        —  fW 

■i  /  ecos(m-f  l)a:4-ii6in(wi+l)a? 

....  +  (-])- 7m  +  1-  ^^„+1  

Diese  Gleichung  würde  für  wi  =  2» —  1  und  m=2n  in  die  unter 
(1)  und  (2)  stehenden  Formeln  übergehen,  wenn  man  die  noch  unbe- 
stimmten Grössen  s  und  t\  so  zu  wählen  wüsste ,  dass  für  jedes  unge- 
rade m  zugleich  8  =  1  und  i?=0,  dagegen  für  jedes  gerade  m  gleich- 
zeitig f=0  und  rj=i  würde.  Es  hat  aber  keine  Schwierigkeit,  eine 
solche  Wahl  zu  treffen ;   man  braucht  nur  zu  setzen : 


£—  ,  rj=  ,  (4) 

dann  sind  die  den  Grössen  c  und  17  auferlegten  Bedingungen  erfüllt  und 
die  Formel  (3)  gilt  dann  allgemein. 

Ebenso  leicht  würde  man  aus  den  Formeln  (21)  und  (22)  im  vori- 
gen Paragraphen  die  höheren  Differenzialquotienten  der  Cotangeute  ab- 
leiten, indem  man  a  — —  1  setzte;   man  gelangt  aber  rascher  dazu, 

n 

wenn  man  in  die  so  eben  entwickelte  Formel  (3)^— *  föra?  substituirt. 
Man  hat  dann 

m  «cos(|- x)  +Va\n  (|— *)    m  €cos2(|-ar)  +  i7sin2(|-ar) 
T Jl  ~"  2ii^i  J*  (2sin.r)*  + ~ 


f  cos(m+l)(|  —  at)  -f  17 sin  (m  +  *)(tj— *) 
•  ••+( — VjFJtm^i"  (2sino;)"*+1 


Für  die  Differenziation  der  Sekante  halten  wir  uns  an  die  bekannte 
goniometnsche  Relation 


aus  welcher 


sec  x  =  tan  (  j  -f  ~  ) — tan  x, 


0»SM*  «  £■»  tM  (|  + 1)  -  i>»taD* 


folgt.   Da  nun  die  beiden  Differenzialquotienten  auf  der  rechten  Seite 
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nach  Formel  (3)  leicht  angegeben  werden  können,  so  sind  hierdurch 
auch  die  höheren  Differenzialquotienten  der  Sekante  vollständig  bestimmt. 

Die  Differenzjation  der  Cosekante  kommt  ebenfalls  auf  die  Diffe« 
renziationen  von  Tangenten  und  Cotangenten  zurück;  denn  da  nach  ei- 
ner bekannten  Formel  der  Goniometrie 

cosecr  =  tan  ±x  +  ente- 
ist, so  folgt 

Z*»cosec;r  =  Z>"»tan*#  +  />»cot.r,  (7) 

wo  es  nun  keine  Schwierigkeiten  hat,  die  auf  der  rechten  Seite  vor- 
kommenden  Differenzialquotienten  mit  Hülfe  der  Formeln  (3)  und  (5) 
vollständig  zu  entwickeln. 

§  24. 

Independente  Bestimmung  von  Dnf(lx). 

Auf  ähnliche  Weise,  wie  wir  das  Bildungsgesetz  der  höheren 
Differenzialquotienten  von  Funktionen  einer  Potenz  und  einer  Expo- 
nenzialgrösse  entdeckt  haben,  können  wir  auch  noch  die  allgemeine 
Form  nachweisen,  unter  welche  sich  die  höheren  Differenzialquotienten 
einer  beliebigen  Funktion  des  Logarithmus  stellen,  wobei  wir  den  Lo- 
garithmus als  naturlichen  voraussetzen.  Zunächst  gelangt  man  leicht 
zu  den  folgenden  Gleichungen : 

Df(lx)  =  if  (Ix) 

* 

U.  S.  f., 

welche  auf  die  allgemeine  Form 

.  (1) 

=  l\\  4»AW  (fa)  -  X  /•(*-!)  (kr)  +  A*fi^*)  (Ix)  - .  .  +  An-,  f'  (&)  ! 
hinweisen,  worin 

n         n         n  n 

Aq  ,  Ai  ,  A2  ,  ...  An~i 

9 
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gewisse  rein  numerische  Coefßzienten  bedeuten.  Zu  ihrer  Bestimmung 
dient  uns  wieder  der  schon  mehrmals  gebrauchte  Kunstgriff,  welcher 
in  der  Substitution  einer  solchen  Funktion  für  /'  besteht,  dass  man 
die  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  (1)  vorkommenden  Differenziatiooen 
unabhängig  von  einander  ausführen  kann.  Die  passendste  Wahl  in 
dieser  Beziehung  ist 

woraus  durch  /;  mal  ige  Üifferenziatioo  folgt 
folglich 

/W  (Ix)  =  (-l)P  ixP  ar-f* .  (2) 

Ferner  ist  unmittelbar 

fm  = 

und  mithin 

D*f{}x)  =  (—  l)»M(f4  +  l)(^+^.,.<|i+»— 1), 
Substituiren  wir  diesen  Ausdruck  nebst  Dem,  was  sich  aus  no.  (2)  für 
p=n  ,  w-1  ,  w  — 2  ,...2,1  ergiebt,  in  die  Gleichung  (1),  so  er- 
giebt  sich  nach  einiger  Hebung 

#i^+l)(^  +  2)...(f*+«-l) 

Es  ist  hiernach  sehr  leicht,  die  Bedeutung  der  fraglichen  Coeftizienten 
und  ihre  Werthe  zu  erkennen.  Venvandelt  man  nämlich  ein  Produkt 
von  der  Form 

f*(f*  +  «i)(f*  +  Oa)..-(^  +  «»-i)  (*) 

durch  gewöhnliche  Multiplikation  in  eine  nach  absteigenden  Potenzep 
vou  li  geordnete  Reihe,  so  findet  man  für  die  letztere 

+  Clu^l  +  +  ...  +         n  (5) 

dabei  ist 

Q=öi+o«  +  ö3  +  ..-  + 
Q  =  «iOa  +  a1as  +  aia4  +  ...  +  rti 


j  (3) 


•  ■ 
>  ■ 


+ 


Digitized  by  Google 


> 


112 

d.  h.  gleich  der  Summe  der  Combinationen  zu  je  zweien  (ohne 
Wiederholungen)  aus  den  Elementen  at  ,  at  ,  ...  a«_ ,  ,  wobei 

jede  Combination  als  Produkt  angesehen  wird ;  ebenso  ist 

Cs  =  dj  a2  «3  +  «i     04  +  •  •  •  +  «i  «2  an—x 

+    (>l  «s  w4   +  «1  "3        +  •  •  •   +  "l  °3  fln-i 


+      "z  a4  +  ...  -f-  «r2  «3  <*«— i 

-f   <l2  «4  Oft   -|    ...  -|-  </2  "4 


+  On— 3  «n— «  (tn-i 

also  ^  gleich  der  Summe  der  Combinationen  zu  je  dreien;  auf  gleiche 
Weise  würde  man  weiter  gehen  können,  bis  zuletzt 

Cn — %  =  Q\  ß$      « •  •  ttn — t  • 

Nehmen  wir  nun  at  ~  1  ,  a2  —  2  ,  . . .  öt>-i  =  w  ■  l ,  so  werden  die 
Ausdrucke  in  (4)  und  (5)  identisch  mit  der  linken  und  rechten  Seite 
der  Gleichung  (3),  und  folglich  ist  dann 

A0  =  1  ,  At  ss  i+2+...+n-l, 

ferner  A%  gleich  der  Summe  der  in  den  Zahlen  1  ,  2  ,  ...  n  —  1  liegeu- 

den  Amben  (jede  Ambe  als  Produkt  angesehen),  Az  gleich  der  Ter- 
nensumme  u.  s.  f.  Bildet  man  überhaupt  aus  den  (»-1)  ersten  natur- 
Hchen  Zahlen  Combinationen,  von  denen  jede  einzelne  p  solcher  Zah- 
len enthält,  und  bezeichnet  mit  "iCp  die  Summe  aller  dieser  als  Pro- 
dukte  betrachteten  Combinationen ,  so  ist 

.     Ap  =  C,  (6) 

und  hiermit  die  Bestimmung  der  fraglichen  Coelfizienten  gegeben,  so 
dass  jetzt  die  Gleichung 

l»f(l*)  (7) 

die  vollständige  Lösung  des  Problems  darstellt.  Man  kann  übrigens 
statt  einer  independenten  Bestimmung  der  hier  vorkommenden  Coeffi- 
xieoten  auch  leicht  eine  rekursive  Berechnung  derselben  zeigen.  Da 

*.  .  • 

9* 
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— . — _ __— — 

f*Ö*+l)0*  +  2)...(fi-M-l) 

=  p  +  Ci  fi«- >  +  C*44»-«  +  . . .  +  G_,  p 
ist,  so  folgt,  wenn  44 +  1  für  p  gesetzt  wird, 

01  +  1)01  +  2)04+3).. .04+«)  . 

»-1  n— 1  »—1  l  (8) 

=  (f4  +  l)»+C1(/4  +  l)+Ci(ft  +  l)-»  +  ...  +  Cn_1(f4  +  l)    1  V' 

Andererseits  ist  aber  auch 

04  +  l)0*  +  2)...04+n)  =  44(44  +  1). ..(44  +  «-l) 

= a+£)    +"ä  f*-1  +nQ^  +  . . .  +wci-1  f.} 

r 

Ordnet  man  nun  die  beiden  Reihen  in  (8)  und  (9)  nach  Potenzen  von 
44 ,  was  bei  der  ersten  durch  Anwendung  des  Binomialtheoremes ,  bei 
durch  Ausfährung   der  angedeuteten  Multiplikation  mit 


(9) 


1  +  —  geschieht,  und  vergleicht  dann  die  Coeflizienten  gleicher  Po- 
tenzen  von  44,  z.  B.  der  Potenz  fin~Pt  so  ergiebt  sich  die  Relation 

nP  +  («  - 1)^1  %  +  (n - 2)p_4Q  +  -.  +  (« +  l)i 

n— 1  «—1 
=  Cp  +  »  6p— i  , 

«—1 

welche  dazu  dient,  um  irgend  einen  Coefßzienten  Cp  aus  allen  seinen 

Vorgängern  (\  ,  C«  ,  *Cp-i  zu  berechnen.    Als  Beispiel  für  das 

Theorem  in  (7)  diene  die  Annahme 

woraus 

/W<30  =  f4(44-.l)(44-2)...04-p+l)y-P 

folgt,  und  weiter 

(-^=!  IM  -Q1  W    +"Sm  W  -  ....  1  dl) 


Ueberblicken  wir  den  Gedankengang,  den  wir  bisher  für  die 
ziation  zusammengesetzter  Funktionen  befolgt  haben,  so  erhellt, 
uns  nach  der  Bestimmung  von  D*f(xi)  ,  D*f{ß*)  ,  D*f(lx) 
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i,  auch  die  höheren  Differenzialquotienten  von  /"(cos*), 
/Xs'mx)  ,/*(  Aresin  x)  ,  /(Arctan  etc.  zu  entwickeln,  indem  wir 
diejenige  Reihe  von  Aufgaben  gelöst  hätten,  welche  entspringt, 
man  in  D»f[<p(x)]  für  <p(x)  die  Funktionen  der  algebraischen  Analysis 
nach  einander  substituirt.  Jene  Forderung  lässt  sich  nun  zwar  befrie- 
digen, aber  die  Resultate  des  betreffenden  Calcöls  haben  bis  jetzt  noch 
eine  so  wenig  elegante  und  abgerundete  Form,  dass  von  einer  prakti- 
schen Brauchbarkeit  derselben  noch  keine  Rede  sein  kann,  und  daher 
möge  die  Entwickelung  dieser  weitläufigen  Rechnungen  unterbleiben 

§.  25. 

ie  höheren  Differenzialquotienten  der  Funktionen  mehrerer 


n  Veränderlichen, 

Enthält  eine  Funktion  verschiedene  von  einander  unabhängige  Va- 
riabele ,  so  kann  man  dieselbe  entweder  nach  einer  der  Veränderlichen 
allein,  oder  bald  nach  dieser  bald  nach  jener  Variabelen  mehrmals 
hinter  einander  differenziren.  Der  erste  Fall  kommt  auf  die  schon  be- 
trachteten Differentiationen  der  Funktionen  mit  nur  einer  Veränderlichen 
zurück,  weil  die  übrigen  Variabelen  nicht  geändert  werden  und  folglich 
die  Rollen  constanter  Grössen  spielen;  wichtiger  dagegen  ist  die  Be- 
trachtung solcher  Differentiationen  ,  bei  denen  mit  den  Veränderlichen 
gewechselt  wird.  So  könnte  man  z.  B.  eine  Funktion  zweier  Variabelen 
fix  ,  ff)  erst  nach  x  differenziren ,  wodurch  man  den  partiellen  Diffe- 

renzialquotienten  ^  erhielte  und,  weil  dieser  wieder  eine  Funk- 

■  ■ 

tion  von  x  und  y  bildet,  hierauf  eine  zweite  Differentiation  nach  y  vor- 
nehmen, wodurch  man  auf  den  zweiten  Differenzialquotienten 

I 

d  df(xty) 

— (I) 

kommt.    Man  bezeichnet  denselben  durch 

;    Sfiäfi,  '     -  '  (2) 

dy  dx 

wobei  die  Stellung  von  dx  und  dy  im  Nenner  die  Ordnung  der  Diffe- 
renziationen  anzeigt,  indem  man  von  der  Rechten  zur  Linken  fortschrei- 
tet, um  an  den  der  Reihe  nach  dastehenden  Differenzialen  die  Verän- 
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i,  nach  welchen  die 
vor  «ich  gehen  sollen.  Man  wird  auch  leicht  bemerken,  dass  diese 
Bezeichnungsweise  vollkommen  passend  ist.  Denn  da  in  (1)  die  Va- 
riable x  von  y  unabhängig  ist,  so  hangt  auch  dx  nicht  von  y  ah,  ist 
also  constant  für  eine  Differenziation  nach  y.  Statt  des  Ausdrucks  io 
(t)  lässt  sich  daher  auch  der  folgende  schreiben 

dx 

•  %  ' 

welcher  in  den  uuter  no  (*2)  enthaltenen  übergeht,  wenn  man  die,  hier 
durch  die  Bruchstriche  angedeutete  Ordnung  der  Differenziationen  durch 
die  Stellung  der  Differenziale  gegen  einander  bezeichnet. 

Differenzirt  man  die  Funktion  f{x,y)  erst  nach  y  und  den  ent- 
stehenden partiellen  Differenzialquotienten  nach  x,  so  bat  man  ähnlich 

ddf(x,y) 

 dy    =d*f(x,y)  3) 

dx  dxdy 

Es  liegt  hier  die  Frage  sehr  nahe,  in  welcher  Relatiou  stehen  die 
Ausdrücke  (2)  und  (3)  zu  einander,  d.  h.  wie  verhalten  sich  die  zwei 
Resultate,  welche  man  erhalt,  wenn  man  die  zwei  Differenziationeu 
von  f(x,y)  in  doppelter  Ordnung  vornimmt?  Es  ist  sehr  leicht,  diese 
Frage  zu  beantworten,  wenn  man  sich  die  Entstehungsweise  heider 
Ausdrücke  vergegenwärtigt. 

Für  den  partiellen  Differenzialquotienten  von  f(x,y)  nach  x  ist 
bekanntlich 

'   df(;r,y)_Umf(x  +  4x,y)—f(x,y) 
dx  dx 

So  lange  nun  Ax  auf  der  rechteu  Seite  noch  nicht  in  Null  übergegan- 
gen ist,  so  lange  ist  der  Quotient  auf  der  rechten  Seite  auch  dem 
Differenzialquotienten  links  nicht  gleich,  sondern  um  irgend  eine  Grösse 
|  davon  verschieden,  so  dass  wir  setzen  können 

df(x,y)_f(*  +  Jx,y)  -  f{*,y)  ■  » 

dx  Ax 

Hierbei  ist  §  irgend  eine  Funktion  von  x  ,  y  und  Ax ,  die  wir  nicht 
näher  zu  kennen  brauchen,  von  der  wir  aber  gewiss  wissen,  dass  sie 
für  unbegrenzt  abnehmende  Ax  sich  der  Null  unbegrinzt  nähert,  weil 
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die  ganze  Gleichung  nicht  in  die  vorhergehende 
man  das  völlig  wülkührliche  Ax  unendlich  abnehmen  lassen  will.  Diffe- 
renzirt  man  die  vorstehende  Gleichung  nach  yy  so  kommt 

V) 
dy  dx 

,if(x  +  Ax,y)  —  /X*,. y)  i 
_     <  ^£  \_  .4 

'(y  «& 

oder  nach  dem  Begriffe  des  Differenzialquotienten 

%  da; 

-  Lim  f(x+<*x,y  +  A£ -f{x,y+ Ay) ^ \f{x  +  Ax,y) jQj  rf| 

Hier  bezieht  sich  das  Lim.  zeichen  allein  auf  die  Abnahme  des  Ay, 
während  Ax  noch  ungeändert  bleibt.  Da  aber  Ax  beliebig  ist ,  so  kön- 
nen wir  auch  Ax  mit  Ay  gleichzeitig  (wiewohl  immer  unabhängig  davon) 

dä 

abnehmen  lassen,  wodurch  sich  £,  folglich  auch  der  Gränze  Null 
nähert.   Wir  haben  dann 

dy  dx  I 

Ay  Ax  1 

und  jetzt  geht  das  Zeichen  Lim  auf.  eine  gemeinschaftliche  unbegranzte 
Abnahme  von  Ax  und  Ay. 

Zu  dieser  Betrachtung  lässt  sich  leicht  das  Gegenstück  stelleu. 
Wir  können  nämlich,  wenn  wir  der  Grosse  Ay  einen  bestimmten  end- 
lichen Werth  geben,  setzen 

■ 

dy  Ay 

wobei  tj  eine  Funktion  von  x,  y,  Ay  bedeutet,  welche  für  unendlich 
abnehmende  Ay  die  Null  zur  Gränze  hat.   Es  folgt  nun  durch  Diffe 
renziatiou  nach  X 

d\f(*,y+W-f(*,g)\ 

.  :*Sä*=J — # — - l-*t  ■ 
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dxdy 

a-  \J\mf('c  +  4xyy+4y)—f{x+/lxty)  —  {f(x,y+  Ay)  —f(x ,  y) )  dg 

wobei  sich  das  Zeichen  Lim  blos  auf  die  Abnahme  von  Ax  bezieht, 
während  Ay  seinen  beliebigen  endlichen  Werth  behält.  Lassen  wir 
aber  Ay  mit  Ax  gleichzeitig  abnehmen,  so  nähert  sich  rj,  folglich  auch 

^  der  Gränze  Null  und  wir  haben  daher  für  gemeinschaftlich  abneh- 
dx 

mende  Ax  und  Ay , 

dxdy 

=  Lim  A* + ^  .  y + 4r)  -fl* + ^ . y)  -/  (*,y +^y)  ,.v) 

•  • 

Vergleichen  Wir  die  rechte  Seite  dieses  Ausdruckes  mit  der  rechten 
Seite  in  (4),  so  ergiebt  sich  uns  aus  der  Identität  beider  die  wichtige 
Relation 

<'V(*,y)  =  '*Y(*,y), 

dy  dx  dx  dy 

Soll  also  eine  Funktion  zweier  Veränderlichen  nach  jeder  dieser  Ver- 
änderlichen einmal  differenzirt  werden,  so  ist  es  gleichgültig,  in  wel- 
cher Ordnung  beide  Differenziationea  auf  einander  folgen. 

Es  ist  nicht  schwer,  die  geometrische  Bedeutung  dieses  Satzes  ein- 
zusehen. Denken  wir  uns  nämlich  in  ßg.  8  drei  auf  einander  senkrechte 
Ebenen,  setzen  OX=x,  XY=zy ,  YZ=z  und  z=<p(xty),  so  beschreibt 
bekanntlich  der  Punkt  z  eine  gewisse  Fläche,  sobald  x  und  y  alle  mögli- 
chen verschiedenen Werthe  annehmen.  Bezeichnen  wir  den  cubischen  In- 
halt des  Körpers  OßCZYX  mit  f(x,y)  und  lassen  x  um  das  XX'=.Ax 
wachsen,  so  ist  der  Inhalt  von  QBCZ'  Y'X  =  f(x  +  Ax,y)  und  folglich 

..f(x  +  Axty)  -  f{x,y)  =  XY^Z'YX. 

Der  Inhalt  von  XYZZ'YX  lässt  sich  aber  näherungsweis  durch  das 
Produkt  aus  Grundfläche  und  Höhe,  nämlich  XYZ.XX  =  XYZ 
ausdrücken,  woraus  folgt,  dasS  näherungsweis 

•    f{*-\rAx,y)  —  f(x,y)  _  XYz 

Ax  . 
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ist  und  zwar  um  so  richtiger,  je  kleiner  Ax  genommen  wird.  Gehen 
wir  zur  Gränze  für  unendlich  abnehmende  ^2  über,  so  verwandelt  sich 
die  obige  Näherungsformel  in  die  völlig  genaue 

4flf*>  =  XYZ. 
dx 

Differenziren  wir  diese  Gleichung  nach  y  und  bemerken,  dass  der  Dif- 
ferenzialquotient  eiuer  Ebene  die  sie  begrenzende  letzte  Ordinate  ist, 
so  ergiebt  sich 

dVt^r)  =  YZ  =  z.  (6) 
dydx  ' 

Geben  wir  dagegen  (flg.  9)  in  der  Gleichung  f{x,y)  =  OBCZYX 
dem  y  einen  Zuwachs  YY  =  Ay,  so  ist  f{x,y\Ay)  —  QBCZY,X) 
folglich 

f{x,y\Ay)  -  f(x,y)  =  BCCZ'YYZ, 

wobei  wir  näherungsweis  BCCZYYZ  =  BCZY..  YY'  es  BCZY.Ay 
setzen  können,  woraus  folgt 

f{x,y+Ay)-~f(x,y)  =  #CZF 

und  mit  völliger  Genauigkeit,  wenn  wir  zur  Gränze  für  unendlich  ab- 
nehmende Ay  übergehen, 

dI^Ml  =  BCZY, 


Durch  Differenziatioo  dieses  Ausdruckes  nach  x  =  OX  =  BY  kom- 
men wir  an  die  Gränze  YZ  der  Ebene  BCZY,  so  dass 

dxdy 

ist.  Bei  Vergleichung  dieses  Resultates  mit  dem  unter  no.  (6) 
gefundenen  ergiebt  sich  wieder  die  Richtigkeit  des  in  (5)  aufgestellten 


Aber  nicht  blos  für  zwei  Veränderliche  gilt  die 
die  Ordnung  der  Differenziationen  keinen  Einfluss  auf  das  Endresultat 
hat,  sondern  auch  für  drei  und  mehrere  Veränderliche  behält  dieselbe 
ihre  Richtigkeit.  Wäre  z.  ß.  eine  Funktion  von  drei  Variabelen,  etwa 
der  Ausdruck  f(x,y,z)  nach  jeder  derselben  einmal  zu  differenziren ,  so 
kann  man  auf  folgende  Weise  verfahren. 

-Nach  dem  vorigen  Theoreme  gelten  folgende  Gleichungen: 
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d*f(x,y,z)_  d*f(x ,  y ,  s) 

dydx  dxdy  ' 

d*f(x ,  y ,  %)     d*  f(  x ,  y ,  z) 

dzdx  dx  dz  * 

d*f{x  ,y,z)_  fl*f(x  ,y  ,z) 

dzily  dydz 

Differenzirt  man  die  erste  nach  z,  die  zweite  Dach  y,  die  dritte  nach 
x,  so  ergeben  sich  daraus  die  folgenden: 

d*f(x.y,z)     d*f{xty,z)  ' 
dzdydx         dz  dx  dy  *  ' 

.       €l*f(x,y,z)  _i/3/(ar,  y,z) 

dydzdx         dydxdz  '  ' 

d*f(x,y,z)_d*f(x,y,z) 
dxdzdy        dxdydz  '  ' 

Femer  ist  aber  auch  ^x^'x)  ejne  Funktion  von  und  y  und  durch 
Differentiation  derselben  nach  x  und  y  unserem  früheren  Theoreme 


d.  i. 

d*f(x,y,z)  d*f(xty,z) 
dydxdz  —~Hx~dydz  ' 

Differenzirt  man  ebenso  nach  x  und  r,  iB^jfeB!  nach  3/  und 

t,  so  ergeben  sich  noch  die  Gleichungen: 

dy(x,y,z)  d*f{x,y,z) 

dzdxdy   ~  ~Hx~dz~dy  '  {Ll) 

dy(xfy,z)_d*f(x,y,z)  ' 

dzdydx         dy  dz  dx  '  *  ' 

Beachtet  man.  dass  die  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  der  Reihe 
nach  der  rechten  Seite  von  (9),  der  linken  von  (9)  und  der  linken 
von  (8),  und  ebenso  die  linken  Seiten  von  (10),  (11),  (12)  der 
ten  Seite  in  (8),  der  rechten  in  (7)  und  der  linken  in  (6) 
00  erhellt,  dass  überhaupt  die  sechs  Formen,  welche  man  durch  alle 
verschiedenen  Anordnungen  der  drei  Differentiationen  bekommt,  einan- 
der gleich  sind  und  es  mithin  für  das  Resultat  gleichgültig  ist,  in  %vel- 
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eher  Reihenfolge  man  die  Differenziationen  vornimmt.  Ebenso  leicht 
wurde  man  zeigen  können,  dass  in  Ausdrücken,  wie 

d*f(x,y,z,u)  d*f(x,y,z,n,v) 
dxdydzdu  '    (Udtfäxdudv  elC" 

auf  die  Anordnung  der  Differenziationen  nichts  ankommt. 

Differenzirt  man  eine  Funktion  mehrerer  Variabein ,  etw*/{x,y 

z.  B.  rmnal  nach  x,  darauf  «mal  nach  y  und  zuletzt  pmal 
z,  so  bezeichnet  man  den  herauskommenden  Differeuzialquotien- 
ten  mit 

dm+*+Pf(x,y  ,1) 
dlv  dy»  d.cm 

und  nennt  ihn  den  partiellen  Differenzialquotienten  der  Ordnung  >//  \  n  \  p 
in  ßezug  auf  die  Differenziationen  nach  x%y>z.  Alan  wird  sich  auch 
hier  sehr  leicht  überzeugen,  dass  es  gleichgültig  ist,  in  welcher  Ord- 
nung diese  Differenziationen  verrichtet  werden,  dass  man  also  ebenso 
gut  schreiben  kann: 

ld**Wpf(x,ytz) 


was  gewöhnlich  zu  geschehen  pflegt. 

Mit  Hülfe  solcher  partieller  Differenzialquotienten  kann  man  leicht 
die  höheren  totalen  Differenziale  einer  Funktion  mehrerer  Variabelen 
entwickeln,  wie  man  an  den  folgenden  Beispielen  sehen  wird. 

Mau  hat  bekanntlich 

m 

folglich  unter  Anwendung  des  nämlichen  Satzes  selbst 

"ft* '  »> = — äs — dx + — $ — dy 

.  >**5fod . 

+  tc  •**  +  4  **' 

d.  i.  wenn  man  die  Gleichungen 

,df(Xiy)  *df(x,y) 
d~dx~     d*f(x,y)  d~df  _d*f(x,y) 
(h:     ~     dx*    9        7%     —  dy* 

und 
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dx    _^       dy  ^(Pf(x,y) 
dy              dx  dxdy 
oerucKMcntigi .  , 

Hieraus  folgt  die  neue  Differenziation : 

d*f(x,y)  =  ^  dx  +  ^  dy 

+  2  £  "^+2 — ^  % 

+  2i  %  rfy 

und  durch  Vereinigung  der  homologen  Glieder 


übersieht  gleich ,  wie  sich  dieses  Verfahren  beliebig  weit 
fortsetzen  lässt  und  dass  die  Coefiizienten  ,  welche  der  Reihe  nach  vor- 
kommen ,  die  Binomialkoeffizienten  der  jedesmaligen  Ordnung  sein  müs- 
sen ,  weil  sie  sich  ebenso  wie  diese  durch  successive  Additionen  bilden. 
Man  hat  demnach  allgemein 

Dieses  Theorem  enthält  als  speziellen  Fall  die  Formel  (2)  in 
§.  13,  wenn  man  f{x  ,y)z=zytp{x)  und  nachher  yz=y(x)  setzt.  Man  hat 
nämlich  dann  für  ein  positives  ganzes  kl 

d»—hf(a-,y)_ 

dxn~h    "9  rix"-* 
und  wenn  man  noch  Amal  nach  y  differenzirt 

dnf(:c,y)  __dhy  rf"-*y(ar) 
dx»-*dyh  ~~  dy* '  dx*~k 


S 
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-und  für  y=if»<»  und  durch 

W = *-»»«. 

Benutzen  wir  dies  für  A=0,  1,2,   n  in  der  Gleichung  (13) 

und  dividiren  nachher  mit  d**,  so  gelangen  wir  wieder  zu  der  Forme! 

(2)  in  }.  13. 

Ganz  das  nämliche  Verfahren  ist  gleichförmig  auch  zur  Entwlcke- 
lung  von  d*f{x,y,x),  dPf(x,y,z,u)  etc.  anwendbar. 


Cap.  V.    Relationen  zwischen  verschiedenen  Funktionen 
und  ihren  höheren  Differenzialquotienten. 


§.  26. 


Nachdem  wir  uns  mit  den  hlos  technischen  Hülfsmittelu  bekannt 
gemacht  haben,  welche  zur  Ausführung  der  gewöhnlich  nur  angedeute- 
ten Operation  des  Differenzirens  dienen,  liegt  es  uns  nun  ob,  den  Zu- 
sammenhang zu  untersuchen ,  welcher  zwischen  einer  beliebigen  Funk- 
tion und  ihren  nach  den  gegebenen  Regeln  entwickelten  Differenzial- 
quotienten statt  findet,  und  hiermit  kommen  wir  in  eine  Region  der 
Wissenschaft,  in  welcher  weniger  die  Kunst,  dagegen  um  so  mehr  die 
Metaphysik  des  höheren  Calcüls  hervortritt.  Als  Anhaltepunkt  dienen 
uns  hier  die  Betrachtungen  der  Einleitung,  wo  wir  bereits  eine  Rela- 
tion gefunden  hatten,  welche  eine  Beziehung  irgend  einer  Funktion  zu 
ihrem  ersten  Differenzialquotienten  involvirt.  Wir  sahen  nämlich,  dass, 
wenn  x  und  f(x)  die  rechtwinklichen  Coordinaten  einer  Curve  und  F(x) 
die  über  x  stehende  Fläche  derselben  bedeuteten,  die  Funktionen  f(x) 
und  F(x)  durch  die '  folgenden  Gleichungen  verbunden  sind 


L: 
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Nach  unserer  jetzigen  Bezeichnung  giebt  die  letztere  Formel :  * 

ffcr) =**(*), 

folglich,  wenn  wir  dies  in  die  vorige  Gleichung  Substituten , 

'  >  .5  ni  \L' 

und  hiermit  haben  wir  in  der  Tbat  eine  Beziehung  zwischen  irgend 
einer  Funktion  und  ihrem  ersten  Differenzialquotienten.    Dieselbe  ist 
übrigens  nur  ein  spezieller  Fall  einer  etwas  allgemeineren  Formel, 
welche  sich  auf  folgendem  rein  analytischen  Wege  findet. 
I.   Da  für  stetig  und  unausgesetzt  abnehmende  6 

u,£fe±$=ffla-rW 

ist,  so  darf  man  für  irgend  ein  bestimmtes  i 

setzen,  wobei  s  eine  Grösse  bezeichnet,  die  mit  d  gleichzeitig  bis  zur 
Gränze  Null  abnimmt,  von  der  wir  aber  sonst  weiter  nichts  wissen 
und  auch  nicht  zu  wissen  brauchen,    Substituten  wir  nun  für  x  der 

Reihe  nach  a,  a-f-fl,  a+2o\  ...  a-fw  —  id,  so  ergiebt  sich  folgende 
Reihe  von  Gleichungen : 

-  *  "  •        «•.......      i  , 

und  durch  deren  Addition  V 

C    )  _ 

=  F(a)  +  F(a  +  9)  +  F(a+M)  +  ~  +  F(«+»-i*> 
+*i  +  «a  +  «»  +  - + 

und  wenn  wir  a-f  wo  =  6  setzen: 
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F(6)_F(«)  .  ) 

=ö\F(d)  +  r(a+S)+F(a+<m+...  +  F(a  +  n-lö)l  (i) 

+  ^(*l+««  +  «8  +  ...  ) 

Ist  nun  «'  die  grösste  und  e"  die  kleinste  unter  den  Grossen  ilt 
...  (R,  so  muss  offenbar 

* 

<6W  und  >**c" 
sein;  andererseits  aber  war  a+wd=6,  folglich  nd=b—a,  mithin 

o*(*i+ci+fj  +  «»  +  *n) 
<(6—a)s'  und  — 

Da  nun  jede  der  Grossen  elf  fa,  ....  f«  bis  zur  Gränze  Null  ab« 
nimmt,  sobald  ö  gegen  die  Null  convergirt,  so  ist  diess  auch  mit  e',  f" 
und  ebenso  mit  (6 — c)«'  und  (6  —  a)e"  der  Fall.    Hieraus  folgt  dann 

Lim   (fj  +  et  +  e, +  ....+*„;  =  0, 

und  wenn  wir  jetzt  in  der  Gleichung  (1)  zur  Gränze  für  unausgesetzt 
abnehmende  6  übergehen,  so  ist 

F(6)  —  F(a)  i 

=  L\mölF(a)  +  F(a+ö)  +  F(a  +  <2Ö)  +  ...  +  F(a+Z=lö\ 

.b—n 

— M — * 

Diese  allgemeinere  Formel,  welche  die  frühere  als  speziellen  Fall 
in  sich  enthält,  lässt  sich  ebenso  leicht  geometrisch  deuten.  Wäre 
z.  ß.  in  Fig.  1.  OX=x,  XYz=zF{x)9  also  y=F'(x)  die  Gleichung 
der  Curve  MPYQ  und  die  Fläche  ORYX=F(x)t  so  würde  für  OA=a, 
OB=b,  die  Fläche  ABQP  gleich  der  Differenz  der  Flächen  OBQR 
und  OAPR  sein  und  die  obige  Formel  dieute  dann  zur  Quadratur  von 
ABQP=zF(b)—(F(o).  Nimmt  man  a=OJ=0,  So  reduzirt  sich  die 
Fläche  OAPR=F(a)  auf  eine  blose  Gerade  OR  und  wird  also  =0; 

zugleich  ist  dann  in  der  Formel  ä=~  und  folglich  ergiebt  sich] 
F(6)  =  Lira£|F(0)  +         +        )  +  ....  +  f£=^)1, 

■  1 

was  von  der  früheren  Formel  nur  darin  verschieden  ist,  dass  b  au  der 
Stelle  von  x  steht.       ,     \  «  -  \.  .  * 


Digitized  by  Google 


Setzt  man  in  der  Gleichung  (t)  6=a  +  A,  wobei  h 
liebige  Grösse  sein  kann ,  so  wird 

F{a  +  h)—F(a) 


=  Umö\r(a)  +  F(a  +  8)  +  F(a  +  ty  +  ....  +  F'(a  +  n--i8))\(Z) 

■ 

und  von  dieser  wichtigen  Formel  werden  wir  gleich  nachher  Gebrauch 


II.  Sehen  wir  vorerst  noch  einmal  auf  die  Ableitung  der  For- 
mel (2)  zurück,  so  können  wir  leicht  eine  ebenso  einfache  als  nützliche 
Bemerkung  an  dieselbe  knüpfen. 

In  der  Gleichung 


Grösse,  welche  man  so  klein  machen  kann  als 
will,  wenn  man  nur  6  klein  genug  nimmt;  man  wird  also  e  auch  so 
verringern  können  .  dass  F(x)-\-s  immer  das  nämliche  Vorzeichen  hat 
wie  F(x)  selbst.  Denn  wäre  z.  B.  F(x)  positiv,  aber  £  negativ,  so 
würde  man  f  seinem  absoluten  Werthe  nach  nur  kleiner  als  F(x)  zu 
machen  haben  und  dann  Fix)  —  t  noch  positiv,  also  mit  F(x)  von 
gleichem  Zeichen,  ausfallen ;  ganz  ebenso  würde  man  verfahren,  wenn 
F(x)  negativ  und  e  positiv  wäre.  Man  denke  sich  nun  ö  so  klein  ge* 
wählt,  dass  in  den  früheren  Gleichungen  die  Ausdrücke 

F»  +  £x  ,  F(a+S)  +  %  ,  Ff(a+2S)^-s3  ,  . . . . F' (M~n 15)  +  *„ 

••».•'.         .  • 
mit  ihren  jedesmaligen  ersten  Gliedern  gleiche  Vorzeichen  haben; 

wären  jetzt  die  Grössen  F(a)  ,  F(a-fd)  ,  F{a+m  > F(a^H^tS) 
sämmtlich  positiv,  *so  müssten  wegen  des  stets  als  positiv  vorausgesetz- 
ten 6  auch  die  Differenzen  ...  v 

F(q-f-o)-F(a)  ,  F(q+2<S)-F(q-f 8)  ,  F(q-f 3d)-F(q+2o7,... 

F(a  +  n8)-F(a+n-lS) 

durchgängig  positiv  sein  und  hieraus  folgt: 

F(fl)<F(«  +  d)  ,  F(«+ o)<F(q+ 28)  ,  F(q+  ^)<F(q^2ffl, ...  , 

F(q  +  n  —  H)<F(q+nd).    ,.«••••    x  ■ 
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Sind  dagegen  die  Grössen  F(a)y  F(a  +  ö)  etc.  negativ,  so  sind 
es  auch  die  vorhingenanuten  Differenzen  und  mitbin  gelten  die  Unglei- 
chungen 

fYa)>f\a+*)  ,  F(a  +  3)>F(a+2*)  ,  F(«  +  2ö)>F(a  +  3S)>..> 

F(a+n  — H)>F(a  +  »a). 

Lassen  wir  nun  d  unausgesetzt  ab  und  n  immer  zunehmen,  doch  so, 
dass  immer  nÖ—b — a  bleibt  wie  früher,  so  stellen  die  Grossen 

F(a)  ,  F(a+d)  ,  F(a+2d), ....  F(a+Z-l S) 

und   

F(a)  ,  F(a+fl)  ,  F(a  +  2<$)  , ...  F(«  +  M  — 1 J) 

nichts  Anderes  als  den  Verlauf  der  Funktionen  F{x)  und  F(x)  dar, 
wenn  in  ihnen  x  stetig  von  x  =  a  bis  nach  x  =  b  übergeht,  und  wir 
können  nun  folgenden  wichtigen  Satz  aussprechen: 

eine  beliebige  Funktion  nimmt  während  eines  bestimmten  In- 
tervalle« beständig  zu  oder  ab,  je  nachdem  ihre  Derivirte 
während  des  nämlichen  Intervalle*  positiv  oder  negativ  bleibt. 
Der  Diffcrenzialquotient  einer  Funktion  liefert  also  immer  ein  Kennzei- 
chen ,  um  entscheiden  zu  können ,  innerhalb  welcher  Intervalle  die  Funk- 
tion selbst  wächst  oder  abnimmt. 

III.  Wir  betrachten  nun  die  Formel  (3).  In  derselben  kommen 
wieder  die  Grössen  F(a)  ,  F^a+d)  ,  F(a+2<5)  etc.  der  Reihe  nach  vor 
und  zugleich  wird  ein  üebergang  zur  Gränze  für  unausgesetzt  abneh- 
mende d  verlangt,  es  durchläuft  also  in  F(x)  die  Veränderliche  x  ste- 
tig das  Intervall  x  —  a  bis  x—  a\ h.  Dabei  wird  nun  F(x)  offenbar 
irgendwo  seinen  grössten  und  kleinsten  Werth  erhalten,  so  dass  etwa 
für  x=a  der  Werth  von  F(a)  der  grösste  unter  den  Ausdrücken  F(«), 
F(a  +  6)  ^(a  +  Sä)  etc.  und  ähnlich  für  x=ß  der  Werth  von  F{ß) 
der  kleinste  von  allen  ist.  Setzen  wir  daher  in  no.  (3)  für  jedes  Glied 
der  Reihe  das  zu  grosse  F(a)  oder  zu  kleine  F(ß) ,  so  wird  offenbar 

F(a  +  A)  —  F(a)< ön F (a)  d.  i.  <  AF(a) 
F(a  +  A)-  F(a)>önF(ß)  d.  i.  >  hF(ß)  . 
oder  es  ist  auch 

F(a  +  A)  F(a)—hF  (a)  negativ 
F(a  +  A)  —  F(a)  -  A  F  (ß)  positiv. 

Diess  lässt  sich  auch  in  folgender  Form  darstellen.  Wenn  in  den 
Ausdrucke 

10 
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F(a  +  A)  —  F(a)  —  hF{x) 

x  das  Intervall  x  —  a  bis  x  —  a\h  durchläuft,  so  finden  sich  inner- 
halb des  letzteren  zwei  We*the  a  und  ß,  von  denen  der  eine  ihn  ne- 
gativ und  der  andere  positiv  macht.  Wenn  nun  aber  F(x)  eine  ste- 
tige Funktion  von  x  ist,  wenigstens  innerhalb  des  Intervalles  x=a 
bis  or=a  +  A,  so  ändert  sich  auch  der  ganze  obige  Ausdruck  continu- 
irlich  und  kann  demnach  nur  dadurch  vom  Negativen  ins  Positive  über- 
gegangen sein,  dass  er  alle  Zwischenstufen  durchlaufen  hat  Es  exi- 
stirt  folglich  ein  gewisser  Werth  £  von  xt  für  welchen 

F(fl  +  /i)-F(a)-ÄF(Ö  =  0 

oder 

F(a  +  A)-F(a)  =  ÄF(|)  '  ' 

ist.  Da  aber  £  innerhalb  des  Intervallesa  bis  a  +  A  liegt,  also  bei  po- 
sitiven A  ,  a  +  A>  |  >  a,  und  bei  negativen  A,a  +  A<|<a  ist,  so 
können  wlr|=a  +  Xh  setzen,  wo  X  einen  positiven  ächten  Bruch,  oder 
schärfer,  eine  positive  die  Gränzen  Ound  1  nicht  überschreitende  Grosse 

bezeichnet.    So  haben  wir  denn  für  1^  X  ^  0 

—  —       -  — 

F(«  +  A)  -  F(a)  =  hF(a  +  Xh)  (4) 

oder 

F(u  +  A)  =  F  («)  -f  h  F  (a  -f  Xh)  (5) 

Man  kann  dieser  Gleichung  auch  eine  geometrische  Bedeutung  abge- 
winnen, die  so  einfach  ist,  dass  sie  fast  ans  Triviale  streift.  Ist  näm- 
lich wieder  y  =  F'  (x)  die  Gleichung  der  Curve  MPQ  (fig,  10)  und 
F(.r)  ih  re  über  der  Abscisse  x  stehende  Fläche,  so  ist  für  OA —  a 
AB  =  h ,  die  Fläche  ABQP  —  OBQ3I-  OAPM  =  F(«  +  A)  —  F(a). 
Wenn  nun  andererseits  US  die  grosste  auf  der  Strecke  AB  stehende 
Ordinate  (das  Maximum  von  F(x))  und  VT  die  kleinste  Ordinate  (das 
Minimum  von  F(x))  ist,  so  erhellt  augenblicklich,  dass  das  Rechteck 
aus  AB  und  US  mehr  als  die  Fläche  ABQP,  und  das  Rechteck  aus 
AB  und  VT  weniger  als  dieselbe  beträgt.  Hieraus  folgt,  dass  es  eine 
Ordinate  LK  der  Art  geben  müsse,  dass  die  Fläche  ABQP  gleich 
dem  Rechtecke  aus  AB  und  LK,  also 

F(«+A)  —  F(«)  =  AB.LK  —  h.LK 

ist.   Wir  haben  aber  LKz=F(OL)  =  F(OA  +  AL),  und  wenn  wir 
Ah 

den  Bruch        —  X  setzen,  AL  =  X.Ali  =  Xh  und  folglich  LK  = 
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F(OA  +  lk)  =  F(a  +  AA).  Durch  diese  Substitution  kommen  wir 
auch  geometrischersei ts  auf  die  Gleichung  (4)  zurück.  —  Diese  Schlüsse 
gelten  aber  nicht  mehr,  wenn  die  Curve  MPSTQ  innerhalb  des  Ioter- 
valles  von  P  bis  Q  unendlich  gross  wird,  oder  keinen  zusammenhän- 
genden Zug  bildet,  d.  h.  wenn  F(x)  während  des  Intervalles  x=a 
bis  x  ==  «  +  A  unendlich  oder  unstetig  wird. 


§27. 

Denken  wir  uns  för  zwei  verschiedene  Funktionen  <P  ( x )  und 
*P(x)  die  Gleichung  (3)  des  vorigen  Paragraphen  hingeschrieben,  indem 
wir  uns  /  einmal  durch  <P  und  dann  durch  *P  ersetzt  denken,  so 
findet  sich  durch  Division  sehr  leicht 

O  (g+A)  -  tt(a)  \ 

^(a+A)-y(fl)   

=  Lim  <P(°)+0>+fl  +  ^(a+2fl  +  -"  +  <y("  +  w--Iä)  l  (1) 
V(a)  +     (a + d)  +  *F(a  +  2d)  + . . .  +  ^(a+  ^1  ö)  ) 

Nun  giebt  es  aber  folgenden  Satz  *) :  der  Quotient  zweier  Summen : 


*)    Ist  nämlich  G  der  grnaite  und  K  der  kleinste  unter  den  Quotienten 

AQ     At     .4^  An—} 
Bu  1  B%  9  " '  Ah^T  * 

«o  i«t 

<  G  und  >  A' 


i  <  G  und  >  A' 


I  <  G  und  >  JT 


und  noter  diesen  Begehungen  kommt  nur  eine  Gleichung  vor.  Aua 
folgt 

A0  <  B0G  und  >  BQA' 
Al  <  Bt  G  und  >  /?,  A' 


<  B*-XG  und  >  £«— i  K 

JO* 
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ßo  +  A  +      +  ••-  +  E^i 
liegt  seinem  absoluten  Werthe  nach  zwischen  dem  grossten  und  klein 
sten  der  partiellen  Quotienten 

Aq        A\        A%  An  , 

B»'  Bx  >  B±'  "  "       i 9 

wobei  ebenfalls  nur  die  absoluten  Werthe  in  Frage  kommen.  Wenden 
wir  diess  auf  den  in  no.  (3)  vorkommenden  Quotienten  an,  so  folgt, 
dass  derselbe  zwischen  der  grossten  und  kleinsten  unter  den  Grossen 


<P»     <P' (a  -1-  8)     glfeiJS         ^(a  +  w-ld) 

enthalten  sein  muss.   Je  kleiner  nun  ö  =  ^  ist,  desto  genauer  stellen 

diese  Grossen  den  Verlauf  des  Quotienten  ipr^  dar,  wenn  man  darin 

x  das  Intervall  a  bis  a-f  h  stetig  durchlaufen  lässt;  da  aber  in  no.  (1) 
d  als  unausgesetzt  bis  zur  Gränze  Noll  abnehmend  gedacht  wird,  so 
folgt  jetzt ,  dass  der  Quotient 

<P(k  +  h)  -<D(a) 
<f'(a  +  A)  —  V(a) 

4>'  (x) 

zwischen  deBi  Maximum  und  Minimum  von  enthalten  ist,  wenn 

V  (X) 

man  x  von  a  bis  a  \  h  gehen  lasst.  Tritt  dieses  Maximum  etwa  für 
a*= «  und  das  Minimum  für  ./•       ein,  so  ist 

V(a  +  h)-V(a)  negaUV 


und 


"f"        +  ^*  +  ••••  +  -4« 
<  (*o  +  B,  +  5a  +  ....  -f  B*—X)G 
und  >  (tf0  +      +  ....  +  />V  , )  vV. 

Mithin  ist  durch  Division 

n  A°      Ii  a%  i  An~*  s.  a' 

*  E  +      +  Bt  +  Zfc-,  > 


w.  «.  b. 
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d.  h.  mit  anderen  Worten:  der  Ausdruck 

Q(a  -f-  h)  —  <P(a)     <F  (x) 

ändert  sein  Vorzeichen,  wenn  man  x  das  Intervall  x=a  bis  x=a  +  h 
durchgehen  lässt.    Vorausgesetzt  nun,  dass  der  Quotient  igr^,  den 

wir  kurz  f(x)  nennen  wollen,  eine  wenigstens  innerhalb  jenes  Interna- 
les stetige  Funktion  von  x  bildet,  so  folgt  aus  dem  Vorigen,  dass  es 
einen  Werth  jr=|  geben  müsse,  für  welchen  der  obige  Ausdruck  sich 
annullirt    Da  aber  |  nicht  ausserhalb  der  Gränzen  a  und  «  -f  h  liegen 

kann,  so  können  wir  |=a  +  AÄ  setzen,  wo  l^A^Oist;  es  ergiebt  sich 
dann: 

<t>(a  +  k)-Q(a) 

V(„+A)-Sr(«)-A«  +  ^)=<> 

oder ,  vermöge  der  Bedeutung  von  f(x) , 

0(a  +  h)  —  <D(a)      <V{a  +  Xh) 


,  1>A>0  (2) 


Wir  haben  aber  noch  die  Bedingungen  nachzusehen,  unter  wel- 
f{x)  eine  stetige  Funktion  ist,  wenigstens  während  des  Interval- 
ls xz=za  bis  *  =  a  +  Ä.  Das  Criterium  för  die  Continuität  einer  Funk- 
tion f{x)  überhaupt  besteht  nun  dann ,  dass  die  Differenz 

f(x-d)-f(x  +  S)  . 

für  unendlich  abnehmende  ö  sich  der  G ranze  Null  nähert .  wie  man 
durch  sehr  einfache  Betrachtungen  leicht  finden  wird  *).  lo 
Falle  ist  nun 


♦)    In  fig.  Ua.  z.  B.  «ei  p—f{x)  die  Gleichung  der  Curve  RüPV  und  f(x) 
stetige  Funktion.  Für  0M  =  X,  IfS=MT=t  ist  dann  SU  =  r{x-3), 
7F=/(*+3)  und 

—  /(*+*)  =  VU*. 
Aus  der  Betrachtung  der  Figur  ergiebt  sich  auf  der  Stelle,  daM  für  nnaos- 
gesetzt  abnehmende  3  die  Differenz  VV'  sich  bis  cur  Gränze  Null  verringert. 
Ist  dagegen  in  fig.  IIb.  die  Funktion  f(x)  an  der  Stelle  M  unstetig,  so  ändert 
sie  sich  sprungweis,  und  zu  OM—X  als  Ausrisse  gehören  zwei  Ordinaten  MF 
and  JKQ,  von  denen  jene  die  vorhergehende  Reihe  von  Ordinaten 
und  diese  eine  neue  anfangt.    Es  ist  dann  wieder 
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A,-,)-A,+Ä)=^_§%±!.  m 

Sind  nun  <J>' (x)  und  selbst  stetige  Funktionen,  so  haben  wir 

<i>'(x-ö)     T.    <!>'(x+3)  <P'(x) 
Uxm  f  (x—ö)~       ¥  (x  +  ö)  —  <FJx) 

und  folglich 

Liiu  \f(x  —  6)  —f(x  +  6)  |  =  0, 

wobei  jedoch  stillschweigend  vorausgesetzt  wird ,  dass  das  Minuszeichen 
in  (3)  nicht  durch  einen  Zeichenwechsel  in  ein  Pluszeichen,  also  die 
Differenz  nicht  in  eine  Summe  umgeschlagen  ist  Dieser  Fall  muss 
noch  besonders  betrachtet  werden.  Aendert  nun  erstlich  4>(x)  an  der 
Stelle  x=u  sein  Zeichen,  so  dass  *'(m— <5)  positiv  +  negativ 
ist,  so  wird 

Da  wir  aber  <Z>'(x)  als  stetige  Funktion  voraussetzten,  so  muss 
an  der  Stelle  ?«,  wo  sie  ihr  Vorzeichen  wechselt,  *' (u)  =  0  sein,  woraus 

Lim  [f(u  -  6)  —f(u  +  S) }  =0 

folgt.  Der  Zcichenwechsel  von  &' (x)  bringt  demnach  keine  Unstetig- 
keit  in  die  Funktion  f(x).  Aendert  dagegen  V(o?)  sein  Zeichen  an  der 
Stelle  x  =  vf  so  ist  ähnlich  wie  vorhin 


aber  für  unendlich  abnehmende  3  ist  Lira  VU'  =  PO,  also  Lira  {  —  3) 
—        +     }  von  der  XuII  verschieden. 

Man  kann  dieses  Criterium  auch  anders  ausdrücken;  es  int  nämlich 
identisch 

f(x-S)-gx)    f(x  +  8)-f(x)_r(x+3)-f(x-8). 
(-  d)       +  3  3 

folglich,  wenn  man  zur  Gränze  übergeht, 

+  f  Qt)  =  einer  endlichen  Grösse, 

wenn  die  Funktion  f(x)  an  der  Stelle  x  stetig,  und  =  »,  wenn  sie  daselbst 
unstetig  ist.  So  lange  also  der  Diflerenzialquotient  einer  Funktion  endlich 
bleibt,  ändert  sich  die  letztere  continuirlich. 
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—  r(vy 

und  da  f/''(.r)  ebenfalls  als  stetige  Funktion  vorausgesetzt  wurde,  so 
muss  an  der  Stelle  vdes  Zeichen  wechseis  <F'(t/)=0  sein,  woraus  dann 

Lim  [f(v  —  S)—f(v-\-$)}  =  x> 
folgt,  also  f\x)  unstetig  wird.   Zur  OontinuitKt  des  Quotienten 

gehört  also,  dass  die  Funktionen  und  V(x)  selbst  von  x  —  a  bis 

x=za  +  h  stetig  sind  und  dass  die  letztere  während  dieses  Int  ervalles 
ihr  Vorzeichen  nicht  ändere.  Diess  sind  die  Bedingungen  für  die  Gül- 
tigkeit der  Gleichung  (2).  Es  giebt  übrigens  noch  eine  Determination 
für  die  genannte  Formel.  Die  Ableitung  derselben  basirt  nämlich  auf 
der  Voraussetzung,  dass  die  Funktion  f(x)  einen  grössten  und  klein- 
sten Werth  annehme,  wenn  man  x  von  a  bis  o+A  gehen  lässt,  und 
diese  Voraussetzung  ist  offenbar  in  dem  Falle  unrichtig,  wo  f{x)  in- 
nerhalb jenes  Inten  alles  unbegrenzt  wächst  oder  abnimmt,  weil  es  dann 
weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  giebt.  Wir  müssen  daher  noch 
die  Bedingung  hinzufügen,  dass  f(x)  während  des  Intervalle*  x=a 
bis  x=za  +  h  weder  unendlich  zu-  noch  abnehme,  welche  immer  erfüllt 
ist,  sobald  <&(x)  und  V  (x)  innerhalb  jenes  Intervalle*  endlich  bleiben. 

Da  durch  die  Stetigkeit  und  Endlichkeit  der  derivirten  Funktionen 
auch  immer  die  der  ursprünglichen  Funktionen  und  H'(x)  mitbe- 

dingt ist  (beiläufig  gesagt,  ein  Satz,  den  man  nicht  umkehren  darf) 
und  gleiches  Vorzeichen  von  ¥(x)  entweder  beständiges  Wachsthum 
oder  fortwährende  Abnahme  von  ¥(x)  anzeigt,  so  können  wir  alles 
Bisherige  in  folgenden  Satz  zusammenfassen : 

Bleiben  die  Funktionen  4>(x)  und  *(x)  nebst  ihren  ersten  Dif- 
ferenzialquotienten  endlich  und  stetig  während  des  Intervalles 
x—a  bis  x=a  +  h,  und  nimmt  ferner  V(x)  innerhalb  dieses 
Intervalles  entweder  blos  zu  oder  blos  ab,  so  ist 

.  <p(g  +  h)-*(a)_<l>'(a  +  kh)  (4) 
^(a  +  A)~n«)"",',,(ö  +  ^)'    =   -  ' 
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Construiren  wir  in  Fig.  12  zwei  Curven  MPQ  und  NST,  deren 
Gleichungen  y=*»  und  V^'l'(x)  sind  und  nehmen  OA=a,  AB=k, 
also  OÄ^a  +  A,  so  sind  die  Flächen  ^Ä(?P=*(a  +  A)-*(o)  und 
ABTS  s=  'J'(a  +  A)  —  V(a).  Für  AL=a  +  Xh  haben  wir  ferner 
=  (a+M),  ^^^(ä+XÄ)  und  folglich  bedeutet  die  Gleichung  (4) 
geometrisch ,  dass  sich  die  Flächen  ABQP  und  ABTS  au  einander 
verhalten  wie  die  Ordinaten  LJ  und  LR, 

Man  kann  den  Satz,  der  sich  in  der  Gleichung  (4)  ausspricht, 
leicht  beliebig  erweitern.  Haben  nämlich  fi>'(x),  7/(.r)  und  ebenso 
4>"(x)  ,  1^{x)  stetigen  Verlauf  von  j  —a  bis  x=a  +  k  und  *P*(x)  keinen 
Zeichenwechsel  (so  dass  also  5f(a:)  entweder  nur  zu  oder  nur  abnimmt), 
so  ist  ähnlich  wie  in  (4): 

*  • 

4>'{a+k)-#(a)_+»{a  +  \'k) 

'i'(a  +  £)-*'(a)— *"(a-t-A'*)'  l  =  A=u 

und  wenn  man  *=U,  U'  =  Ä,  setzt, 


Aul  ganz  die  nämliche  Weise  künnte  man  wieder  die  folgende  Glei- 

i'liiiiifr    olilfkif^trt  • 

MlUllg    ÄU1  tri  1 1  II  •  « 

g  (a  -I-  Vi)  -  g*(g)  («  fj,  A) 

1F  (a  +  4/i)  —  ^  (a)  —  P"  («  +  I3Ä)  ■  1 

Man  übersieht  leicht  wie,  sich  dieses  Spiel  fortsetzen  lässt  und 
dass  man  damit  zu  folgendem  Satze  gelangt: 

Wenn  die  Funktionen  4>(x)  und  V{x)  nebst  den  folgenden 
Uitlerenziaiquotienten  derselben 

&(x)  ,  &{x)  ,  W{x)  ,  ...  W«-1)^)  , 

H*{x)  ,  y"(ar)  ,  VM(x)  ,  ..,  «?(»-»)(»  ,  Vl*)(x) 

innerhalb  des  Intervalle«  x  =  a  bis  x  =  a  +  h  stetig  und  end- 
lich bleiben,  und  wenn  ferner  die  Differenzialquotienten  von 
'!'[->-)  während  des  nämlichen  Intervalle«  ihre  jedesmaligen 
Vorzeichen  nicht  wechseln,  so  gelten  die  Gleichungen 
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»          V        f        1.  / 

\       ■  ' 

*(«) 

*'(a  +  M)" 

-*». 

_*''(Ö  +  A*Ä) 

*"(«+AiA)- 

«f"(a  +  M) 

(a  +  ^     h)  —  *("-»)(a)  _  »<■>(«+  *nA) 

v<-i>  („f  JU-^  A)  -«—'><«) («+  SJJ 

in  denen  A,  ,  JL,  ,  i,  ,  ...  An  Grössen  bedeuteten,  welche  die 
Gränzen  0  und  +1  nicht  überschreiten. 

Sind  die  Differenzialquotienten  von  *  (*)  und  V(x)  so  beschaffen, 

*  * 

dass  gleichzeitig 

*(<*)  =  <t>" (a)  =  ^(a)  ...  =  (a)  s=  0 

<f  (a)  =  <P"(a)  =  ¥*(a)  ...  =  =  0 

ist,  so  wird  die  rechte  Seite  jeder  der  obigen  Gleichungen  identisch 
mit  der  linken  der  nachfolgenden  Gleichung  und  wir  haben  dann  fol- 
gendes sehr  wichtige  Theorem: 

Wenn  die  Funktionen  <P(x)  und  «Pfcr)  nebst  ihren  Differenzial- 
quotienten bis  zum  nten  inclusive  innerhalb  des  Intervalles 
x=a  bis  x—a+h  endlich  und  stetig  sind,  wenn  ferner  die 
Differenzialquotienten  von  V(x)  während  desselben  Intervalles 
ihre  jedesmaligen  Vorzeichen  nicht  wechseln,  und  wenn  end- 
lich beide  Reihen  von  Differenzialquotienten  mit  Ausschluss 
der  «ten  für  ar=a  verschwinden,  so  gilt  die  Gleichung 

</'(a  +  A)  —  V(a)     ^(a  +  AnA)' 

worin  kn  eine  die  Gränzen  0  und  +1  nicht  übersteigende 
Grösse  bezeichnet. 

Ein  gutes  Beispiel  hierzu  bildet  die  Annahme  V{x)  =  (x—  o)"; 
es  erfüllt  dieselbe  alle  der  Funktion  V(x)  auferlegten  Bedingungen  und 
giebt 
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0>(o  +  A)  —  <f>  (a)  _  *M  (C  + *„A) 

wir  F  für  *  schreiben : 

F(«  +  A)  =  FW  +      **      F<»>(a  +  A»A) 

1  •  ii  .  •  •  7* 


(6) 


wobei  nun  die  Funktionen  F{x)  ,  F {x)  ,  F"  {ah  ...  F (■)(*)  innerhalb 
des  Intervalle*  x~a  bis  J?=a-f  A  stetig  und  endlich  sein  und  mit 
Ausnahme  der  ersten  und  letzten  für  ar=a  verschwinden  müssen. 

Wäre  F{x)  eine  von  den  vielen  Funktionen,  die  nebst  ihren 
Differenzialquotienten  für  #=0  sich  annulüren,  so  kann  man  a=0 
nehmend,  eine  oft  sehr  brauchbare  Formel  erhalten,  nämlich  /"für  F 
schreibend: 

von  der  wir  in  Cap.  VIII  eine  wichtige  Anwendung  machen  werden. 


i   .  : 
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Zweite  Abtheilung. 

Anwendungen  derIHfferenzialrechnung. 


Cap.  VI.    Die  unbestimmt  scheinenden  Werthe  mancher 


Die  vieldeutigen  Symbole  ß  und  -§. 

Es  kommt  bekanntlich  häufig  vor,  dass  die  Werthe  mancher 
Funktionen  sich  in  spezieilen  Fällen  unter  einer  der  vieldeutigen  For- 
men £  und  präsentiren ,  aus  welchen  man  ihre  wahren  Werthe  nicht 
erkennen  kann.  Diess  ist  z.  B.  immer  der  Fall ,  wenn  man  einen  Aus- 
druck von  der  Form 

zu  betrachten  hat,  in  welchem  tp(x)  und  ^  U  )  sich  für  einen  speziel- 
len Werth  .r~a  zugleich  annulliren  oder  beide  über  alle  Gränze  hin- 
aus wachsen,  sobald  sich  x  der  Gränze  a  nähert.  Die  hierbei  sich 
von  selbst  aufdrängende  Frage  nach  den  wahren  Bedeutungen  sol- 
cher unbestimmten  Symbole  lässt  sich  nun  in  jedem  speziellen  Falle 
leicht  mit  Hülfe  der  Differenzialrechnung  beantworten. 

I.  Nach  dem  Theoreme  (4)  im  vorigen  Paragraphen  ist  unter 
der  Voraussetzung,  dass  die  Funktionen  <p(x)  und  y(x)  für  x—a  sich 
gleichzeitig  annulliren  und  in  der  Nachbarschalt  von  a  stetig  sind, 

p(g-f-ft)_p'(q-t-U) 
^(a  +  A)-^(o  +  AA)  ■ 
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mithin  für  /,  =0 

1><o) ->'(«)'  w 

Dieser  Satz  dient  unmittelbar  zur  Lösung  unserer  Aufgabe ;  denn 
wenn  <p{x)  und  ty(x)  sich  beide  für  x  =  a  annulliren,  so  erscheint  der 

Quotient  för  x=a  unter  der  unbestimmten  Form  g;  verschwin- 
den nun  <p'(x)  und  ty' (x)  nicht  ebenfalls  gleichzeitig  für  x—at  so 
giebt  der  Quotient  den  wahren  Werth  des  Quotienten  an. 

Man  kann  diess  auch  unabhängig  von  dem  Früheren  auf  folgende 
Weise  sehen.  Für 

ist  identisch 

ffr  i  ^  yfr*)* Mg-f-fl-yO*)! 

folglich  für  x=a,  wo  g>(a)  =    (a)=0  ist, 


Ao+J)=',,(a+f)~y(")- 


<f>(a  +  6)  —  <p{a) 


5 


und  hieraus  ergiebt  sich  durch  Uebergang  zur  Gränze  für  unendlich 
abnehmende  8 

rw»  d.i.  t(Ä)-^(a) » 

wie  vorher.  Annullirten  sich  die  derivirten  Funktionen  q>(x)  und  ty'{x) 
ebenfalls  Hör  x  =  a,  so  konnte  man  das  nämliche  Theorem  auf  sie  selbst 

■  * 

anwenden  und  hätte  dann 

cp'  (o)  <pn(a) 

folglich 

1>(a)—  VW  - 

Wäre  wieder  g>"(a)  =  if/"(a)  =  0,  so  erhält  man  durch  Anwendung 
des  nämlichen  Verfahrens 

£(a)  g/>) 
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Man  übersieht  leicht,  dass man  durch  Fortsetzung  dieser  Schlüsse 
zu  folgendem  allgemeinen  Theoreme  gelangt: 
Wenn  die  Funktionen 

<p(x)  ,  <p'(x)  ,  9>#(a),  ....  g>(«-*>  (x), 
1>(x)  ,  1>'(x)  ,  V  (*)  »  (*) 
sämratlich  für  x  =  a  verschwinden,  dagegen  g>(")(ar)  und  i//(">  (#)  die 
ersten  unter  den  derivirten  Funktionen  sind,  welche  sich  ftir  x  =  a 
nicht  gleichzeitig  annulliren,  so  findet  man  den  wahren  Werth  des  Quo» 

I  i t  oten  2^  dadurch ,  dass  man  in  den  wten  Differenzialquotienten  <p(*)(x) 

und  i//n>(.r)  x  in  a  übergehen  lässt  und  die  Grösse  des  Quotienten 

bestimmt. 

Beispiele.  Für  <p(x)  =  af*  —  x** ,  (x)  —  a  —  x  ist  a>,(ar)  = 
—  fix**—1,  ^'(ar)= — 1;  da  diese  Derivirten  für  x=a  nicht  gleichzei- 
tig verschwinden ,  so  ist  der  wahre  Werth  von 

ar—xf 
a  —  x 

für  x  =  a  der  Grusse  fiaf*-1  gleich  oder,  was  das  Nämliche  bedeutet, 
lia**-  1  ist  der  Gränzwerth,  dem  sich  jener  Quotient  nähert,  wenn  man 
x  an  a  heranrücken  lässt 

Für  die  Bestimmung  des  Werthes  von 

x — sina: 
x3 

in  dem  Falle  x=0  hat  man  <p'  (x)  =  1  —  cos  x ,  t|/  (x)  =  &r2 ;  da  diese 
Funktionen  sich  wieder  für  j  =0  annulliren,  so  gehen  wir  zu  den 
zweiten  Differenzialquotienten  tp"  (x)  =sin  x ,  t^n(x)=Qx.  Das  Ver- 
schwinden beider  für  x  =  0  nöthigt  uns,  noch  einen  Schritt  weiter  zu 
thun,  wobei  wir  <pm(x)  =  cosx,  i/ ■'"(./-) bekommen.  Aus  diesen 
folgt  nun  für  x—Q,  dass  i  der  wahre  Werth  unseres  Quotienten  für 
x=0  ist. 

II.  Sind  die  Funktionen  q>(x)  und  ty(x)  der  Art,  dass  sie  ins 
Unendliche  hinaus  wachsen,  wenn  x  sich  der  Grusse  a  nähert,  so 
kann  man  den  Gränzwerth  des  Quotienten 

• 

y(x)     »  ! 

leicht  mittelst  der  vorigen  Regelo  finden.    Sobald  nämlich  q>  (x)  und 
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ty(x)  ins  Unbegränzte  wachsen,  nähern  sich  die  Funktionen  und 
-4-r  der  Gränze  Null.   Da  nun 

ist»  so  kommt  die  Aufgabe  auf  die  vorige  zurück,  wenn  man  in  der 
letzteren  und  ftr  y(x)  und  g>(o?),  folglich  —  und 

—  rT/  \  is  an  die  »Stelle  von  ty'(x)  und  tp' (x)  setzt.    Es  Ist  dann 

»'(«) 

9>(a)     |>(q)]a     r^Wl«  £  (o) 
9>'(«)  -L^(fl)J  VTa)' 

woraus  folgt: 

Wenn  also  (p  (x)  und  ty(x)t  statt  wie  früher  för  x  =  a  zu  ver 
schwinden,  ins  Unendliche  wachsen,  so  bleibt  doch  die  Regel  noch 
ganz  die  nämliche. 

Z.  B.  die  Funktionen  ip(x)  =  iQ^  und  ty(x)  =  cot x  nehm en  ins 
Unbegränzte  zu,  sobald  x  in  Null  übergeht.  Man  hat  aber  <p'(ar)  = 
-I,  V(x)  =  -8iD^;,  folglich 

<p'  (x)  sinaa: 

Da  dieser  Quotient  für  #=0  In  £  fibergeht,  so  wenden  wir  die  Regel 
1.  an  und  haben 

q>"(x)  2  sin  x  cos  a: 

Für  x=0  werden  hier  <p"(x)  und  ^"(x)  nicht  gleichzeitig  Null  und 
folglich  ist  nun  für  .r  0 


Cr)  2si 


smar  co8x 


cotx 


|  =0.  (3) 
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Setzen  wir  <p  (x)  =  x?1  ,  y  (x)=  e* ,  so  nehmen  für  anendlich 
wachsende  x  auch  <p(x)  und  ty(x)  ins  Un bekränzte  zu;  es  ist  aber 
g>'(a:)  =  (ixt*-1,  il)'(x)  —  e*,  hat  man  aber  f*>l,  so  werden  hier  wie- 
der <p' (x)  und  il>'(x)  gleichzeitig  unendlich  und  dann  muss  man  noch 
einmal  differenziren ,  woraus  <p"(x)  =  jx(f* — \)xP— *,  ^i*  (a:)  =  e*  folgt. 
Für  fi>2  würde  man  hier  noch  einmal  differenziren  müssen.  Ist  über- 
haupt n  die  erste  ganze  Zahl  >fi,  so  hat  man 

g>'  (x)  —  <p"(x)  =  qp(n— l)  (x)  ) 

1>'(x)=zit>"(x)  =^»-l)(x)  (  =X 

für  ar=x>,  dagegen  aber 


wo  nun  n>f*  ist.   Daraus  folgt  jetzt  Lim  ^^  =  0,  mithin  auch 

Lira  ~=0f  (4) 

was  auch  u  sein  möge. 

§.  29. 

DU  vieldeutigen  Symbole  O.co,  0°,  od0  u.  dergl. 

I.  Sind  zwei  Funktionen  a)(a?)  und  so  beschaffen,  dass  <p(x) 
sich  der  Gränze  Null  nähert,  dagegen  %(x)  ins  Unendliche  hinaus 
wächst,  so  bald  man  x  dem  bestimmten  Werf  he  a  näher  und  näher 
kommen  lässt,  so  kann  sich  das  Produkt  <p(x)%(x)  einer  endlichen 
Gränze  nähern,  die  sich  aber  im  Allgemeinen  hinter  der  vieldeutigen 
Form  0.x  versteckt.  Der  wahre  Sinn  derselben  lässt  sich  leicht  fin- 
den, wenn  man  entweder  -—^^^{x)  setzt,  wodurch 

wird,  worin  sich  q>(x)  und  ty(x)  für  x—a  gleichzeitig  annulliren  und 
folglich  die  Regel  I.  in  §.  28,  anwendbar  wird,  oder  dadurch,  dass  man 

— j—r  ss  co Cr)  nimmt,  was 
<p(x) 
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giebt,  wobei  %(x)  Und  «,<*)  ins  Unendliche  hinauswachsen,  sobald  x 
in  a  übergeht  und  mithin  die  Regel  II.  des  vorigen  Paragraphen  brauch- 
bar  ist. 

.  AI»  Beispiel  fiir  das  erste  Verfahren  diene  die  Annahme  <p{x) 
=  /(2— f),  *(*)=tan  "*    wobei  für  x  =  a  (p(a)^=0,  x(a)ss«bwM. 

r  .  . 

7ZX 

Es  ist  dann  if;(j)  =  cot  ^  und  ""toin 

cot55T 

folglich  nach  der  angegebenen  Regel 

9>'(:r)         ~"2a^       2a  8io  2« 


y'{x)    _*       1         *'2a— x 

2a'  .  -tw; 
sin2 


woraus  folgt,  dass  für  x^a  der  wahre  Werth  von 

/(2--)tan-^=-  (1) 

ist   Die  zweite  Methode  dagegen  lässt  sich  z.  B.  auf  das  Produkt  x?lx 
worin  für  x=zO,  xf>>  =0  wird  (f*  nämlich  als  positiv  voraus- 
t)  und  Ix  unbegränzt  wächst.   Es  ist  hier  a>(*)=arH«,  folglich 

v  (x)  Ix 

und  nach  der  in  §.  28.  II.  angegebenen  Regel: 

%'(x)_      x~l  xf* 

und  hieraus  folgt,  dass  für  *=0  bei  positiven  p 

*>**r=0  (2) 

wird. 

II.  Wenn  sich  endlich  ein  Ausdruck  wie  [/(*)]* w  ^  *=« 
unter  eine  der  vieldeutigen  Formen  0°,  <x°,  1®  stellt,  so  berücksichtige 
man,  dass  immer 

[/(*)]«*  =*«W*fW 
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ist  und  setze  jetzt  lf(x)=z%(x) ,  80  handelt  es  sich  jetzt  blos  noch  um 
die  Bestimmung  der  Uranze,  welcher  sich  der  Exponent  q>(x)x(x)  für 
x  =  a  nähert  und  diese  Bestimmung  kann  nach  der  vorhin  entwickelten 
Regel  immer  gegeben  werden.  So  ist  z.  B.  für  x=0  der  Ausdruck 
x*  vieldeutig  =0*»;   man  hat 


und  da  xlx  nach  dem  Vorigen  für  x  =0  verschwindet,  so  wird 

x*  =  l  für  x=0.  (3) 
Für  wird  ferner 


er- 


er- 


Man  hat  aber 

x)  = 

und  da  sich  nach  dem  Vorigen  Ix  sin  x=0  findet,  wenn.T  =  0,  so  wird 

1 

1  für  j:  =  0.  (4) 
Ganz  ähnlich  stellt  steh  der  Ausdruck 

(»-fr* 

für  xz=a  unter  die  Form  l00;   dagegen  ist 

2 — -  J     «• = <**  -    t«=  =  *a  » 
wenn  man  die  Gleichung  (1)  berücksichtigt. 


(5) 


C  a  p.  VII.    Maxima  und  Minima. 


§.  30. 

Maxima  und  Minima  der  Funktionen  einer  Fariabelen. 

Wenn  eine  Funktion  einer  Veränderlichen  innerhalb  des  einen  In- 
tervalls immer  zu-,   während  eines  folgenden    Intervalles  dagegen 

11 
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abnimmt,  dann  wieder  wächst  und  so  das  Spiel  mit  Waefasthum  und 
Abnahme  forttreibt,  so  muss  es  in  ihrem  Verlaufe,  vorausgesetzt,  das« 
derselbe  ein  stetiger  ist,  gewisse  Punkte  geben,  an  welchen  Ueber- 
gänge  von  dem  Einen  zum  Andern  eintreten.  Diese  Stellen  lassen  sich 
leicht  schärfer  bezeichnen;  denn  wenn  die  Werthe  der  Funktion  im 
Steigen  begriffen  waren  und  dann  wieder  ins  Fallen  geriethen,  so  muss 
derjenige  Werth,  bei  welchem  das  Erstere  aufhörte  und  das  Andere 
anfing,  offenbar  grösser  sein  als  seine  Nachbarn  auf  beiden  Seiten, 
d.  h.  er  muss  ein  sogenanntes  Maximum  bilden;  wenn  dagegen  die 
Werthe  der  Funktion  erst  fielen  und  dann  zu  steigen  anfingen,  so  ist 
derjenige  Werth,  welcher  den  Uebergang  von  Abnahme  zu  Wachsthum 
vermittelt,  gewiss  kleiner  als  seine  beiderseitigen  Nachbarn  und  stellt 
demnach  ein  Minimum  dar.  Es  versteht  sich  nach  dieser  Erklärung 
von  selbst,  dass  hier  unter  Maximum  und  Minimum  nicht  gerade  der 
absolut  grösste  oder  kleinste  Werth  der  Funktion,  den  dieselbe 
während  ihres  ganzen  Verlaufes  annimmt,  verstanden  wird,  sondern 
dass  es  sich  hier  nur  um  gewisse  Wendepunkte  in  dem  Verlaufe  der 
Funktion  handelt;  hat  die  letztere  nur  einen  solchen,  so  geht  dann 
allerdings  das  relative  Maximum  oder  Minimum  in  das  absolute  über 
Wir  wissen  aber  aus  §.  26.  I. ,  dass  der  Differenzialquotient  einer 
Funktion  das  Criterium  für  ihr  Wachsthuro  oder  ihre  Abnahme  ist,  und 
zwar  so,  dass  F(x)  von  x  =  a— d  bis  ar=a  wächst,  wenn  F (x)  in- 
nerhalb jenes  Intervalles  positiv  bleibt,  dass  dagegen  F(x)  von  x-=.a 
bis  x  =  a  +  ö  abnimmt,  wenn  für  diese  Strecke  F(x)  negativ  ist.  Soll 
nun  beides  zugleich  statt  finden,  also  F{x)  für  #s=a  ein  Maximum 
werden,  so  muss  F(x)  an  der  Stelle  x=a  aus  dem  Positiven  ins  Ne- 
gative übergehen;  dies  kann  aber  bei  stetigem  Verlaufe  von  F(x) 
nur  mittelst  des  Durchganges  durch  Null  geschehen,  bei  unstetigem  F(x) 

(wie  z.  B.  bei  ~")  aucn  durch  Ueberspringen  aus  +00  nach  —00. 

Es  muss  demnach  F(a)=0  oder  F(a)=x>,  d.  i.  a  eine  Wurzel  der 
Gleichung 

F(x)=0,  oder  F(x)=*  (1) 

sein.  Ganz  die  nämlichen  Betrachtungen  passen  auch  auf  die  Voraus- 
setzung, dass  F(x)  von  —  a  —  ö  bis  x  —  a  ab-  und  von  x=.a  bis 
x  —  a-{-  d  zunehme,  in  welchem  Falle  F(a)  ein  Minimum  bildet.  Man 
findet  demnach  diejenigen  Werthe  von  x,  die  F(x)  zu  einem  Maxiraum 
oder  Minimum  machen,  dadurch ,  dass  man  den  Differenzialquotienten 
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von  F{x)  der  Null  oder  dem  x  gleich  setzt  und  die  so  entspringende 
Gleichung  (1)  nach  x  auflöst. 

Um  nun  aber  zu  entscheiden,  welche  von  den  aus  no.  (1)  für  er 

gefundenen  Werthen  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  führen,  verfah- 
ren wir  wie  folgt.  Ist  a  irgend  einer  von  diesen  zu  untersuchenden 
Werthen  so  Substituten  wir  denselben  an  die  Stelle  von  x  in  den  fol- 
genden (höheren)  Differenzialquotienten  von  F(x)  und  erhalten  so  die 
Reihe 

F»  ,  F"'(a)  ,  F*r(a)  

Hier  kann  es  sich  zufallig  treffen,  dass  eine  oder  mehrere  dieser 
Grössen,  von  der  Linken  zur  Rechten  fortgehend,  sich  annulliren,  und 
um  daher  die  Betrachtung  allgemein  zu  halten,  sei  F*)(x)  der  erste 
höhere  Differenzialquotient,  welcher  für  x=:a  nicht  verschwindet.  Nun 
haben  wir  aber  nach  §.  27.  no.  (10)  unter  dieser  Voraussetzung 

F(a  +  k)  -  F  («)  =  j-~F  (»)  (a  +  Mi) ,  (2) 

wo  man  nun  h  immer  so  klein  nehmen  kann,  dass  I  '  (a  \  Ii I  mit 
F(*)(a)  gleiches  Vorzeichen  hat.  Denn  da  lnh<^h  ist  (wegen  An<l), 
so  liegt  a-|~AnA  innerhalb  des  Intervalles  x=a  bis  x  =  a-\-h,  welches 
man  wegen  des  beliebigen  h  so  eng  machen  kann,  dass  die  derivirte 
Funktion  F*)(x)  während  desselben  ihr  Vorzeichen  nicht  ändert.  In 
Bezug  auf  die  Gleichung  (2)  sind  jetzt  zwei  Fälle  zu  unterscheiden, 
ob  nämlich  n  ungerade  oder  gerade  ist. 

A.  Für  ein  ungerades  R  hat  man,  wenn  FW(x)  positiv  von  .r=0 
bis  x=a  +  h  ist, 

F(a  +  h)  -  F(a) 

positiv,  also 

F{a+h)>F(a), 

und  bei  negativen  h 

F(a  —  Ä)  —  F(a) 

■ 

negativ,  also 

F(a)>F(a-h)f 
mithin  beides  zusammengenommen 

F(«+/i)>F(a)>F(«-/i), 

und  ebenso  wenn  Fn)(x)  negativ  von  x  =  a  bis  #=a-f  A  wäre: 

11* 
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F(a  +  A)<  F(a)  < F(a — A). 

In  diesem  Falle  bildet  F(a)  weder  ein  Maximum  noch  ein  .Minimum, 
weil  es  immer  zwischen  F(a -f-A)  und  F(a  —  h)  liegt. 

B.  Ist  dagegen  n  gerade  und  FW(x)  positiv  in  der  N5he  von  x  =  a, 
so  wird 

F(a  +  h)-F(a) 

positiv,  also 

F(a  +  A)>F(a), 
und  bei  negativen  A,  wo  jetzt  An  sein  Vorzeichen  nicht  ändert, 

F(a-A)-F(a) 

positiv,  also 

F(«-A)>F(a), 

mithin  beides  zusammengenommen 

F(a-A)>F(a)<F(a  +  A), 

woraus  erhellt,  dass  jetzt  F(«)  ein  Minimum  ist.  Ware  F»)(x)  in  der 
Nachbarschaft  von  x=a  negativ,  so  hätte  man 

F(a  +  A)  —  F(«) 

negativ,  also 

F(a)>  F(«  +  A), 
und  ebenso  bei  negativen  A 

F(a— A)— F(ä) 

negativ,  also 

F(a)>  F(a  —  A), 

mithin  zusammen 

F(a-A)<F(a)>F(a  +  A), 

woraus  sich  ergiebt,  dass  F(<z)  in  diesem  Falle  ein  Maximum  ist. 

Fassen  wir  das  Bisherige  zusammen,  so  können  wir  folgende 
Kegel  aussprechen:  wenn  Fn)(x)  der  erste  für  x—a  nicht  verschwin- 
dende Differenzialquotient  und  n  ungerader  Ordnung  ist,  so  bildet  F(x) 
für  x—a  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum;  ist  dagegen  »gerade, 
so  macht  der  Werth  x  =  a  die  Funktion  F(x)  zu  einem  Maximum  oder 
Minimum,  je  nachdem  F^(n)  negativ  oder  positiv  ausfallt.  Mittelst 
dieses  Satzes  lässt  sich  nun  leicht  entscheiden,  welche  von  den  Wur- 
zeln der  Gleichung  F(x)  =  0  oder  F(ar)=x,  unter  denen  alle  zu  einem 
Maximum  oder  Minimum  fuhrenden  Werthe  enthalten  sind ,  ein  Grosstes 
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oder  Kleinstes  bilden  oder  nicht.  Um  diess  an  einem  Beispiel 
zeigen,  sei 


e  zu 


F(x)  =  x* — 9    + 24r — 7 
die  zu  untersuchende  Funktion.    Man  Gndet  sogleich 

3     —      +  8) 


<*)=6(*-3) 
(*>  =  6 


Aus  F'(ar)=0  ergiebt  sich 

und  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind  x=2,  x=4.  Da  F"(x)  für 
keinen  dieser  beiden  Wertbe  verschwindet,  so  entscheidet  dieser  Dif- 
ferenzialquotient ,  es  wird  nämlich 

F"(x)  negativ  für  x=2,  also  F(x)  ein  Maximum, 
F"(x)  positiv  F(jr)   „  Minimum. 

Hiernach  ist  der  Lauf  der  Funktion  leicht  zu  ubersehen;  während 
des  Intervalle»  x  =  0  bis  x=%  wächst  sie  beständig  von  F(0)=—  7 
aufF(2)  =  13,  nimmt  von  da  ab  während  des  Intervalles  x=1  bis 
x—A,  an  dessen  Ende  sie  das  Minimum  F(4)=9  erreicht  und  wächst 
von  da  ins  Unendliche  hinaus.  Auf  der  negativen  Seite  nimmt  sie  un- 
begranzt  ab,  wie  man  leicht  aus  F'(j:)  erkennen  kann.  Nach  diesen 
Andeutungen  würde  es  nun  keine  Schwierigkeiten  haben,  eine  graphische 
Darstellung  der  Curve  zu  geben,  welche  durch  die  Gleichung  y  —  F(x) 
repräsentirt  wird. 


Es  möge  hier  die  Beantwortung  einiger  geometrischen  Fragen 
als  Beispiele  für  die  Lehren  des  §.  30.  folgen,  wobei  das  relative 
Maximum  mit  dem  absoluten  zusammenfällt. 

1.  Welcher  ist,  seinem  kubischen  Inhalte  nach ,  der  grösste  Cylin- 
der,  der  sich  aus  einem  gegebenen  Kegel  herausschneiden 
lässt  ? 

Sei  in  Fig.  13  ABC  der  gegebene  Kegel,  der  Radius  OA  der  Grund- 
fläche =  a,  die  Höhe  OC=b  und  OX^x  der  Halbmesser  der  Grund- 
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fläche  des  Cylinders,  der  zu  einem  Maximum  werden  soll,  die  Hube 
XY  desselben  =  y.  Der  Inhalt  des  Cylinders  ist  nun  nach  bekannten 
stereometrischen  Lehren  =  itx2y,  wo  sich  aber  y  durch  x  ausdrücken 
lässt,  weil 

JO:  OC=  AX.XY 


a  :  b  =  a  —  r  :  y 

ist,  woraus  folgt,  dass  der  Inhalt  des  Cylinders,  der  F(x)  heissen 
möge,  durch  die  Gleichung 

F(x)  =  ^(ax*-x*)  (I) 
ausgedrückt  wird.   Hier  ist  nun  weiter 


F(*)=^(2»*--3*») 

F"(*)  =  ^(2«-6.r) 

und  aus  F(x)  =  Q  folgen  für  x  zwei  Werthe: 

ar=0  und  ar  =  ^a.  (2) 

F'{x)  verschwindet  für  keinen  von  beiden  und  wird  positiv  für  den 
ersten,  negativ  für  den  zweiten  und  also  entspricht  x=0  einem  Mini- 
2 

mum,  x=^a  einem  Maximum.   Dieser  grösste  Cy linder  bat  den  Inhalt 

Ffc)=£*b*  und  kann  »an  wegen  der  Bestimmung  von  OX  leicht 

construirt  werden. 

IL   Welcher  von  den  verschiedenen  (\  lindern  .  die  sich  aus  einem 
gegebenen  Kegel  schneiden  lassen,  hat  den  grössten  Mantel? 

Da  x  der  Radius  der  Grundfläche  des  fraglichen  Cylinders,  y 
seine  Höhe  ist,  so  wird  die  Grösse  des  Mantels  durch  Ixyn  ausge- 
drückt, oder  wegen  des  Werthes  von  y  durch 

■^(ax-x*)  =  F(x).  (3) 

Hieraus  folgt  durch  zweimalige  Differenziation : 

F(x)  =  ™(a-1x) , 
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*-J*  (4) 

Da  F"(x)  jedenfalls  negativ  bleibt,  was  auch  x  sein  möge,  so  ent- 
spricht der  gefundene  Werth  einem  Maximum. 

III.    Wie  bestimmt  man  denjenigen  aus  einem  Kegel  zu  schneiden- 
den Cylinder,  der  die  grfisste  Oberfläche  hat? 

Da  die  Oberfläche  eines  Cylinders  aus  dem  Mantel  und  der 
doppelt  genommenen  Grundfläche  besteht,  so  ist  für  unseren  Fall 

F  (x)  =z  —  (ax  -  *■)  +  2**  *  (5) 

folglich 

F'(x)==2tc(6— ~x  +  2x), 

F%x)  =  2*  (-  ^+  2)  = 

Aus  der  letzten  Gleichung  erhellt,  dass  nur  dann  ein  Maximum  eintre- 
ten kann,  wenn  a  —  6  negativ,  d.  h.  6>a  ist  und  unter  dieser  Voraus- 
setzung giebt  F(x)=zQ  für  x  den  Werth* 

Wäre  dagegen  6  <  a,  so  wurde  x  |negativ  ausfallen,  und  diess 
bedeutet  hier  eine  Unmöglichkeit,  weil  man  x  blos  das  Intervall  x=0 
bis  x=a  durchlaufen  zu  lassen  braucht  ,  um  alle  nach  den  Bedingun- 
gen der  Aufgabe  überhaupt  möglichen  Cylinder  zu  bekommen.  Dass 
in  der  That  in  dem  Falle  6<a  kein  Maximum  vorkommen  kann,  sieht 
man  auch  aus  der  Formel  für  F(x),  wenn  man  sie  in  folgender  Gestalt 
darstellt : 

F(x)  =  2*[b  +  2(i-^)x). 

Da  nun  6<a  sein  soll,  so  ist  -  ein  ächter  Bruch,   mithin  l-| 

positiv  und  folglich  bleibt  der  Differenzialquotient  F(x)  selbst  stets  posi- 
tiv, wenn  x  von  0  bis  «.gebt.  Die  Oberflächen  der  successiven  Cylin» 
der  wachsen  also  beständig  von  Null  an  ,  wo  der  entsprechende  Cylinder 
eine  Gerade  (die  Kegelachse)  ist,  bis  a*n,  wo  der  Cylinder  iti  eine 
(die  Kegelbasis)  abergegangen  ist. 
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IV.   Wie  findet  man  den  an  Inhalt  grossteo  Cylinder,  der  sich  au« 
einer  gegebenen  Kugel  heraus  schneiden  lägst? 

Sei  in  Fig.  14.  der  Kngclhalbmesser  OY=r,  ferner  A=:ruDd 
XY=y,  so  wird  der  Inhalt  des  Cylinders,  der  ix  zur  Höhe  und  y 
zum  Basisradius  hat,  durch  ^i/2^ ausgedruckt ;  da  andererseits  y*-—  ra— 
ist,  so  haben  wir 

»n^x—x*)=F{x)  (7) 

zu  einem  Maximum  zu  machen.    Es  ergiebt  sich  hierzu 

F#(x)=2«(r2-3ar2), 
F'(X)  =  —  <2n.6x, 

und  folglich  aus  F  (x)  =  0 

Der  positive  Werth  entspricht  hier  einem  Maximum,  der  negative 
kann  nicht  in  Betracht  kommen,  weil  man  alle  der  Aufgabe  nach 
möglichen  Cylinder  schon  dadurch  erhält,  dass  man  x  von  x=0  bis 
ar=r  gehen  lässt. 

V.   Welcher  von  allen  aus  einer  Kugel  möglichen  Cylindern  hat 
den  grüssten  Mautel? 

Nach  der  vorigen  Bezeichnung  ist  Xnxy  die  Grosse  des  Mantels, 

also  wegen  y  —  V r2—x*  haben  wir 

F(x)  =4tvx  Vr1-^  (9) 
zu  einem  Maximum  zu  machen.   Es  findet  sich  nun  leicht 

F'{x)  =  inl^£-, 
F"  (x)  —  Are  — =r— . 

Aus  F(x)^Q  erhält 


•=±$%.  (10) 

wo  aber  nur  das  obere  Zeichen  Sinn  hat  und  zu  einem  Maxiraum  führt, 
wie  man  aus  der  Formel  für  F"(x)  ersieht.  Da  F'  (x)  eine  gebrochene 
Funktion  bildet,  deren  Nenner  Null  werden  kann,  so  dürfen  wir  auch 
noch  /<V)=<»  =  i  setzen,  woraus  x=r  folgt.    Dieser  Werth  ent- 
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spricht  einem  Minimum,  weil  der  Cylinder  sich  dann  aut  einen  Durch- 
messer  der  Kugel  reduzirt. 

VI.    Unter  welchen  Umständen  wird  die  Oberfläche  eines  aus  einer 
gegebenen  Kugel  geschnittenen  Cylinders  ein  Maximum? 

Addiren  wir  zum  Mantel  des  Cylinders  seine  Grundfläche  (=y%) 
doppelt  genommen ,  so  ist  jetzt 

F(x)—inx  V r2— x*+  In  (r2  -  x2) ,  (II) 
r2  —  2x2 

W         V(r2— .x2)3 
Aus  F'(.t)  resultirt  die  Gleichung 

r2— 2jr2=:r  VT2^- tf2 ,  (1 2)  ' 

aus  welcher  durch  Rationalmachen  die  folgende  hervorgeht: 

(r2_  2o;2)2=x2  (r2-  .t2)  ,  (13) 

und  durch  Auflösung  derselben  ergeben  sich  für  x  die  4  in  folgendem 
Ausdruck  enthaltenen  Werthe : 


Nun  sind  aber  nicht  alle  Wurzeln  der  Gleichung  (13)  auch  Wur- 
zeln der  Gleichung  (12),  weil  diese  in  Bezug  auf  x  von  niedrigerer 
Dimension  ist  als  jene ;  Substituten  wir  nämlich  die  Werthe  von  x 
in  no.  (12),  so  muss 

sein,  wobei  der  zweite  Faktor  rechts  kein  doppeltes  Vorzeichen  hat, 
weil  das  Radikal  in  (12)  wesentlich  positiv  ist.  Die  vorstehende  Glei- 
chung giebt  nun  bei  weiterer  Reduktion 

wobei  sich  die  Vorzeichen  nicht  auf  einander  beziehen.  Man  sieht  hier- 
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aus,  dass,  wenn  nicht  ein  Widerspruch  eintreten  soll,  die  beiden  in 

(14)  vorkommenden  Radikale  mit  entgegengesetzten  Zeichen  genommen 
werden  müssen  ,  dass  also  für     blos  die  beiden  Werthe 

*-+r^~1-(l--lp,  (15) 

als  Auflösungen  der  Gleichung  (12)  fibrig  bleiben.  Dagegen  sind  die 
Werthe   

zwar  Wurzeln  der  Gleichung  (13),  aber  nicht  der  Gleichung  (12).  Da 
wir  nun  für  x  keinen  negativen  Werth  zulassen  können  ,  so  ist  der  in 

(15)  verzeichnete  Ausdruck  die  Auflösung  unserer  Aufgabe,  die  Summe 
des  Cylindermantels  und  der  doppelten  Basis  zu  einem  Maximum  zu 
machen,  dagegen  bildet  der  Ausdruck  in  (16)  die  Auflösung  der  Auf- 
gabe, welche  entsteht,  wenn  man  statt  Summe  sagt  Differenz. 

VII.   Welcher  ist,  seinem  Volumen  nach,  der  grosste  Kegel,  den 
man  aus  einer  gegebenen  Kugel  schneiden  kann? 

Sei  in  fig.  15.  der  Kugel halbmesser  AO=OY  =  r  ,  OX=x, 
XY=y,  so  ist  der  lohalt  des  Kegels  =i  (r+x)y2n  und  weil  ya= 
r*— ist, 

Fix)  =  |  {T  +  *)(f-x%  (17) 
Hieraus  Gndet  man  leicht 

F(*)aJ(i«-3te-lfl, 

F^r)  =  -^(r+3*) 

und  aus  F(x)  ergeben  sich  für  x  die  beiden  Werthe 

1 

x  =  —  r  ,  x  SS  j  r  (18) 
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von  denen  der  erste  einem  Minimum  entspricht,  weil  sich  dann  der 
Kegel  auf  einen  blosen  Punkt  A  reduzirt,  und  der  zweite  ein  Maxi- 
raum  giebt. 

VIII.   Weicher  von  den  Kegeln,  die  man  aus  einer  gegebenen  Ku- 
gel schneiden  kann,  hat  den  grössten  Mantel? 
Da  nach  der  vorigen  Bezeichnung  der  Basishalbmesser  des  frag- 
lichen Kegels  =  y  und  seine  Höhe  =  r  +  *  ist,  so  haben  wir  ver- 
möge  einer    bekannten   stereometrischen    Regel  für  seinen  Mantel 
ny  V" (r+x)2+y2,  oder  wegen  des  Werthes  von  y 

F(x)  =  *  V7*Zr^*  V2r*  +  1t x , 

und  wenn  man  berücksichtigt,  dass  ra  —  x2  —  (r  +  x)  (r  —  x)  , 

2r*-f-2ivr=2r(r  +  :r)  ist,   

F(x)  =  *  V^r~ [r  +  x)  \/T=x.        *  (19) 

Hieraus  findet  man 

, —    r — öx 
=  nMTr  2y-— 

, —      Zx — 5r 

F"(x)  =S  TtV^r  J7TZ   . 

x  '  4  V  (r  — xy 

also,  wenn  F(x)  =  0  genommen  wird 

1 

x  =  3  r* 

Wir  können  demnach  mit  Berücksichtigung  von  VII  sagen :  der  seinem 
Inhalte  nach  grösste  Kegel,  den  man  aus  einer  Kugel  herausnehmen 
kann,  hat  auch  den  grössten  Mantel. 

•IX.    Welcher  von  den  Kegeln,  die  man  aus  einer  gegebenen  Kugel 
schneiden  kann,  hat  die  grösste  Oberfläche? 
Da  die  ganze  Oberfläche  gleich  dem  Mantel  plus  der  Basis  ist, 
welche  letztere  durch  y27t=(r2 — x2)n  ausgedrückt  wird,  so  haben  wir 

F(x)  =  7t\V2r~(r—x)Vr-x  +  r*  —  x2) 

7t  (r—^V^r  —  ^xVr^x 
2 '  SfT^xr 
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Aus  F'  (x)  ergiebt  sich  für  x  die  Gleichung 

(r- &r)V2r~  =  AxS/r—x,  (21) 
dje  nach  beiderseitiger  Quadrirung  in 

16x3  +  2a:2  r  —  12xr2  +  2rs  =  0 

oder 

H^»  -f  x2r  —  Oarr«  +  rs  =  0  (22) 
übergeht.    Nehmen  wir 

*=l  '  (28) 

wo  nun  £  eine  neue  Unbekannte  bezeichnet,  so  geht  die  vorige  Glei- 
chung in  die  folgende  über 

£3  -  öl2  +  i  +  8  =  0, 

so  dass  also  £  eine  absolute  Zahl  ist. 

Um  nun  die  vorstehende  cubiscbe  Gleichung  aufzulösen,  braucht 
man  blos  zu  bemerken,  dass  £=—1  die  linke  Seite  auf  Null  reduzirt," 
mithin  |  =  — 1  eine  Wurzel  derselben  und  |  +  1  ein  Divisor  der  ganzen 
Funktion  links  ist.  In  der  That  kann  man  statt  der  obigen  Gleichung 
die  folgende  schreiben: 

(£  +  1)  (jP-74+8)  =  0, 

und  wenn  man  auch  den  zweiten  Faktor  =0  setzt,  so  ergiebt  sich 
durch  Auflösung  dieser  quadratischen  Gleichuug 

t  _  7  T  Vl7 
5  2 

und  diese  zwei  Werth«  sind  die  beiden  anderen  Wurzeln  der  cubischen 
Gleichung.  Es  giebt  demnach  vermöge  der  Formel  (23)  für  x  drei 
Werthe 

xx  —  —  r 

*t  =  7  J2^1?  r  =  (0,0951941)  r 

=  TTVri r  =  ((U798063)  r* 

Diese  drei  Wurzeln  der  Gleichung  (22)  sind  aber  nicht  sSmmtlich  Wur- 
zeln von  (21) ;  xx  nämlich  macht  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  posi- 
tiv, die  rechte  negativ,  a\z  die  linke  negativ,  die  rechte  positiv  und 
folglich  sind  xx  und  x^  nicht  Wurzeln  der  Gleichung  (21),  sondern 
vielmehr  der  folgenden : 
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(r — &r)  V~2r  =  —  ix  Vr^x~. 

Dagegen  befriedigt  der  Werth  xz  die  Gleichung  (21)  und  macht  zu- 
gleich F" (x)  negativ,  also  F(x)  zu  einem  Maxiraum,  daher  ist 
x=x9  oder 

x  =  —7=  (24) 

7  +  VT7 

die  Auflösung  unserer  Aufgabe. 


§  32. 

Maxima  und  Minima  der  Funktionen  mehrerer  von  einander 

unabliangigen  Variahelen. 

Die  Definition,  welche  für  das  Maximum  oder  Minimum  der 
Funktionen  mit  nur  einer  Veränderlichen  gegeben  worden  ist,  lässt 
sich  mit  der  grössten  Leichtigkeit  auch  auf  Funktionen  mehrerer  Va- 
riabelen  ausdehnen,  wobei  wir  zunächst  voraussetzen,  dass  diese  letz- 
teren von  einander  völlig  unabhängig  sind.  Ist  nämlich  F(x,y ,%...) 
eine  solche  Funktion,  die  wir  im  Folgenden  der  Kürze  wegen  oft  blos 
mit  F  bezeichnen  wollen,  so  kann  es  unter  Umständen  ein  zusammen- 
gehöriges System  von  Werthen  x=a  ,  y=b  ,  z=c  u.  s.  f.  geben, 
welches  den  Werth  von  F  grosser  oder  kleiner  macht  als  alle  Nach- 
barwerthe,  d.  h.  diejenigen,  welche  entstehen,  wenn  man  x  von  a—h 
bis  a  +  A  ,  y  von  6— k  bis  b  -f  h  ,  z  von  c  —  l  bis  c  -f  /  etc.  gehen 
lässt,  wobei  h  ,  k  ,  beliebig  kleine  Grössen  bezeichnen ;  im  ersten 
Falle  wurde  der  Werth  von  F  ein  Maximum,  im  zweiten  ein  Minimum 
sein,  und  es  kommt  nun  darauf  an,  das  System  von  Werthen  x=za, 
</  —  ?>.  z—c  etc.  zu  finden,  welches  ein  solches  erzeugt. 

Diese  Untersuchung  lässt  sich  durch  einen  sehr  einfachen  Ge- 
danken auf  den  Fall  reduziren,  dass  die  zu  betrachtende  Funktion  nur 
eine  Variabele  enthält.  Denken  wir  uns  nämlich,  es  enthalte  die 
Funktion  F  ausser  den  schon  genannten  Veränderlichen  x  t  y  ,  *, . . . 
noch  eine,  die  a>  heissen  möge,  und  es  seien  x  ,  y  ,  z,...  gewisse 
Funktionen  derselben,  etwa  x=q>(a>)  ,  y=if/(<a)  ,  z=x(g>)  etc.,  so 
können  wir  uns  alle  Veränderungen  von  x  ,  y  ,  .  durch  Verände- 
rungen von  co  allein  hervorgerufen  denken.  Wenn  es  für  den  ersten 
Augenblick  scheinen  möchte,  als  sei  hierdurch  die  Voraussetzung  der 
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völligen  Unabhängigkeit  der  Grossen  x  ,  y  ,  z  etc.  von  einander  aut- 
gehoben worden,  in  so  fern  wenigstens  ein  mittelbarer  Zusammenhang 
zwischen  ihnen  durch  das  hinzugesetzte  cd  statuirt  zu  sein  scheint,  so 
ist  dagegen  zu  bedenken ,  dass  die  Natur  der  Funktionen  cp  ,  ,  i , ... 
durchaus  unbestimmt  gelassen  worden  ist  und  also  sogar  mit  dem 
Werthe  von  co  sich  selbst  wieder  andern  darf,  wodurch  offenbar  die 
Allgemeinheit  der  Voraussetzung  wieder  restituirt  wird.  So  wie  nun 
aber  x=q>(o>)  ,  #=^/(co)  ,  z=x(co)  etc.  war,  so  müssen  die  speziellen 
Werthe  a  ,  b  ,  c  ,  ...  entsprechend  Funktionen  eines  speziellen  Wer- 
thes  von  co  etwa  a  sein;  konnte  man  daher  diesen  Spezialwerth  a  fin- 
den, für  welchen  die  Funktion  F,  als  Funktion  von  co  allein  betrach- 
tet, ihr  Maximum  oder  Minimum  erreichte,  so  würden  sich  hieraus 
sogleich  a  ,  b  ,  e  ,  ...  mit  Hülfe  der  Gleichungen  a=cp(a)  ,  b=ty(a), 
c=x(a)  etc.  ergeben.  Dieser  Gedanke  lässt  sich  in  folgender  Weise 
ausführen. 

Soll  die  Funktion  F  für  einen  gewissen  Werth  ihrer  Variablen 
co  ihr  Maximum  oder  Minimum  erreichen ,  so  muss  derselbe  eine  Wur- 
zel der  Gleichung 

.     ^  =  o 

dco 

sein,  und  hier  können  wir  der  linken  Seite  die  Form  geben 

worin  die  Differenzialquotienten  rechts  partielle  sind;   soll  nun  aber 

dieser  Ausdruck  Null  werden,  so  kann  diess,  weil  -=-  =<p*  (co)  , 

aco  aa 

dz 

=  t//  (co)  ,  —  =  %'  (co)  etc.  ganz  beliebige  Grössen  sind ,  nur  dann 
aco 

geschehen ,  wenn  einzeln  für  sich  die  Coeffizienten  dieser  Grössen  ver- 
schwinden, also  die  Gleichungen 


gleichzeitig  statt  finden.  Da  dieser  Gleichungen  so  viele  sind  als  Variable 
x  ,  y  ,  z  etc. ,  so  lassen  sich  hieraus  die  unbekannten  Werthe  a  ,  b , 
c,  ...  derselben  eliminiren,  womit  dann  die  erste  Hälfte  der  Aufgabe 
gelöst  ist.  Es  bleibt  nun  noch  die  Diskussion  übrig,  welche  von  den 
gefundenen  Werthen  einem  Maximum  und  welche  einem  Minimum  ent- 


Digitized  by  Google 


156 

sprechen.    Hierzu  ist  es  nothig,  die  höheren  Differenzialquotienten  der 
(1)  aufzusuchen,  wobei  wir  zur  Abkürzung 

wollen;   zugleich  macht  sich  aber,  wenn  der  Calcül  nicht 
zu  verwickelt  werden  soll,  eine  Unterscheidung  der  Fälle  nothig,  in 
die  Funktion  F  zwei  oder  drei  oder  noch  mehr  Veränderliche  enthält. 

1.  Ist  F  eine  Funktion  von  x  und  //,  so  ergiebt  sich  leicht 
Differenziation  der  Gleichung 

dF     dF  n         dF  n 
d£=teDx  +  dj  °* 

die  folgende: 

d*F_dF  dDx  ^  tPF  dx  u^.dF  dDy  .  <F F  dx^  „ 
dca2     dx  '  dm       dx%*  den  dt/  '  dco      dxdg'  den 

Substituiren  wir  hier  fiir  x  und  y  die  aus  no.  (2)  gefundenen  Werthe, 

dF  dF 

so  fallen  die  mit  und  multiplizirten  Glieder  weg  und  wegen 
der  in  (3)  eingeführten  Bezeichnung  ist  dann 

Sollen  nun  die  gefundenen  Werthe  ein  Maximum  oder  Minimum  bil- 
den, so  muss  der  vorliegende  Ausdruck  entweder  constant  negativ  oder 
positiv  sein  und  zwar  för  alle  Dx  und  Dg.  Hierzu  gehurt  erstlich, 
dass  man  nicht  gleichzeitig 

d*F     rf*F=£F      0  (5) 


~  dx  dg  rfyJ 

hat;  und  wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  so  muss  der  Ausdruck  in 
(4)  oder  der  folgende 

d*F/Dx\*  ,  o  d*F  /Dx\  ,d»F  ,fi. 

immer  gleiches  Vorzeichen  behalten ,  von  dem  dann  noch  zu  entschei- 
den wäre,  in  welchen  Fällen  es  das  Plus-  und  in  welchen  das  Minus- 
zeichen ist.    Wenn  aber  ein  Ausdruck  von  der  Form 
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as*  -f  2ßs  -f  y 

für  alle  reellen  *  sein  Vorzeichen  behalten  soll,  so  müssen  die  Wer 
zeln  der  quadratischen  Gleichung 

«i*  +  2ßs  +  y  =  0 

Imaginär  oder 

P  -  ay  <  0 

sein;  denn  wenn  eine  reelle  Wurzel  s=st  existirte,  so  wurde  die 
Funktion  <w2+2/Ss  +  y  ihr  Zeichen  wechseln,  sobald  man  s  das  Inter- 
vall n-ö  bis  fi+d  durchlaufen  Hesse,  wo  d  eine  beliebig  kleine 
Grösse  bezeichnet.  Wenden  wir  diess  auf  den  Ausdruck  in  (6)  an,  so 
ergiebt  sieb  die  Ungleichung 


/  d*F  \«     d*F  d*F 
\dxdy)  ~~dx*  'dy*  <ü 


als  Bedingung  dafür,  dass  die  Funktion  in  (6)  oder  die  rechte  Seite  in 
(5)  immer  das  nämliche  Vorzeichen  hat.  Die  vorstehende  Bedingung 
vertritt  zugleich  die  in  no.  (5)  ausgesprochene,  weil,  wenn  sie  erfüllt 
ist,  nicht  alle  in  (5)  stehenden  Grössen  gleichzeitig  verschwinden  können. 

Wenn  nun  die  Werthe  x=za  und  y  =  b  der  Ungleichung  (7)  Ge- 
nüge leisten,  so  sind  offenbar 

r/*F  J  d*F 
d^  und  W 

0 

von  gleichem  Vorzeichen,  weil  im  Gegenfalle  die  Summe  zweier  posi- 
tiven Grössen  negativ  wäre,  und  da  nun  nach  dem  Vorigen  die  rechte 
Seite  von  (4)  für  alle  Dx  und  Dy  das  nämliche  Vorzeichen  behält, 
so  kann  man  auch  Zty=0  setzen,  woraus  man  ersieht,  dass  jener  Aus- 
druck immer  das  nämliche  Vorzeichen  hat  wie 

oder  wie  i^T' 

also  mit  diesem  Differenzialpuotienten  zugleich  positiv  oder  negativ  ist. 
Aus  allem  Diesen  zusammen  ergiebt  sich  nun  das  Criterium: 

dF  dF 
die  aus  den  Gleichungen  ^jj  =0  und        =  0  abgeleiteten 

Werthe  von  x  und  y  müssen  zunächst  die  Bedingung 


(d2F\2     tPF  d*F  n 
dx-diJ-lW'-dyi*  ( 
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erfüllen  und  erzeugen  das  Maximum  oder  Minimum  von 
F(**y)>  je  nachdem  für  sie  die  Differenzialquotienten 

z?  un*  -3?  (9) 

gleichzeitig  negativ  oder  positiv  ausfallen. 

Um  diess  auf  ein  Beispiel  anzuwenden ,  sei 

F(x  ,y)  =  Ax* + 2Bxy  +  Cy*  +  2Dx  +  2Ey  +  G ; 

man  findet  dann  sogleich 

rfF 

#ZF 

^=2(Bx  +  Cy  +  E), 
<W  c^F  d*F 

rfF  <iF 

Aus  den  Gleichungen  ^=ö,  ergeben  sich  für  .r  und  y  die 

Werthe 

CD—BE        AE  —  BD . 

^—  B?*  —  AC'y~~  BP—  AC1 


zunächst  nmss  nun  sein 

und  es  findet  dann  ein  Maximum  oder  Minimum  statt,  je  nachdem  A 
und  C  zugleich  negativ  odet  positiv  sind. 

Um  auch  ein  Beispiel  zu  haben,  in  welchem  sich  der  Calcul 
nicht  vollständig  hinausführen  lässt,  behandeln  wir  auch  die  Aufgabe: 
„in  der  Ebene  eines  gegebenen  Dreiecks  ABC  einen  Punkt  O  so  zu 
bestimmen,  dass  die  Summe  der  ftten  Potenzen  der  Entfernungen  AO, 
BO ,  CO  ein  Minimum  wird. "  Setzen  wir  CO=:x,Bü=.i  ,AO=  x* 
so  wäre  demnach  Fig.  16. 

xf*  +.V  +:ra" 

zu  einem  Minimum  zu  machen.  Wenn  ferner  BCO  =  y ,  Z.BCA  =  y 
und  BC=a,AC=b,  so  ist 

xl=\r a2  -f  x*  —  2ax  cos  y , 
*»=  V  6*  +  .r*— 26*cos(y-y). 
Nun  ergiebt  sich  für  F(;r.y)  =  .r"  f  a* *+mft 
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d.  i.  vermöge  der  Werthe  von  xt  und  x2: 

Setzt  man  beide  Differenzialquotienten  =0,  so  erhält  man  für  x  ud<1 
y  die  beiden  Gleichungen: 

a^      4  ar2 

An  eine  Elimination  von  ar  und  #  aus  denselben  ist  nnn  bei  der  Will- 
kührlichkeit  des  Exponenten  p  gar  nicht  zu  denken,  dagegen  können 
wir  aber  aus  diesen  Gleichungen  zwei  andere  sehr  einfache  ableiten. 
Setzen  wir  nämlich  ^BOC  =  q>,  ^.AOC '  =  ij/  und  betrachten  die 
rechtwinklichen  Dreiecke  CBP  und  CAQ,  so  ergiebt  sieb,  dass  die 
vorigen  Gleichungen  die  folgende  Form  annehmen: 

x^~l = ^i^-1  cos  9  -f  xj*-1  cos  , 

0  =  Xx'*-1  sin  q>  —  xtf~ 1  sin  ^. 

Eliminiren  wir  hieraus  einmal  a*"-1  und  einmal  xxP-1,  so  wird 

a/*— 1  sin  1// = a^A*—  *,sin     + ^) » 

a-'*-1  sin  9  =  ay1-1  sin  (g>  + t//) ; 

und  wenn  wir  bemerken,  dass  sin  i|>  =  sin  A OC,  sin 9  =  sin  BOC,  9?  +  ^ 
=  ^OZ?  ist, 

arf*-1  sin  AOC^x^1  sin  ^OÄ, 
ari"-1  sin  BOC  =  ay*-1  sin  ^OÄ 

Symmetrischer  gestaltet  sich  diess,  wenn  wir  statt  x,  xl9  x%  schrei- 
ben £ ,  V  ,  |  und  Z^OÄ=(|,i?)  ,  ^OC=(|,ö  .  ^BOC=(V,0 
setzen.   Es  ist  dann 

JB-,sin(^,J)  =  ^l8in«^), 
^sin  (i7,ö  =  l^-1  «in  ($,17); 
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und  diess  sind  die  Bedingungen ,  mittelst  deren  man  in  jedem  speziel- 
len Falle  die  Wertbe  von  oder  der  von  ihnen  eingeschlossenen 
Winkel  unter  Beihiilfe  der  Bestimmungsstiicke  des  Dreiecks  zu  ent- 
wickeln hat.  Ob  diese  Bestimmung  zu  einem  Maximum  oder  Minimum 
führt,  ist  immer  leicht  zu  entscheiden;  denn  wenn  man  den  Punkt 
0  nur  weit  genug  wegrücken  lässt,  so  kann  man  £,if,£  grösser  als 
jede  gegebene  Linie  machen ;  für  ein  positives  p  wächst  dann  auch 
f  +  unbegränzt  uud  folglich  giebt  es  in  diesem  Falle  kein 
Maximum,  fiir  negative  fi  dagegen  kann  man  diese  Summe  so  klein 
raachen  als  man  will,  und  dann  existirt  kein  Minimum;  es  geben  also 
jene  Bedingungen  ein  Minimum  für  positive  a  und  ein  Maximum  für 
negative  j&. 

Ist  fi=l,  so  wird  ^(g,i?)  =  ^(|,£)  =  wonach  man 

eleu  Punkt  O  leicht  durch  eine  geometrische  Construktion  finden  kann ; 
für  p  =  2  ist  O  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  ABC. 

Fände  die  erste  der  vorhin  angegebenen  Bedingungen  nicht  statt, 
verschwanden  also  die  Differenzialquotienten 

d*F  tPF  iPF  « 
iLc2  '  <Lcdy  '  dy* 

zugleich  für  die  gefundenen  speziellen  Werthe  von  x  und  y,  so  würde 
man  auch  aus  dem  zweiten  Differenzialquotienten  nicht  erfahren  können, 
welche  von  jenen  Werthen  einem  Maximum  oder  Minimum  entsprechen, 
und  sich  an  die  weiteren  Differenzialquotienten  der  Gleichung 

halten  müssen.  Hier  ist  nun  erst  nöthig,  dass  der  erste  für  jene 
speziellen  Werthe  nicht  verschwindende  Differenzialquotient  gerader 
Ordnung  sei,  wenn  überhaupt  ein  Maximum  oder  Minimum  möglich 
sein  soll;  bezeichnen  wir  die  Ordnung  desselben  mit  IN,  wo  m  eine 
gerade  Zahl  bedeutet,  so  müssen  nun  alle  Differenzialquotienten  nie- 
driger Ordnung 

d*F   d*F  cfo»-*F 
du*  9  da>*  '      '  da* 

verschwinden ,  woraus  man  der  Reihe  nach  leicht  ableitet : 

d*F  iPF  <PF 

12* 
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d*F_.    d>F  _n    w  _n  ä,f_a 

U.  8.  f. 

dm  F 

X  ntev  Berücksichtigung  dieser  Gleichungen  nimmt         die  folgende 


rf»F    ffmFt v    ,  vi     dimF  %9% 


.... 


wovon  man  sich  ohne  die  mindeste  Schwierigkeit  durch  wirkliche  Ent- 
riß d*F 

wickelung  von  -j^  ,  etc.  successiv  uberzeugen  wird.  Da  der  vor- 
liegende Ausdruck,  der  Voraussetzung  nach,  sich  nicht  an nu Hirt,  so 
muss  er  für  alle  Dx  und  Dy  immer  das  nämliche  Vorzeichen  behalten, 
so  dass  das  Minuszeichen  dem  Maximum,  das  Pluszeichen  dem  Mini- 
mum entspräche.  Soll  aber  der  Ausdruck  rechts  sein  Vorzeichen  nicht 
ändern,  so  darf  diess  auch  bei  dem  folgenden: 

d">F/Dx\m,         d™F    /Dx\"-1  d™F  /DxX-™'1 

.  d^F     Dx  d"F 

nicht  der  Fall  sein,  worin  mt ,  m  >  etc.  (die  Binomialkoeffizienten)  zur 
Abkürzung  dienen.    Setzen  wir  die  Quotienten 

Dx        d™F  dmF 

so  kann  der  Ausdruck- 
en tm  +  /«!  |- ma *a *"»-»+  ....  +  «» 

für  alle  «  nur  dann  sein  Vorzeichen  ungeändert  behalten,  wenn  die 
Wurzeln  der  Gleichung 

cr0 sm  -f  mt  a1        -f ....  +  wM_i         5  +  «» =0 

sämmtlich  imaginär  sind.  Diese  Bedingung  Iftsst  sich  aber  analytisch 
nicht  weiter  reduziren,  weil  hierzu  die  allgemeine  Auflosung  der  Glei- 
chungen gehören  würde,  und  man  kann  daher  die  Untersuchung  nur  in 
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speziellen  Fällen  weiter  führen,  wo  dann  noch  zu  entscheiden  bleibt, 
ob  jenes  constante  Vorzeichen  das  positive  oder  negative  ist. 

II.  Ein  ganz  ähnliches  Verfahren  lässt  sich  in  dem  Falle  an- 
wenden, dass  die  Funktion  F,  deren  Maximum  oder  Minimum  aufge- 
sucht werden  soll,  drei  oder  mehrere  von  einander  unabhängige  Verän- 
derliche enthält.   So  hat  man  für  drei  Variabele 

dF    dF  rfc    ,rfFn  dF„ 


und  zur  Bestimmung  der  ein  Maximum  oder 
Werthe 

dF    n  dF    A  dF  _ 
_=0,¥=0,^=0.  (11) 

genutzt  man  diese  Gleichungen  bei  der  Entwickelung  des  zweiten  Dif- 
ferenzialquotienten  von  / \  ,ao  ergiebt  sich 

rf*F    d2F  d2F  d*F 

d?F  d*F  d*F 

wobei  zur  Abkürzung  die  folgende  Bezeichnung  eintreten  möge: 

(PF        d*F  d*F 

d*F  d*F  _  ,  d*F 

Dx  lhj 

so  dass  nach  Division  mit  {Dz)1  die  vorhergehende  Gleichung  die  fol- 
gende Form  annimmt: 

d*F_ 
</coa~~ 

(ihn  ip2 + mP + n  Wvv + Wp +n'g  i  m 

und  diese  Grosse  annullirt  sich  dann,  wenn  gleichzeitig 

|=0  ,  17=0  ,  £=0  ,  |'  =  0  ,  V  =  0  ,  ^=0  (14) 

wird.  Ist  diess  nun  nicht  der  Fall,  so  bilden  die  aus  den  Gleichungen 
(11)  entwickelten  Werthe  v  on  x,  y,  :  ein  Maximum  oder  Minimum,  je 
das  in  der  Parenthese  von  no.  (13)  stehende  negativ  oder  po- 
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sitiv  ist.  Hierzu  gehurt  erstlich ,  dass  die  genannte  Grösse ,  die  sich 
auch  in  folgender  Form  darstellen  lässt: 

fr* + 2  (V + Vq)p + + +  £  (15) 
für  alle  p  und  q  einerlei  Zeichen  behalte,  dass  also  die  Wurzeln  der 
Gleichung,  welche  man  für  p  erhält,   wenn  man  das  Ganze  =0  setzt, 
imaginär  seien.     Da  nun,  eine  Gleichung  von  der  Form  as*  +  Ißs  +  y 
nur  für  ß2 — «y<0  imaginäre  Wurzeln  hat,  so  muss 

W  +  (V92  +  W'q  +  8  <0, 

oder,  wenn  man  Alles  nach  Potenzen  von  q  ordnet, 

ff1-«)  9*  +  2  W  ~  W)  ?  +  0  (16) 

sein.  Hierzu  gehört  nun  erstlich,  dass  die  ganze  Funktion  einerlei 
Zeichen  behalte,  oder  dass,  wenn  man  sie  gleich  Null  setzt,  die  Wur- 
zeln imaginär  sind,  also  nach  der  vorigen  Regel  « 

ir)*-(rs-  ii?)  <y*-  ®  <o  (i7) 

sei.  Die  Funktion  auf  der  linken  Seite  von  (16)  hat  unter  dieser  Be- 
dingung für  alle  q  das  nämliche  Zeichen,  also,  wenn  q^O  genommen 
wird,  das  ihres  letzten  Gliedes  und  ist  demnach  negativ  für 

V*-tt<0,  (18) 

mithin  sind  die  Ungleichungen  (17)  und  (18)  die  Bedingungen  für  das 
Bestehen  der  Ungleichung  (16),  d.  h.  dafür,  dass  die  Funktion  in  (16) 
immer  einerlei  Vorzeichen  hat.  Diese  Bedingungen  haben  aber  noch  ein 
paar  wichtige  Consequenzen.  Aus  der  Ungleichung  (17)  folgt  nämlich,  dass 

r*—{if  und  v2— & 

gleiche  Vorzeichen  haben,  weil  sonst  nach  (17)  die  Summe  zweier 
negativen  Grössen  positiv  ausfiele;  hieraus  folgt  wieder,  dass  wenn 
die  Ungleichung  (18)  erfüllt  ist,  auch  die  folgende  statt  findet: 

und  aus  beiden  zusammen  ergiebt  sich,  dass  einerseits  97,  £  und  £,  an* 
dererseits  £  und  rj,  also  zusammen  f,  iy  und  £  gleiche  Vorzeichen  haben. 
Da  nun  weiter  die  Bedingungen  (17)  und  (18)  zur  Folge  haben,  dass 
der  Ausdruck  in  (14)  für  alle  p  und  q  sein  Zeichen  nicht  ändert,  so 
hat  derselbe  (/?=0,  q=0  gesetzt)  das  Zeichen  des  letzten  Gliedes  £, 
welches  nach  dem  Vorigen  mit  dem  von  |  und  rj  identisch  ist,  wird 
also  mit  diesem  zugleich  negativ  und  positiv.  Diess  Alles  zusammen 
giebt  folgende  Regel: 
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dF        dF  dF 
Die  aus  den  Gleichungen  ^=0 ,  ^-  =  0 , =  0  abgeleite- 
ten Werthe  von  x,  y  und  z  müssen  zunächst  die  Bedingungen 

V-to<0  ]  (19) 

erfüllen  und  erzeugen  das  Maximum  oder  Minimum  von  F(x,y,z), 
je  nachdem  fiör  sie  die  Differenzialquotienten 

d*F  d*F 

gleichzeitig  negativ  oder  positiv  ausfallen. 

Verschwänden  dagegen  |,  q9  f  und  £'  .  V  gleichzeitig,  so  würde 
man  die  höheren  Differenzialquotienten  vou  F{x,y,z)  in  Betracht 
riehen  müssen,  worüber  sich  im  Allgemeinen  nicht  viel  sagen  lässt, 
da  man  hier,  wie  in  L,  auf  höhere  Gleichungen  stösst.  —  Wie  man 
bei  Funktionen  noch  mehrerer  Variabelen  zu  verfahren  habe,  wird  aus 
dem  hier  Vorgetragenen  völlig  erhellen. 


§  33. 

Maxima  und  Minima  der  Funktionen  mehrerer  von  einander 
nicht  völlig  unabhängiger  Variabelen. 

Es  enthalte  die  Funktion  F(x,y  ,*>.~)i  die  wir  wie  bisher  kurz 
mit  F  bezeichnen  wollen,  m  veränderliche  Grössen,  und  ausserdem 
seien  noch  n  verschiedene  Gleichungen  zwischen  *  ,  y  9  %  ,  •  • .  gege- 
ben, etwa  in  der  Form 

s,..  )  =  0  ,  V(x,y,z,...)  =  0  ,  II(x,y,z,...)  =  0  etc.,  (1) 

so  ist  klar,  dass  die  m  Veränderlichen  der  Funktion  F  nicht  mehr 
von  einander  unabhängig  sein  werden;  in  der  That  enthält  dieselbe 
nicht  mehr  als  m  —  n  von  einander  independente  Variable,  da  man 
mit  Hfilte  der  n  gegebenen  Gleichungen  n  Veränderliche  unter  den  m 
vorhandenen  durch  die  m  —  n  übrigen  ausdrücken  kann.  Ist  nun  das 
Maximum  oder  Minimum  von  F  aufzusuchen,  so  liegt  es  am  nächsten, 
die  angedeutete  Elimination  von  n  Variablen  zuerst  vorzunehmen  und 
dann  nach  den  Regeln  des  vorigen  Paragraphen  zu  verfahren.  Her 
Ausführung  dieses  Gedankens  stehen  aber  grosse  Schwierigkeiten  ent- 
gegen und  sie  würde  namentlich  in  dem  Falle  ganz  unmöglich  sein, 


Digitized  by  Google 


165 

wo  die  Gleichungen  (1)  von  höheren  Graden  sind.    Wir  müssen  uns 
desshalb  nach  einer  bequemeren  Methode  umsehen. 

Denken  wir  uns,  wie  früher,  x ,  y  ,z,  ...  als  Funktionen  einer 
neuen  Variabelen  w  und  setzen  zur  Abkürzung 

4L  =  2fcr,-Ä  =  l*    *  -Ä  

dm  am  da 

so  ist 

dF     dFn    .  dF  n    ,  dF  n    ,  /4|1 

-7-  =-r-Dx  ~\-  «3 —  Dy  -f-  -j —  Dz  -f-  ....  (SO 

.dt/      dx           dy    J      dz  7 

So  wenig  aber  die  Variablen  x  ,  y  ,  z  ,  ...  von  einander  unabhängig 
sind ,  so  wenig  sind  es  die  Grössen  Dx  ,  Dy  ,  Dz  ,  . . .  und  in  der 
That  giebt  es  unter  ihnen  nur  m  —  n  völlig  beliebige  und  independente. 
Bezeichnen  wir  nämlich  die  Gleichungen  (1)  kurz  mit 

*  =  0  ,       =  0  ,  JI  =  0  ,  ....  (3) 

so  folgt  durch  Differenziation  derselben  nach  tu : 

oder  auch 

_^+_7>y+-3-ßJ+  ...=0 

gß*+gz*  +  gß«  +  ...==0    >  K4) 

dn  n  ,  dn  n  ,  «tn  n  , 

^  Ar+-j-ßJ,  +  -fa  Zfc  +  ...=0 

u.  s  f. 

Aus  diesen  «  Gleichungen  lassen  sich  nun  n  der  Grössen  Dx  ,  Zty , 
Dz  ,  also  etwa  Dr  ,  Ds  ,  Dt  entwickeln,  d.  h.  durch  die 
»/*  —  n  übrigen  Dx  ,  Dy  f  Dz  f  ...  Dq  ausdrücken,  und  in  der  That 
gehört  hierzu  nur  die  Auflösung  vou  n  Gleichungen  des  ersten  Grades, 
welche  jederzeit  möglich  ist.  Durch  Substitution  dieser  Werthe  von 
Dr  ,  Ds  ,  Dt  etc.  fallen  aus  der  Gleichung  (3)  alle  diejenigen  von 
den  Grössen  Dx  ,  Dy  ,  Dz  ,  ...  Dq  ,  Dr  ,  Ds  ,  Dt  ,  ...  weg,  die 
tiicht  völlig  willkübrlich  sind;  denkt  man  sich  hierauf  alle  die  Glieder 
vereinigt,  die  entweder  Dx,  oder  Dy  ,  Dz  ,  ...  Dq  als  gemeinschaft- 
lichen Faktor  enthalten,  so  nimmt  die  Gleichung  selbst  folgende  Form  an 

=  XDx  +  YDy  +  ZZ>*  +  .  .  +  £Z)?, 
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wobei  A  .  ) '  ,  Z  ,  .  Q  Summen  sind ,  die  sich  aus  dem  angedeute- 
ten Calcül  von  selbst  ergeben,  und  Dx ,  Dy , ...  Dq  ganz  willkührliche 
Grossen  der  Anzahl  nach  nt  —  n  darstellen.    Soll  nun  ein  Maximum 

ilF 

oder  Minimum  statt  Onden  ,  so  muss  —  =  0  sein ,  woraus  wegen  der 

Willkührlichkeit  von  X  ,  Y  ,  Z  ,  ...  folgt 

A=0,  r=0,  Z  =  0,  ...  Q  =  0.  (6) 

Diese  m — n  Gleichungen  dienen  zur  Bestimmung  der  Werthe  von 
m  —  n  Grossen  x  ,  y  ,  z  ,  ...  q  unter  den  überhaupt  vorhandenen  m 
Variablen  x,y...q,r,s,t....  Die  noch  übrigen  n  Veränder- 
lichen T,*9t,  ...  erhält  man  hierauf  mit  Hülfe  der  n  Gleichungen  (3). 

Um  nun  zu  entscheiden,  ob  die  gefundenen  Werthe  einem  Ma- 
ximum oder  Minimum  von  F  entsprechen ,  entwickeln  wir  den  zweiten 
Differenzialquotienten  von  F  nach  a> ;  aus  no.  (5)  ergiebt  sich 

d*F__d(XDx)  dx  ,  d(YOy)   da!  \  d(ZDz)  dx  , 

d^  dx—  dx     'd^+      dx  rfS  + 

^d(XDx)  ^^djYDy)  d(ZDz)  d^ 

dy       den         dy        da         dy  da> 

,  d(XDx)   dz  t  d(YDV)    dz  .  d(ZDz)  dz  . 

+  ~dz  dz'  'Hf    dz      ^  +  — 

+  .  .  .  .  

und  durch  Differenziation  der  einzelnen  Produkte  unter  Berücksichti- 
gung der  Gleichungen  (6) 

+^^^  +  ^("»)2  +  f         - [  (8) 

t 

+  

Die  für  ./■  ,  y  ,  z  ,  . . . .  gefundenen  Werthe  entsprechen  nun  einem 
Maximum  oder  Minimum,  je  nachdem  der  vorliegende  Ausdruck  nega- 
tiv oder  positiv  bleibt.  Hierzu  gehört,  dass  nicht  alle  die  verschie- 
denen partiellen  Differenzialquotienten  von  X  ,  V  ,  Z  etc.  gleichzeitig 
verschwinden  und  die  Reihe  rechts,  als  Funktion  von  Dx  ,  Dy  ,  Dz 
etc.  betrachtet,  ihr  Vorzeichen  nicht  ändere.  Da  in  derselben  nur  die 
m—n  von  einander  unabhängigen  Grössen  Dx  ,  Dy  ,  ...  Dq  vorkom- 
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men  wie  in  no.  (5) ,  so  ist  zur  Erfülluog  der  eltengenanoten  Bediogsne 
nStbig,  dass  die  Gleicbnng 

0  =  +  §  D*  %  +  ...+  ™  Dg  P.r  +  ^  +  .... 

+  **MHD9  +  g  ADS,*  ... 

nach  Dx  ,  Dif  ,  Dz  etc.  aufgelöst  nur  imaginäre  Wurzeln  habe,  was 
sieb  in  jedem  einzelnen  Falle  leicht  entscheiden  lässt.  Ob  das  nach- 
her vorhandene  constante  Vorzeichen  ein  Plus-  oder  Minuszeichen  ist, 
lässt  sich  dann  immer  ohne  Schwierigkeit  ahsehn. 

Wären  dagegen  sämmtliche  partielle  Diffcrenzialquotienten  von 
X  ,  Y  ,  Z  etc.  =  0  für  die  vorher  gefundenen  Werthe  von  x  ,  y  ,  i 
etc.,  so  würde  man  sich  an  die  höheren  Differenzialquotienten  von  F 
zu  wenden  und  hier  eine  ganz  ähnliche  Untersuchung  anzustellen  haben. 

Wie  man  nun  diese  Regeln  anzuwenden  hat,  wird  sich  aus  den 
folgenden  Beispielen  ergeben. 

I.  Man  soll  die  Summe  x2  \  >r  \  *a  zu  einem  Maximum  oder 
Minimum  machen  unter  der  Voraussetzung,  dass  gleichzeitig  immer 
ax^-by  +  cz  zzz  k  ist. 

Wir  haben  hier 

V  =  x*  +  y2  +  z*  ,  <P  =  ax  +  by  +  cz  —  k 
und  folglich  nach  (2)  und  (4) 

=  2xDx  +  2yDy  +  2  z  Dz, 

0  =  aDx  +  bDy  +  cDz. 
Aus  der  letzten  Gleichung  ergiebt  sich 

Dz  =  -  -Dx--  Dy 
c  c  9 

und  durch  Substitution  dieses  Werthes  geht  die  erste  Gleichung  in 
folgende  über  : 

^  =  2(^  -Zt)Dx  +  2Qf-!j-z)Dyf 

so  dass  also 

X  ,   Y  =2(y-tz) 

c  c 
ist.    Aus  X  =  0  ,  Y  =  0  folgt  nun 
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x  =  -  z  ,  y  =  -  : 
c       '  c 

und  wenn  wir  dies*  in  die  Gleichung  cur  +  by  +  c:  =  k  suhstituireu, 
so  ergeben  sich  die  Werthe 

ck 

_   

Nach  no.  (8)  ist  nun  weiter,  da  wir  blos  zwei  unabhängige  Variabele 
x  und  y  haben , 

und  nach  dem  Obigen 

=  2  rfr  =  o  rfJC  ==  a  —  =  2- 

dx       "  1  rfar  1  r/y  '  </y 

also  die  rechte  Seite  der  vorigen  Gleichung 

=  2  +  2(%)» 

Da  dieser  Ausdruck  immer  positiv  ist,  so  entsprechen  die  för  x,y,z 
gefundenen  Werthe  einem  Minimum  von  F. 

2.  Um  auch  ein  Beispiel  aus  der  Geometrie  zu  haben,  behan- 
deln wir  die  Aufgabe: 

Unter  allen  recbtwinklichen  Parallelpipeden  von  der  gleichen 
Oberflache  2k  dasjenige  zu  linden,  welches  den  grössten  kubischen 
Inhalt  hat. 

Nennen  wir  x  ,  y  ,  z  die  drei  in  einer  Ecke  zusammenstossenden 
Kanten,  so  ist  die  Oberfläche  unseres  Körpers  =  *2(xy+xz  -ryz)  und 
folglich  immer 

xy  +  xz  +  yz  -  k  =  0. 

Das  Volumen  dagegen  ist  =  xyz ;  um  diesen  Ausdruck  zu  einem  Maximuni 
zu  machen,  brauchen  wir  diess  blos  mit  l{xyz)z=lx  f  fy  -f-/z  zu  thun*), 


*)  Dieser  Uebergang  ist  nicht  gerade  noth wendig,  denn  man  könnte  F  an  <  h 
unmittelbar  =T</Z  setzen,  er  erleichtert  aber  den  Calci». 
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da  der  Logarithmus  einer  Zahl  mit  ihr  selbst  zugleich  wächst.  Wir 
haben  daher 

F—lx  -f  ly  +  lz  ,  *r=  xy  +  xz+yz—k. 

Hieraus  folgt 

Sri**}**?*- 

0  =  (y  +  *)Dx  +  (x  +  z)Dy  +  (x  +  y)Dz; 

mithin 

Dz=-!±LDx-?L±±  l>y 
x+y  x  +  y  9 

und  folglich 

rfw      f>  t  \  \y     x+y   z  \  3 


#     ar+y   z  '  y     x+y '  z' 

Aus      =  0  ,  F  =  0  erhält  man  jetzt  sehr  leicht 

x  =z  z   ,   y  —  z 
und  hieraus  mittelst  der  Gleichung  *  =  0: 

Nun  ist  weiter 

dX=  _  1  .  J±t  1 
dx  x*^{x+y)*'z 

oder  weil  x  =  y  —  z  ist 

=       1  .    2  1 

Jx~  x**  (2x)*~~'  2^' 

ferner 


d\      %  —  x     1       n  ., 
-r-=7 — ,— -To  -  =  0,  weil  z  =  x. 


Ebenso  findet  man 


rfF        1  1      AdV  n 


Hieraus  ergiebt  sich  nun 
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<I*F        1  1 

=-j3[(Är)»  +  (/*>•]• 

Da  dieser  Ausdruck  immer  negativ  bleibt,  so  entsprechen  die  gefun- 
denen Wert  he  einem  Maximum.  Geometrisch  erhellt  hieraus,  dass 
der  Würfel  das  grösste  unter  allen  Parallelepipeden  von  gleicher  Ober- 
fläche ist. 

3.  Das  grösste  Viereck  zu  bestimmen,  welches  sich  mit  den 
gegebenen  Seiten  a ,  ß ,  y ,  6  beschreiben  lässt. 

Nennen  wir  x  und  y  die  einander  gegenüberliegenden  Winkel, 
welche  von  den  Seiten  a  ,  ß  und  y,ö  eingeschlossen  werden,  so  haben 
wir  für  den  Inhalt  des  Vierecks: 

aß  yd 
^sinar  +  ^-siny, 

und  wenn  dieser,  also  auch  das  Doppelte  von  ihm,  ein  Maximum  wer- 
den soll,  so  ist 

F(x  fy)=aß  sin  x  +  y<3  sin  y 

zu  setzen.  Berechnet  man  ferner  diejenige  Diagonale,  welche  durch 
die  Scheitel  der  Winkel  (a  ,  6)  und  (ß ,  y)  geht,  aus  je  zwei  Seiten  und 
dem  eingeschlossenen  Winkel,  so  ergiebt  sich  noch  die  Bedingungs- 
gleichung 

a*  +  ß2— 2aß  cos  x  =  y*  +  d2 — 2yö  cos  y , 

und  also  ist 

q>(x,ff)  =  a2  +  ß*-y*-ö*  —  2aßcosx  +  2yico8ü=0 
zu  setzen.    Es  wird  nun 

dF 

-jr- = aß  cos  x  Dx  -f  yö  cos  ff  Dff 

und  ebenso  vermöge  der  Bedingungsgleichung  tp=z0 

O^aßsinxDx-  ydsmyDff, 

woraus 

.  aa\nx  _ 

yöDff  =  aßs.n-Dx 

folgt  Die  Substitution  dieses  Werthes  in  die  vorhergehende  Gleichung 
giebt 

dF      nt  sina*    •  _ 

^z=aß  (cos  x  +  -r~  cos  ff)  Dx, 
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also 

A  =  aß  (cos*  +  cos#). 

Ans  A'=0  folgt  jetzt 

cosxsin^  -f  sin*  cosy=0,  d.  i.  sin(*  +  y)  =  0, 

mithin 

x  +  y=zO  , 180°  ,  360°  ,  270°, .  ..  etc. 

Da  aber  x  und  y  zwei  Winkel  eines  Vierecks  sein  sollen,  so  ist  von 
diesen  Werthen  nur  der  zweite 

x  +  y  =  li®>  ,  y-im—x 

zu  brauchen.  Setzen  wir  diess  in  die  Redingungsgleichung  (p(x,y)=Q 
und  bemerken,  dass  jetzt  cosy  = — cos*  ist,  so  ergiebt  sich 

cos*=     .2{aß+r6)  . 

Dass  dieser  Werth  einem  Maximum  entspricht,  entscheidet  sich  jetzt 
leicht  mit  Hülfe  der  Formel  (8),  welche  in  unserem  Falle  nur  ein  ein- 
ziges Glied  auf  der  rechten  Seite  hat,  weil  nur  eine  unabhängige  Va- 
riable x  in  der  Aufgabe  vorkommt  und  keine  F,  Z  etc.  vorhanden 
sind.   Es  ist  nämlich 

siny       v  ' 

Da  nun  #+#  =  180°,  cos(*-fy)=  —  1,  y  immer  ein  Winkel 
<180°  und  folglich  siny  positiv  ist,  so  bleibt         negativ  und  mithin 

entsprechen  die  gefundenen  Werthe  einem  Maximum.  Berücksichtigt 
man  noch ,  dass  sich  um  jedes  Viereck ,  dessen  Gegenwinkel  sich  zu 
zwei  Rechten  ergänzen,  ein  Kreis  beschreiben  lässt,  so  erhellt  sogleich 
der  Satz:  .unter  allen  Vierecken,  welche  aus  den  nämlichen  Seiten 
construirt  sind,  hat  das  Sehnenviereck  den  grössten  Flächeninhalt. 
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Cap.  VIII.   Die  Theoreme  von  Taylor  und  Mac  Laurin. 

§  34, 

Anwendungen*  die  sieh  von  den  Lehren  des  §.  27.  machen 

lassen. 

Wir  haben  früher  in  §§  !20  und  27  zwei  Theoreme  kennen  gelernt, 
welche  folgendermassen  lauteten : 

I.  Wenn  die  Funktion  F(x)  und  ebenso  ihre  Derivirte  P  (x)  in- 
nerhalb der  Gränzen  x  —  a  bis  x=a-yk  endlich  und  stetig 
bleibt,  so  ist 

F(a  +  Ä)  =  F(o)  +  kF{a+lh)  ,  1  ^1**.  0. 

U.  Wenn  die  Funktionen  f{x)  ,  f(x)  ,  f*{x)  ,  ...  /»(.r)  inner- 
halb des  Intervallen  x—  0  bis  x  —  h  sämmtlich  stetig  und 
endlich  bleiben,  wenn  ferner  für  .r  =  0: 

m  =  r  (ü)  =  r  (0) . =  ^«-»)(0)  =  o 

ist,  so  gilt  die  Gleichung 

f(h)  =  —l!—f(«)(knh)  ,  1  >  0. 

Diese  Sätze  haben  das  Eigentümliche,  dass  sich  durch  eine 
sehr  einfache  Combination  eine  fortgesetzte  Anwendung  des  zweiten 
Theoremes  auf  das  erste  vermitteln  lässt.  Stellen  wir  nämlich  die 
erste  Gleichung  in  folgender  Form  dar: 

F(a  +  A)  =  F(a)  +  £  F»  ■+  h \F'  (a  +  AA)  -  F1  (a)  } 

oder,  wenn  zur  Abkürzung  h  { F* (a  +  Ih)  —  F  (a) }  =  f{h)  gesetzt  wird, 

F(a  +  A)  =  F(a)  +  £  F(a)  -f  f(k), 

so  ist  es  nicht  schwer,  einige  Eigenschaften  der  Funktion  f(h)  anzu- 
geben, welche  eine  kürzere  Ausdrucksweise  derselben  möglich  machen. 
Es  ist  nämlich 


i 
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f(h)  =  F(« +  *)-#»<«)-.}  F{a) 

/»(k)z=  F>(a+k) 

und  für  h  =  0  ,  f(0)=0  ,  /"(0)=0  folglich  nach  dem  Theoreme  II  für 
n=2,  und  /*'(#)  von  #=ü  bis  #  =  Ä  als  stetig  und  endlich  oder 
von  ar=a  bis  a:  =  a  +  A  als  continuirlich  und  endlich  vorausgesetzt, 


Demnach  ist  jetzt 


wofür  wir  wieder  schreiben 

Bezeichnen  wir  das  auf  der  rechten  Seite  unter  der  Zeile  stehende  mit 
f(h),  so  finden  sich  leicht  die  folgenden  Eigenschaften  dieser  Funktion . 

/•(0)=0  ,  /"(0)=0  ,  /"(0)=0  ,  /'"(/»)  =  f  («  +  *); 

mithin  ist  nach  dem  Theoreme  II. 

wobei  aber  /""'(*)  von  a:=0  bis  x=h  oder  i1*"^)  von  x=a  bis  «ffl 
o+A  stetig  und  endlich  sein  rauss.  Vermöge  dieses  Werthes  wird  jetzt 

F(a  +  h)  =  F(a)  +       *"(«)  + 

Man  übersiebt  leicht  den  Fortgang  dieser  Betrachtungen;  ist  nämlich 
n  eine  positive  ganze  Zahl,  so  gilt  das  Theorem 

F(a+    =F(a)+£#*(a)  +  ^F*(o)  +  F'"(a)  +  ... 

wobei  An  eine  die  Gränzen  0  und  1  nicht  uberschreitende  Grosse  ist 
Es  muss  noch  berücksichtigt  werden,  dass  der  Reihe  nach  die  Bedio- 
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gungen  gefunden  wurden :  F'  (x)  stetig  und  endlich  zwischen  0  SB  a 
ondx==a+A,  ebenso  F»(x)  ,  F"  (*)...  FW  («),  dass  mithin  die  Gül- 
tigkeit des  vorliegenden  Satzes  nur  dann  behauptet  werden  darf,  wenn 
die  Funktion  F{x)  nebst  ihren  Differenzialquotienten  bis  zum  nten  in- 
ciusive  stetig  und  endlich  bleibt  von  x=a  bis  x=a  +  h.  Setzt  man 
a  an  die  Stelle  von  h,  so  lautet  der  Satz: 

Bleibt  die  Funktion  F(x)  nebst  ihren  Differenzi- 
alquotienten bis  zum  nten  inclusive  stetig  und 
endlich,  während  x  bis  auf  x\h  sich  verändert, 
so  ist 

F(X+  A)  =  F(x)  +  *  F  (*)  +      F"  (x)  F  (*)  +  

Dieser  Satz  heisstder  Taylorsche,  obgleich  Taylor  ihn  in  einer 
von  dieser  verschiedenen  Form  ausgesprochen  hatte;  aus  ihm  ergiebt 
sich  das  Theorem  von  Mac  Laurin,  wenn  man  x  =  0  nimmt  und 
dann  x  für  h  schreibt.    Es  lautet: 

Bleibt  die  Funktion  F{x)  nebst  ihren  Differenzi- 
alquotienten bis  zum  nten  inclusive  stetig  und 
endlich  während  des  Intervalles  x  =  0  bis  x  =  x, 
so  ist 

F(x)=  F(0)  +  ^F(0)+  ^F"(0)  +  T^F"(0)  +  ... 

Bei  der  Wichtigkeit  dieser  Sätze  durfte  es  wohl  nicht  uberflüs- 
sig  sein,  eine  zweite  Ableitung  derselben  zu  geben,  bei  welcher  der 
heuristische  Gedankengang  uoch  schärfer  hervortritt. 

§.  35. 

Heuristische  Entwicklung  der  Sätze  von  Taylor  und  Mac  Laurin. 

Da  sich  eine  Funktion  mit  ihrer  Veränderlichen  gleichzeitig  ändert, 
so  ist  es  eine  der  naturlichsten  Aufgaben  der  Analysis ,  die  Grösse  einer 
solchen  Veränderung  anzugeben,  wenn  man  die  ihr  zu  Grunde  liegende 
Aenderung  der  Variablen  kennt,  oder  mit  anderen  Worten,  aus  dem 
Werthe  von  F(x)  den  von  F(x  +  h)  abzuleiten,  vorausgesetzt,  dass 

13 
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die  Natur  der  Funktion  F,  sowie  die  Werthe  von  x  und  h  bekannt 
sind.  Sehen  wir  uns,  um  erst  ein  Beispiel  zu  haben,  in  der  Reibe 
der  gewöhnlichen  Funktionen  um,  so  bemerken  wir  sogleich,  dass  die  I 
Potenz  mit  ganzem  positiven  Exponenten  eine  von  den  Funktionen  ist, 
für  welche  sich  die  Aufgabe  sehr  leicht  lösen  lässt,  weil  nach  dem 
binomischen  Satze  für  ein  ganzes  positives  m 

•••• 

ist.  Hieraus  erhellt  weiter,  dass  jede  sogenannte  ganze  rationale  und 
algebraische  Funktion  vom  Grade  fi,  d.  h.  ein  Ausdruck  von  der  Form 

F  (x)  =  A  xa  +  Bxß  +  CxH  +  ....+  Mxt* , 

worin  A ,  B ,  C, ....  M  willkuhrliche  Constanten,  a,  ß ,  y, ....  (i  positive 
ganze  Zahlen,  nach  ihrer  Grösse  geordnet,  bedeuten,  auf  gleiche  Weise 
behandelt  werden  kann,  weil  die  vorige  Umwandlung  auf  jedes  einzelne 
Glied  anwendbar  ist.   Wir  haben  nämlich 

F(x+h)=z 
A[x«  +  h  +  ^=l>x«-*Ä«  +  ....  +  Ä«  ] 

+  B[xß+ Ä+^fc^l>^-2Ä2+ ....  +^] 

+  M  [xf>  +  £        A  +  ^^f^Ä^-aÄ»+ ....  + 

und  wenn  wir  diejenigen  Glieder  zusammennehmen ,  in  welchen  gleiche 
Potenzen  von  h  vorkommen: 

F(.r+A)  = 
Ax«  +  Bxß  +  CxT  + ....  +  Jfe* 
+  j  ^oz«-1  +  BßxP-1  +  Cy-r/-»  + ....  +MIIX*-1 J  * 

+  \Aa(a-l)x^*  +  Bß(ß-l)xfi-*+....  +  Mp(l^l)x*^\  ^ 
+  ilffi^-l)(^~2)....2.1.r^Tj;.  (1) 
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Andererseits  erhfilt  man  durch  successive  Differenziationen  der  Gleichung 

F(x)=Ax*  +  Bxß+  CxY  +  ....+  Mx* 
leicht  Folgendes: 

F  (x)  =  Acu*~l  +  Bßx?~l  +  ....+  M\uP~x 
F"(x)=Aa(a—\)        + Bß  (0—1)  aß-*  + ....  +Mfi(l*—1) 

FW  (x)  =  Afp    —  1)  (ft — 2)....  2.1 

und  durch  Substitution  dieser  Werthe  geht  die  Formel  (1)  in  die  fol- 
gende über : 

=  F{x)  +  F  (x)  j  +  F"  (x)^  +  ....+  fV»>  (x)  1  ^  (2) 

Nun  ist  aber  nicht  jede  Funktion  eine  algebraische  ganze  und 
rationale  und  daher  wird  sich  der  vorliegende  Satz  nur  dann  auf  andere 
Funktionen  ausdehnen  lassen ,  wenn  die  letzteren  unter  gewissen  Bedin- 
gungen für  irgend  ein  Intervall  als  ganze  rationale  algebraische  ange- 
sehen werden  dürfen.  Dies  lässt  sich  aber  im  Voraus  gar  nicht  so 
leicht  erkennen ,  und  wir  versuchen  daher  einen  anderen  Weg  zur  Ent- 
scheidung der  obschwebenden  Frage. 

Denken  wir  uns  aus  der  Reihe  auf  der  rechten  Seite  von  no.  (2) 
eine  beliebige  Anzahl  Glieder,  etwa  n,  vom  Anfange  her  ausgehoben, 
und  lassen  F{x)  jetzt  eine  ganz  beliebige  Funktion  bedeuten,  so  wurde 
es  offenbar  blos  darauf  ankommen ,  die  Summe  der  Reihe 

auszumitteln ;  diese  Summe  würde  dann  von  selbst  ausweisen,  in  wie 
weit  das  Theorem  (2)  für  willkürliche  Funktionen  Gültigkeit  besitzt. 
Um  aber  nicht  immer  mit  zwei  Variablen  x  und  h  zu  thun  zu  haben, 
wollen  wir  x=c  —  h  setzen,  wo  c  eine  Constante  bedeutet,  die  frag- 
liche Summe  als  Funktion  von  h  betrachten  und  demgemäss  mit  <t>(h) 
bezeichnen,  so  dass  also 

*(A)  =  F(c-A)  +f^'M)+Of"(c-/,)  +  - 

13* 
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ist.  In  dieser  Form  besitz!  nun  die  Reihe  eine  Eigenschaft,  «eiche 
ihre  Summirang  sehr  erleichtert;  es  besteht  nämlich  ihr  Differenziai- 
quotient  nicht  mehr  aus  n  Gliedern ,  sondern  nur  aus  einem  einzigen. 
In  der  That  ergiebt  sich  durch  Differenziation  nach  h  unter  Anwendung 
der  Regel  für  die  Differenziation  von  Produkten : 


d.  i.  nach  gegenseitiger  Hebung 

*'W  =  -1.2...(n-l)^,(c-/t)-  <*) 

Um  nun  aus  dem  Differenzialquotienten  von  #(/*)  diese  Funktion  selbst 
zu  finden,  wenden  wir  uns  an  den  in  §.  27.  bewiesenen  Satz: 

4>(a+h)  —  0(a)    y>'(a  +  lh)  ,>.>n 
</i(a  +  A)_y(a)—  ^(a-i-A/i)  ■  *  =  A=ü' 

welcher  unter  der  Bedingung  gilt ,  dass  #(*) ,  V(z) ,  <t>'(z)  und  ¥"(2)  end- 
lich und  stetig  bleiben  von  z  =  a  bis  r  =  a-|-A  und  ¥'(2)  während  die- 
ses Intervallen  sein  Vorzeichen  nicht  ändert.  Nehmen  wir  a  —  0  und 
»ubstituiren  für  V(z)  eine  andere  stetige  und  endliche  Funktion  ty(z% 
welche  aber  für  2=0  verschwindet,  so  ist 

<P(h) — «ft  (0)     <!>'  (kh) 

woraus 

*(/i)  =  *(0)+^^*'(U),l>A>0,        ..  (5) 

folgt,  und  diese  letztere  Gleichung  kann  dienen,  um  #(/*)  zu  finden  so- 
bald *'  (h)  bekannt  ist.  Wenden  wir  diess  auf  unsere  spezielle  Unter- 
suchung  an,  so  haben  wir  nach  no.  (4) 

und  mithin  nach  no.  (5) 
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der  Gleichung  (3)  ergiebt  sich  aber  unmittelbar 

0(O)  =  F(c) 

und  so  haben  wir  jetzt 

womit  die  fragliche  Summe  gefunden  ist.  Wir  dürfen  aber  nicht  ver- 
gessen, dass  diess  nur  so  lange  gilt,  als  die  Bedingungen  Für  die 
Existenz  der  Gleichung  (5)  erfüllt  sind.  Diese  waren  erstlich  Stetig- 
keit und  Endlichkeit  vonx*(z)  und  innerhalb  des  Intervalles  2=0 
bis  z=A,  was  in  unserem  Falle  vermöge  der  Gleichungen  (3)  und  (i) 
nur  dann  statt  findet,  wenn  die  Funktionen 

F(x)  ,#*<») ,  F"(z),  ....  Ft— 1>«  ,  FN<») 

stetig  und  endlich  bleiben  von  z=c  bis  z  =  c — A.    Ausserdem  müssen 
in  no.  (6)  tf/(z)  und  tf/(z)  stetig  und  endlich  innerhalb  des  nämlichen 
Intervalles  sein  und  t^'(z)  darf  ebendaselbst  keinen  Zeichenwecbsel  haben. 
Aus  der  Vergleichung  von  (3)  und  (6)  folgt  jetzt  sehr  leicht 

F(c)=F(c-h)  +  y  F'(c  -h)  +  ~F»  (c-h)  + .... 

Nehmen  wir  endlich  c  =  .r-|-//  und  zur  Abkürzung  ] — A  =  An,  wo  nun 
auch  In  eine  die  Gränzen  0  und  1  nicht  Überschreitende  Grosse  bedeu- 
tet, so  wird 

F  (ar + A) = F(*)  +  *  F  (x)  +  ^  *"  W  +  

l^l^O;  A  t  —  1  —  L  (7) 

Die  Bedingungen  für  die  Gültigkeit  dieser  Gleichung  sind :  1)  es  müs- 
sen die  Funktionen 

F(z)  ,  F(z)  ,  F"(z)  ,  ....  Fß- D(z)  ,  FO(z) 

stetig  und  endlich  bleiben  von  z=zx  bis  z=ar+A,  und  2)  die  Funktion 
iKz)  muss  sich  für  z=0  annulliren,  t^(z)  und  if/(z)  müssen  innerhalb 
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des  genannten  Intervatles  stetig  und  endlich  bleiben ,  und  i//(z)  darf 
ebendann  sein  Vorzeichen  nicht  ändern. 

Da  ty(z)  eine  beliebige  Funktion  ist ,  so  hält  es  nicht  schwer, 
eine  solche  Wahl  dafür  zu  treffen,  dass  die  unter  no.  2  ausgesproche- 
nen Bedingungen  erfüllt  werden  ;  so  z.  B.  wenn  1^(2) =im  gesetzt 
wird,  wo  m  eine  positive  Grösse  bezeichnet.    Es  ist  dann 

tjj(h)  hm  h 

1?  (kh)  -  m  (Ut)*»-1  ~  mkm—  1  * 
und  wenn  man  diess  mit  Rücksicht  auf  die  Relation  A=l  —  Xn  substi- 
tuirt,  so  giebt  die  Gleichung  (7): 

F(x+h)  =  F(x)  -f  £  F*(x)  +  ^  F"  (x)  +  

Da  die  positive  Grösse  m  noch  beliebig  gelassen  ist,  so  kann  man  sie 
auch  =1  oder  =n  setzen,  wodurch  sich  ergiebt: 

F(x + h)  =xP(*)+ j  F'(x)  +  j ~ F"  (#)  +  .... 
und 

F(x + /*)  =  F(x)  +  £     (*)  +  (*)  + 

Unter  den  verschiedenen  Formen,  welche  man  auf  diese  Weise  bekom- 
men kann,  benutzt  man  natürlich  diejenige ,  welche  im  speziellen  Falle 
die  bequemste  Rechnung  liefert. 

Nimmt  man  noch  x=zO  und  schreibt  h  für  x  in  den  Formeln  (9) 
und  (10),  so  erhält  man: 

F(x)=F(0j+f/;'(0)  +  ^F»(0)  +  


X  n^  X2 


F  (x)  =  F  (0)  +  r  F  (0)  +  r •  2  F»  (0)  + . . . . 
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wo  min  die  Funktion  F(x)  nebst  ihren  Differenzialquotienten  bis 
nten  inclus.  endlich  und  stetig  von  z=0  bis  z  =  x  sein  muss. 

Die  beiden  so  entwickelten  Theoreme  stehen  sich  übrigens,  ob- 
gleich hier  das  zweite  als  spezieller  Fall  des  ersten  erscheint,  in  Ab- 
sicht auf  ihre  Allgemeinheit  ganz  gleich ,  denn  man  kann  eben  so  leicht 
das  erste  aus  dem  zweiten  ableiten.    Setzt  man  nämlich  in  dem  letzteren 

F(*)=/XA  +  *), 

so  wird 

(*)=r«+*).^w(*)=r  (*+*).  «.  *•  fc. 

ferner 

F(0)=/XA)  ,  F(0)  =/»(/i) ,  ^(0)=/"'  (A)  ,  u.  s.  t. 
und  folglich  ergiebt  sich  aus  no.  (12) 

f(h + x)  =nh) (ä) + (ä) + .... 

Vertauscht  man  hier  h  und  x  gegeneinander  und  schreibt  dann  F  für 
f,  so  kommt  man  auf  die  Gleichung  (10)  zurück. 

§.  36. 

Beispiele  zu  dem  Theoreme  von  Mac  Lanrin. 

Von  besonderem  Nutzen  ist  der  Mac  Laurin'sche  Satz  da,  wo  es 
gilt,  eine  gegebene  Funktion  in  eine  nach  steigenden  Potenzen  ihrer 
Variablen  fortschreitende  Reihe  zu  verwandeln;  setzt  man  uämlich 

....  +  An-lx»-*  +  Rni  i 
so  ist  durch  Vergleichung  mit  den  in  (11)  und  (12)  stehenden  Formeln 
für  irgend  eine  positive  ganze  Zahl  m 

m~I70777m  (2) 

und 

^fe^«  (3) 

wodurch  sämmtliche  in  no.  (1)  noch  unbekannte  Grossen  ihre  Bestimmung 
gefunden  haben.    Wir  wollen  diess  nun  auf  einige  Beispiele  anwenden. 
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L  Sei 

F(ar)  =  (l  +  ^, 

worin  \t,  eine  ganz  beliebige  Grösse  bezeichnet;    man  findet  hier 
den  früher  entwickelten  Hegeln  zur  Entwicklung  der  höheren  Diffe- 
renzialquotienten 

FW  (x)  =  u  (fi r- 1)  (fi - 2) ....  (u— m  + 1)  (1  + 

und  folglich  nach  no.  (11),  wenn  man  X  zur  Abkürzung  für  Xn  schreibt: 

q         fr-2) . fr-  *  +  2) 
' "  +         1.2.3...(n  — 1)  *^ 

q(u-l)(^-2)...(^n-f  1)  (l-A)-**« 
+         1.2.3...(fi  — 1)  (l+jU)»-^  '   v  ' 

IL  Ffir 
ergiebt  sich 

(ar)  =  (TT^S  ' 

und  folglich  wieder  nach  no.  (11) 

11  1  (  l)n 

/(l  +  *)  =  p  +  +  ^ZT^1 

^i^.q^y.  (5) 

III.    Nehmen  wir 

wo  A:  eine  beliebige  Constante  bedeutet,  so  ist 

F<"»>(a?)  =s  ^e4* 
und  folglich  nach  no.  (12),  wenn  man  X  für  In  schreibt: 


e   -Hj  +  Yt+,,,  +  1.2.3...(ii-I) 


IV.    Die  Annahme 

F(a?)  =  cos  x 

giebt 
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F(m)(x)  =  cos(m%j  +     ,  Ff") (0)  =  cos?« ^  » 


also  FC»)(0)=0  wenn  m  ungerade  und  =(—  l)2  wenn  m  gerade  ist. 
Hiernach  wird 

.r2         x4  x6 
cosjr_l  —  j^2  + 1.2.3. 4"~1.2....6+  *  * 

IS 

^-•cosCn-l)^  ^ 

•  •  +  "1  2...(»-ir  +        cos  ("2  +  **>•  o 

V.    Setzt  man 

F(x)  ==  sin.z, 

so  findet  sich 

FC")  (x)  =  sin(w £  +  j?)  ,  FC»)(0)  =  sin  nt£  ; 

—  — 

also  FC")(0)  =  0  wenn  m  gerade  und  =( — 1)  4  wenn  m  ungerade 
ist.    Hieraus  ergiebt  sich 

x        x3     ,  x& 


1      1.2.3  '  1 .2.3.4.5 

a^|-1sin(w  —  1)^  n 

•  ■  •  +  i.2. ..(»-!)  +  ro-i"" (" (8) 

In  allen  diesen  Gleichungen  kommt  noch  die  Grösse  X  vor,  welche 
natürlich  in  jeder  derselben  einen  anderen  Werth  hat  und  sich  mit  x 
und  n  selbst  ändert ,  doch  so ,  dass  sie  die  Gränzen  Null  und  Eins 
nicht  überschreitet.  Man  kann  diese  Eigenschaft  benutzen,  um  die 
jedesmal  auf  der  linken  Seite  stehende  Funktion  zwischen  zwei  Grän- 
zen einzuschliessen ,  wodurch  man  gewissermassen  die  Region  des  Zah- 
lengebietes kennen  lernt ,  in  welcher  ihr  numerischer  Werth  zu  suchen 
ist.    So  gäbe  z.  B.  die  Gleichung  (5)  für  n  =  2, 

Da  nun  A  die  Gränzen  0  und  1  nicht  überschreitet,  so  liegt  der  Werth 
von 

(1  —  X)x* 

a + 

nicht  ausserhalb  der  Gränzen 
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IXT^F  (1  +  Or)a 

und  mitbin  ubersteigt  nach  dem  Obigen  /(1-f  x)  die  Gränzen  x — 0 
und  x— x1  nicht,  oder  es  ist 

x  >  l{\\x)  >  .r  —  x*, 

wo  das  Gleichheitszeichen  nur  in  dem  Falle  x=0  Anwendung  linden 
wurde.  Dieser  Gebrauch  unserer  Gleichungen  ist  aber  von  nur  unter- 
geordneter Bedeutung,  weil  man  damit  höchstens  zu  Näherungsformeln, 
aber  nicht  zu  genauen  Gleichungen  für  die  links  stehenden  Funktionen 
kommen  konnte.   Wichtiger  dagegen  ist  die  folgende  Bemerkung. 

Stellen  wir  die  Gleichung  (1)  —  das  allgemeine  Schema  der  spä- 
teren Formeln  —  in  der  Gestalt 

dar,  so  Hesse  sich  wohl  der  Fall  denken,  dass  die  Grosse  Rn  für  ein 
gewisses  erst  noch  zu  bestimmendes  n  verschwände,  was  z.  B.  nach 
der  ersten  in  no.  (3)  für  /?„  angegebenen  Form  für  A»  =  1  geschehen 
wurde.  Es  ist  aber  sogleich  zu  ersehen ,  dass  diess  für  kein  bestimm- 
tes endliches  «  möglich  ist;  denn  es  würde  die  in  diesem  Falle  re- 
sultirende  Gleichung: 

F(x)  =  Ac  +  Äxx  \  A^x*  +  ...  +  Au—i .t"- 1 

eine  Identität  zwischen  einer  beliebigen  Funktion  und  einer  algebraischen 
ganzen  und  rationalen  Funktion  aussprechen,  eine  Identität,  die  anders 
als  für  ganz  spezielle  Wert  he  von  x  gar  nicht  bestehen  kann.  In  be- 
sonderen Fällen  lässt  sich  diess  noch  bestimmter  aus  den  Eigenschaf- 
ten von  F(x)  nachweisen.  Wenn  nun  aber  auch  Rn  für  kein  bestimm- 
tes endliches  n  der  Null  gleich  ist,  so  wäre  doch  noch  der  Fall  denk- 
bar, dass  sich  /»'„  für  unausgesetzt  wachsende  it  der  Null  als  Gränz- 
werth  näherte;  dann  wurde  zugleich  die  Anzahl  der  auf  der  rechten 
Seite  vorkommenden  Reihenglieder  (=w)  unbegränzt  zunehmen  und 
man  erhielte  einen  um  so  genaueren  Werth  von  F(x),  je  mehr  Glieder 
der  Reihe  man  vereinigte.    Man  hätte  dann  in  Zeichen: 

F(x)  —  Lim  Rn 
=  Lim  \A0  -f-  Axx  -f  Atx*  +  ...  +  An—\  x*~l\ 

und  weil  Lim  Rn  =  0  ist: 
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F(x)  =  A0  +  Alx  +  A*x*  +  A3x»  +  ...  in  inf.  (10) 

Ware  dagegen  Lim  Rn  von  Null  verschieden ,  so  würde  man  Lim  Rn 
nicht  weglassen ,  also  die  Gleichung  (10)  nicht  als  eine  Folgerung  von 
no.  (9)  ansehen  dürfen.  Wir  wollen  nun  die  sich  nöthig  machende  Un- 
tersuchung üher  den  Gränzwerth  von  Rn  an  den  Beispielen  in  (4),  (5), 
(6),  (7)  und  (8)  ausfuhren. 


§.  37. 

Die  unendlichen  Reihen  für  Potenz,  Logarithmus,  ExponenziaU 

grosse,  Cosinus  und  Sinus. 

Wenn  wir  die  Frage  entscheiden  wollen ,  in  welchen  Fällen  der 
Ausdruck  Rn  sich  der  Null  als  Gränztverth  nähert,  so  wird  es  bei  den 
mannichfachen  Formen,  die  jene  Grösse  für  verschiedene  Funktionen 
F(x)  haben  kann,  nöthig  sein,  sich  nach  einem  ganz  allgemeinen  Cri- 
terium  umzusehen,  woraus  man  erkennen  kann,  ob  eine  beliebige  Funk- 
tion f(n)  von  n  für  unausgesetzt  wachsende  Werthe  von  n  auf  jeden 
beliebigen  Grad  der  Kleinheit  herabsinkt  oder  nicht.  Ein  solches 
Kennzeichen  besteht  nun  in  folgendem  Satze: 

Wenn  der  Quotient  von   einer  gewissen  Stelle  an 

kleiner  als  die  Einheit  wird  und  es  auch  immer  bleibt  wie 
gross  man  »  annehmen  möge,  wenn  also  selbst 

ist,  wobei  es  blos  auf  den  absoluten  Werth  ankommt,  so 
nimmt  die  Funktion  /'(?>)  selbst  unausgesetzt  bis  zur  Gränze 
Null  ab,  ist  also 

Lim  f(n)  =  0. 

Nennen  wir  a  den  Gränzwerth  von  £^-t-il,  wo  also  a  <1  ist,  und 

l\n) 

nehmen  wir  zwischen  1  und  «  eine  Zahl  ß  an  (j3>a  aber  0<1),  so 
muss  sich  immer  ein  Werth  p  von  n  finden  lassen,  von  welchem  ab 

der  Quotient  ö^tö  <  ß  ist.   Denn  wählt  man  p  ziemlich  gross,  so 

f V*/ 

kann  ^yXr-  nicht  viel  von  a  verschieden  sein ,  man  kann  diesen  Quo- 
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ti cnten  etwa  =o!J  setzen,  wo  S  nur  weoig  betrügt  und  noch  über- 
diess  abnimmt,  wennj>  nächst,  wird  aUo  auch  S  so  klein  machen  küo- 
nen ,  dass  selbst  o  +  '4  <  ß  ist.  Wir  haben  dann  folgende  Unglei- 
chungen : 

f(p)     S  P 
/•(/'  +  !)  N  P 

» 

•        •        9        *  •  • 

deren  Anzahl  9  beträgt.   Durch  ihre  Multiplikation  ergiebt  sich 

AP) 

und  wenn  man  p  +  y=»  also  q—n—p  setzt 

Da  nun  /J<1  war,  so  können  wir  ß  =  j-i—  setzen,  wo  y  irgend  eine 
positive  Grösse  ist  und  erhalten 

Nach  dem  Binomialtheoreme  für  ganze  positive  Exponenten  ist  be- 
kanntlich 

woraus,  weil  alle  Reihenglieder  positiv  sind, 

(l  +  y)m  >  1  +  my 


1      ,  1 

folgt.   Man  kann  daher  die  Ungleichung  (1)  in  die  stärkere 

/W  x  l  +  (n-^)y 
umsetzen.   Lassen  wir  hier  n  unausgesetzt  wachsen  ohne  p  zu 
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so  kann  n— p,  ebenso  (w—  p)yt  und  folglich  auch  der 
grösser  als  jede  angebbare  Zahl  werden  und  mithin  der  Quotient  der 
Null  so  nahe  kommen  als  man  will.  Daraus  ergiebt  sich  dann, 
auch  f(n)  auf  jeden  beliebigen  Grad  der  Kleinheit  herabgebracht 
den  kano.  —  Der  Satz  besteht  übrigens  nicht  mehr,  sobald  «— 1 
oder  gar  >  1  ist ;  im  ersten  Falle  kann  f(ri)  ebensowohl  ab  -  wie  zu- 
nehmen41)  und  im  zweiten  wächst  /"(»)  mit  n  gleichzeitig  über  alle 
Gränze  hinaus,  wie  sich  leicht  durch  eine  der  obigen  ganz  analoge  Be- 
trachtung zeigen  Hesse. 

Wir  gehen  nun  zu  den  Anwendungen  unseres  Theoremes. 
I.    In  der  Formel  (4)  des  vorigen  Paragraphen  ist 

und  hier  brauchen  wir  auf  den  letzten  Faktor  keine  Rucksiebt  zu  neh- 
men ,  weil  er  von  n  gar  nicht  abhängt.  Der  erste  Faktor  annullirt  sich 
unmittelbar,  sobald  ft  gleich  einer  von  den  Zahlen  0,1,2,... 
(n-1)  ist,  aber  in  diesem  Falle  erhalten  wir  nichts  Neues,  wir  kom- 
men nämlich  auf  das  Binomialtheorem  für  ganze  positive  Exponenten 
zurück.   Setzen  wir  nun  für  nicht  ganze  und  positive  u 


/>+!)  =  EferJj  fr -?>  •  •  •  fr  - » + *>  fr-  »>  *»+., 


folgt 
\  mithin 


w  -  - 


Soll  nun  der  absolute  Werth  von  —x  unter  der  Einheit  liegen,  so 
muss  diess  mit  x  selbst  der  Fall  oder  1>*>— 1  sein.  Hierin  haben 
wir  die  Bedingung  für  die  unausgesetzte  Annäherung  des  ersten  Fak- 


*)  So  haben  *.  B.  JL  und  w*  beide  die  Eigenschaft,  da«  Ltm^Sgfal 
i«t;  /(»)  =  -L  bildet  aber  eine  abnehmende  und  /,(»)=»,l  eine  zunehmende 
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tor*  in  (2)  an  die  Null ,  und  es  fragt  «ich  nur  noch,  ob  für  ein 
x  der  zweite  Faktor  nicht  etwa  unbegränzt  zunimmt,  so  dass  LiniÄ. 
«ich  unter  die  vieldeutige  Form  O.oo  stellte.  Da  nun  aber  X  eine  po- 
sitive Grösse  zwischen  0  und  1  ist,  so  haben  wir  bei  positiven  x  ganz 
sicher  — X;  bei  negativen  x,  wo  1 — Xx  an  die  Stelle  von 

1-f  ix  käme,  ist  ix  <A,  (wegen  #<1),  mithin  l  —  Xx  >  1  —  X,  in  je- 
dem Falle  also  ist  -yx^  ein  Schter  Bruch  oder  wenigstens  nicht  grös- 
ser als  die  Einheit  und  folglich  übersteigt  auch  der  zweite  Faktor: 

l — x  y-i 
+  W 

die  Einheit  nicht.  Wir  haben  daher  für  1  >  x  >  -  1  dem  absoluten 
Werthe  nach 

Rnl^ma  +  Xx)^ 

und  folglich  XAmRn  0.  Benutzen  wir  diess  für  die  Gleichung  (4)  in 
§.  36.,  so  ergiebt  sich 

Da  hier  (i  ganz  beliebig  ist,  so  führt  diese  Gleichung  den  Namen: 
allgemeines  Binomialtheorem.   Ein  paar  andere  Formen  sind 

(!+*)-/<  =  1-  f  *  + jß^H)^  -  Pfrffjf*»  *•  +  ... 

1  >  *>  —  1, 
und  wenn  man  auch  x  negativ  macht, 

(1-*)-"  =  *  +  ... 

I  >  *>  -  1 
Nimmt  man  hier 

*  =  rb' 

wo  nun  z  jede  beliebige  positive  Grösse  bedeuten  kann,  so  ergiebt  sich 
noch  die  oft  brauchbare  Form 


*>0. 


(5) 
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II.    In  Formel  (5)  des  vorigen  Paragraphen  ist 

wobei  wir  wieder  auf  den  letzten  Faktor  keine  Rücksicht  zu  nehme o 
brauchen ,  weil  er  seinem  absoluten  Werthe  nach  von  «  nicht  abhängt. 
Mao  übersieht  nun  auf  der  Stelle,  dass  der  ganze  Ausdruck  sich  der 
Gränze  Null  nähert,  sobald 

|  1>*>-1 

i      ist.   In  diesem  Falle  nämlich  übersteigt,  wie  wir  bereits  gesehen  haben, 
der  zweite  Faktor  in  R« : 

die  Einheit  nicht  und  folglich  ist  den  absoluten  Werthen  nach 

Da  nun  bei  ächt  gebrochenen  x,  der  Gränzwerth  von  ai*  die  Null, 
j      fqpg  dagegen  immer  eine  endliche  Grosse  ist,  so  folgt  hieraus  zusammen 

■ 

.    Lim Rn=0  für  — 1. 

Diese  Eigenschaft  findet  übrigens  auch  noch  für  a?=  +  t  statt,  denn  es 
geht  dann  Rn  seinem  absoluten  Werthe  nach  in 

»  1 

+  l  +  X 

über  und  da  wir  wissen,  dass  X  zwischen  0  und  f  1  Hegt,  so  ist  jetzt 
der  erste  Faktor  hiervon  ein  ächter  Bruch ,  mithin 

Lin,(irrr,=0 

und  also  wieder  Lim  Rn  =  0.  Das  Nämliche  würde  man  auch  finden, 
weon  man  sich  der  zweiten  aus  no.  (12)  in  §.  35.  entspringenden  Form 
fär  bedienen  wollte.  Nach  diesen  Bemerkungen  ergiebt  sich  nun 
aus  Formel  (5)  in  §.  36: 
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1  >  *  >  — 1, 

aUo  z.  B.  für  x  =  1 

/i      i     1    .  1  1 
/2  =  1-2+3-4  + 

Für  negative  x  ist  nach  no.  (7)  wegen  — 1(1 — x)  =  /^-L_^ 


1  >  *  >  — 1. 

Mit  Hülfe  der  Substitution 


x  — 


>  0. 


(0) 


1+: 

ergiebt  sich  hieraus  für  jedes  positive  z 

<«+■>- KriiW(rn)"+ Urb)' + 

z 

Nimmt  man  die  halbe  Summe  der  Gleichungen  (7)  und  (8),  so  wird 

H^M*4*3+k+  •    i  (io) 

1  >  x  >  -1 

und  für 

.— ! —  =  z,    also  a?  =  — —. r, 
1— #  2  +  1 

wo  nun  z  jede  positive  Grosse  bedeuten  kann 

•I  /2=  K^+KstÖ'HGtÖ  +       }  (11) 

z  >  0. 

Zur  numerischen  Berechnung  der  Logarithmen  ist  es  am  bequem- 
sten, solche  Reihen  zu  haben,  deren  Glieder  rasch  abnehmen,  sodass 
schon  wenige  Glieder  eine  hinreichende  Annäherung  geben.  Man  er- 
hält dergl.  Reihen  auf  folgende  Weise.    In  Formel  (7)  sei  x  ss  - 

a 
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und  a  <  6,  so  wird  f<l  +  *)  =       +     =  =  /(ft  +  6)  ~ 

Ja ,  folglich 

und  diese  Formel  kann  zur  Berechnung  von  /(a-f-o)  dienen,  sobald  la 

1 

schon  bekannt  ist.  —   Setzt  man  ferner  in  no.  (8)  ^="2»  wo eine 

wf 

ganze  positive  Zahl  ist,  so  folgt 


=  2lp-\l{p-l)  +  /(/>+!)), 
woraus  man  durch  Transposition  und  Division  mit  2  leicht  erhält 


(13) 


+  v  V  V 
Nun  braucht  man  aber  blos  die  Logarithmen  der  Primzahlen  unmittel- 
bar zu  berechnen;  nimmt  man  für  p  eine  solche,  so  sind  p —  1  und 
p  +  l  zusammengesetzte  Zahlen,  folglich  ihre  Logarithmen  aus  der 
Berechnung  der  früheren  Primzahlen  schon  bekannt.  Diess  setzt  in- 
dessen voraus,  dass  man  den  Logarithmus  der  2  wenigstens  schon 
kenne,  doch  lässt  sich  auch  dieser  durch  einen  kleinen  Kunstgriff  aus 
der  Formel  (13)  selbst  finden.  Für  p =2  und  p  =  3  erhält  man  nämlich 

1         1  '  1 

ß  _  12  + Ii  ,  1.1,1 

ß  2~ +  273*  +  0*  +  673*  + 

Es  ist  aber  Ii  =  2/2,  folglich  wenn  man  mit  P  und  Q  die  Summen 
der  nach  Potenzen  von  i.  Und  \  fortgehenden  Reihen  bezeichnet 

/2  =  |/3  +  i>,/3=|/2  +  Q. 

Sieht  man  hier  12  und  /3  als  zwei  Unbekannte  an  und  eliminirt  diesel- 
ben algebraisch,  so  wird 

12  =  iP+2Q  ,  ß  =  6P+4Q 

14 
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wodurch  J2  and  /3  ihre  Bestimmung  gefunden  haben.  Hat  man  auf 
diese  Weise  eine  Tafel  der  natürlichen  Logarithmen  berechnet,  so  kann 
man  daraus  leicht  eine  der  kunstlichen  Logarithmen  ableiten.  Heisst 
nämlich  B  die  Basis  der  letzteren  und  bezeichnen  wir  mit  log  einen 
Logarithmus  dieses  Systems,  so  ist  bekanntlich 

log*  =  Jß'b> 

\ 

wo  der  Modulus  des  Systemes  mit  der  Basis  B  heisst.  Für  /?=10 
findet  man  nach  den  angegebenen  Regeln  IB  =  2,3025850929 

folglich  den  Modulus  ~  =  0,4042944819. 

III.   In  Formel  (6)  §.  3C.  ist 

 £ 

1.2.3...« 

Da  nun  eXk*  für  jedes  bestimmte  k  und  x  eine  endliche  Grösse  bleibt, 
so  wird  Lim  ff»  =  0,  sobald  der  erste  Faktor 

1 . 2 . 3...  n 

die  Null  zum  Gränzwertbe  hat.    Es  ist  aber 

Lim%Li>  =  Lim^  =  0 

für  jedes  beliebige  k  und  x,  und  da  0<1,  so  ist  immer  Lim  f(n)sz 
0  und  Lim  Rn  =  0.    Wir  erhalten  daher  ohne  weitere  Determination 

Für  kx  =  1  ergiebt  sich  hieraus 

_  .  ,  1  ,   1  \     1  . 

'-1  +  r+o+n23  + 

■ 

und  mittelst  dieser  Reihe  ist  es  sehr  leicht,  den  Werth  von  e,  den 
wir  in  der  Einleitung  als  den  Gr&nzwerth  von 

m 

für  unendlich  wachsende  m  kennenlernten,  numerisch  ?.u  berechnen. — 
Nehmen  wir  in  (14)  k~la  und  berücksichtigen,  dass 


1 
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ist,  so  wird  noch 

11   ~  1  +  T  +  "TT  +  H2  .TJ  ♦ 
IV.    In  den  Formeln  (7)  und  (8)  der  vorigen  Paragraphen  ist  erst 

-  R'=  i.->.t..M  c<*c|  + 

und  dann 

Da  aber  Cosinus  und  Sinus  Grossen  sind,  welche  die  Gränzen  -f  1 
und  — 1  nicht  übersteigen  können,  was  auch  der  Bogen  frir  einen  Werth 
haben  möge,  so  erheilt,  dass  in  jedem  Falle  Lim  #?,  =  0  wird,  so- 
bald 

ist.  Nach  dem,  was  wir  in  no.  HI.  gefunden  haben,  muss  diess  aber 
für  jedes  beliebige  x  der  Fall  sein,  und  daher  ergeben  sich  jetzt  die 
beiden  beuierkenswerthen  Formeln 

cos*  =  I  -  ^  +  +  ....  (16) 

X        x^  x^ 
smx  =  I-r_+r_._  -  ....  (17) 

gültig  für  jedes  x.  Es  versteht  sich  beim  blosen  Anblicke  dieser 
Gleichungen  von  selbst,  dass  man  hier  cos 4:  und  sin 4:  in  dem  näm- 
lichen Maasse  ausgedrückt  erhalt,  in  tvelchem  x  angegeben  ist.  Will 
man  daher,  wie  gewöhnlich,  die  goniometrischen  Funktionen  m  Thei- 
len  des  Halbmessers  ausdrücken ,  so  muss  man  auch  x  in  solchen  an- 
geben, was,  wenn  der  Bogen  ursprünglich  in  Graden  bestimmt  ist,  leicht 
mittelst  der  Ludolph'schen  Zahl  geschehen  kann,  welche  dem  Bogen 
von  180°  entspricht.  Es  giebt  dann  zu  jeder  beliebigen  absoluten  Zahl 
einen  Cosinus,  Sinus  und  ebenso  alle  übrigen  goniometrischen  Funk- 
tionen. 

Aus  diesen  Betrachtungen  ist  ersichtlich ,  dass  die  Bedingungen, 
unter  welchen  sich  die  Grösse  Ä»  der  Null  unbegrenzt  nähert,  ledig- 
lich von  der  Form  der  Funktion  F(x)  abhängen,  indem  sie  sich  für 
Spezialisirungen  derselben  verschieden  gestalten;  hierdurch  entsteht 

14* 
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für  die  Anwendung  des  so  fruchtbaren  Theoremes  von  Mac  Laurin 
eine  nicht  geringe  Unbequemlichkeit,  in  so  fern  wir  genöthigt  sind, 
bei  jeder  neuen  uns  vorkommenden  Funktion  F(x)  die  Untersuchung 
über  Lim  //«  auch  wieder  von  Neuem  vorzunehmen.  Es  wäre  daher 
in  hohem  Grade  wünschenswerth ,  ein  ganz  allgemeines  Kennzeichen 
zu  haben,  mit  Hülfe  dessen  man  der  Funktion  F(x)  gleich  im  voraus 
ansehen  könnte,  unter  welchen  Bedingungen  das  aus  ihr  hergeleitete 
R„  sich  der  Null  als  Gränze  nähert  oder  nicht.  Man  kann  die  Sache  aber 
auch  noch  unter  einem  anderen  und  sogar  bequemeren  Gesichtspunkte 
betrachten.    So  wie  nämlich  zwischen  F(x)  und  der  Reihe 

F(0)  +  ?F(0)  +^2F"(0)  +  ....  in  Inf. 

nur  dann  eine  Identität  statt  findet,  wenn  Lim  /»'ri  =  0  ist,  so  kann 
man  auch  umgekehrt  behaupten,  dass  wenn  jene  Identität  vorhanden 
ist,  auch  Rn=0  sein  müsse.  Denn  gesetzt,  man  hätte  auf  einem  von 
dem  bisherigen  ganz  verschiedenen  Wege  gefunden 

F(x)  =  F(0)  +  *F(0)  +        F"(0)  +  ....  in  inf.  (18) 

und  die  Bedingungen  kennen  gelernt,  unter  welchen  diese  Gleichung 
besteht,  so  würde  man  dieses  Resultat  mit  dem  Mac  Laurin  sehen 
Satze  zusammenhalten  können,  nach  welchem 

F(x)- UmRn  =  F(0)  +  ^(0)  +  ^  F"(0)  + ...  in  inf. 

sein  muss;  hieraus  ergiebt  sich  dann 

F(x)  =  F(x)  -  Lim  Rn, 

mithin  Lim /in  =  0.  Es  wäre  also  die  Frage  zu  beantworten,  unter 
welchen  Umständen  besteht  die  Gleichung  (18)? 

Um  aber  die  Allgemeinheit  so  hoch  als  möglich  zu  treiben ,  ist 
uns  noch  ein  Schritt  nöthig.  Wir  haben  uns  früher  nicht  darauf  be- 
schränkt, die  Variablen  in  den  Funktionen  als  blos  reell  anzusehen, 
sondern  auch  imaginäre  Werthe  derselben  zugelassen,  wir  müssen  da- 
her auch  die  jetzige  Untersuchung  so  allgemein  halten ,  dass  sie  den 
Fall  imaginärer  Veränderlichen  in  sich  schliesst.    Zu  diesem  Zwecke 

denken  wir  uns  x  unter  der  Form  u  -f  v  V  —  l  stehend ,  wo  natürlich 
auch  »oder  v,  die  als  reell  vorausgesetzt  werden,  der  Null  gleich  sein 
darf.    Berücksichtigt  man  noch,  dass  eine  zweitheilige  Grösse  von 
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der  Form  t*  -f-vV  —  1  stets  auf  das  Schema  q  (cost  +  V — lsinr)  ge- 
bracht werden  kann  *) ,  so  spricht  sich  das  Thema  der  jetzt  nuthigen 
Untersuchung  in  folgender  Frage  aus : 

Welche  Eigenschaften  müssen  der  Funktion  F(x)  zukommen 
und  welchen  Bedingungen  muss  x  unterworfen  sein,  wenn 
die  Gleichung: 

F<*)  =  F(0)  +  \  F  (0)  +  g%  F"(0)  + ...  in  inf.  (19) 

worin  x  unter  der  Form  p(cosr  +  ST^Ä  sinr)  vorausgesetzt 
wird,  gelten  soll? 

§38. 

Beziehungen  zwischen  einer  Funktion  und  ihrem  ersten  Differen- 
zialauotienten  bei  imaginären  Variablen. 

Da  die  Gleichung  no.  (19),  ganz  im  Allgemeinen  betrachtet,  eine 
Beziehung  zwischen  einer  Funktion  und  ihren  successiven  Differenzial- 
quotienten  enthält ,  so  wird  es  vor  Allem  darauf  ankommen ,  zu  ent- 
scheiden ,  in  wie  fern  sich  die  Relationen,  welche  w'rr  bei  reellen  Varia- 
blen zwischen  einer  Funktion  und  ihreu  Differenzialquotienten  statt  fin- 
den sahen,  auf  imaginäre  Veränderliche  ausdehnen  lassen.  Wenden 
wir  uns  daher  zunächst  an  die  einfachste  dieser  Relationen  nämlich 

F(b)  -  F(a)   

=  Lim6[F(a)  +  F(a  +  S)+F(a+2d)+...  +  F(a  +  n-lö)\  (1) 

worin 


*)    Aua  tt+wV^l  =  p(cosr+  V—  1  «in  r)  folgt  nämlich  ?  cos  t—U  , 
sin  x  =  v ,  mithin 

co« *)*  +  ((>  sin t)*  =  W+v*  oder  g  =  VkH«1 

oder  tanr  =  ^, 

Q  COS*       U  U 

womit  f  (der  sogen.  Modulus)  und  t  (da«  Argument)  bc«thnrat  sind. 
Für  reelle  K  und  v,  die  in  jener  Form  immer  vorausgesetzt  werten,  fallen 
q  und  r  immer  reell  au«. 
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ist  und  die  Funktion  F(x)  und  ebenso  F*  (x)  als  stetig  und  endlich  von 
x  =  a  bis  az=zO  vorausgesetzt  werden,  damit  keine  der  Grossen 

F(6)  ,  F(a)  ,  F*(«)  ,  P  (<*+*)  ,  ...  P(a+^1Ö0 

zweideutig  oder  unendlich  ausfalle. 

Substituten  wir  jetzt  für  F(#)  eine  andere  Funktion ,  welche  die 

imaginäre  Grosse  V  —  1  =  /  enthält,  nehmen  also  etwa 

F(x)  =f[r  (cos  x  +  ^-1  sin x)  ]  =  f(re*i) ,  (2) 

so  ist  die  Operation  des  Differenzirens  ganz  gleichförmig  ausführbar, 
wie  schon  in  der  ersten  Abtheilung  gezeigt  wurde.  Für 

re*»'  =  z 

ist  nämlich 
d.  I. 

F'(.r)  =  rie^if'ire'i). 

Sollte  nun  die  Gleichung  (1)  auch  jetzt  noch  gelten,  so  müsste  nach 
Substitution  der  Werthe  von  F(x)  und  P  (x) : 

=*riL\m*te*f'(ret)  +  e«M^  »/'(re         +  f  (re<«  <»*><)  + ... 

. . .  +  e  («r""1«*) '  /"  (rc  (*H^)  0  }  (4) 

sein.  In  wie  weit  diess  richtig  ist,  ergiebt  sich  durch  folgende 
einfache  Uetrachtung. 

Man  denke  sich  die  Funktion  fixe**)  dergestalt  zerlegt,  dass 

/•(rc'O  =  <p(r,x)  +  iH>(r,x)  (5) 

ist,  wo  (p(r,x)  und  i/>(r,:r)  ein  pfiar  reelle  Funktionen  von  x  sind; 
man  hat  dann  durch  Differenziation  nach  x 

rie*if'(re*i)  =  <p'(r,x)  +  i>'(r,;r). 

Setzt  man  hier  der  Reihe  nach  a  ,  a  +  8  ,  a  +  25  ,  ...  a  +  « —  16  für 
./• .  addirt  sämmtliche  so  entstehende  Gleichungen  und  multiplizirt  diese 
Summe  mit  <5,  so  folgt 

ri.t  {e**f'(re*)  +  •W-fO/'fr«  +  eW**)*  f  (reW*)**)  +  ... 

=  d|qp'(r,a)+  <jp'(r,«  +  d)-f  <jp' (r,a  +  2<5)  +  . . .  +  (r,  a  +  n^ld) } 
+  i.diy(r,a)-f^'(r,a  +  d)  +  V(r,a +2d)  +  . ..  +y' {r ,a  +  ^U)\. 
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Ist  nun  der  Werth  von  r  so  gewählt*),  das«  keine  der  Funktionen  auf 
der  rechten  Seite  unstetig  oder  unendlich  wird,  dass  also  auch 


*)  Man  könnte  für  den  ersten  Augenblick  glauben,  das«  auf  den  Werth 
ron  r  nichts  ankomme,  weil  er  bei  der  Diflerenziution  nach  X  als  Constante 
figurirte ;  man  darf  aber  nicht  vergessen ,  dass  eine  Funktion  von  einer  Vari- 
ablen x  und  einer  unbestimmten  oder  willkührlirhcn  Constanten  r  im  Grunde 
eine  Funktion  zweier  Variablen  r  und  Xy  und  die  Differentiation  nach  X  eine 
partielle  Ist;  es  kann  daher  auch  zusammengehörige  Paare  von  Wcrthen  für 
r  und  x  geben,  für  welche  diese  Funktion  unstetig  oder  unendlich  wird.  Ein 
Beispiel  zum  obigen  Satze  wird  dies«  erläutern.    Sei  nämlich  f(z )      \  retan 


mithin 

rle*if'  (re*i\    r/(cosj-f  /sin  x)     _  ri{ca*x-\-i*\nx) 

'  1      ;  ~  l-Mr(cosjr-f /sina*)J,  — l-|-r»cosar-f /f*sin5fcr 

nnd  wenn  mau  Zähler  wie  Nenner  mit  1  4  r«  cos  2x  —  1r*  sin2x  multiplizirt, 
nach  leichter  Reduktion 

rie**f' {re*i) 
r(l~ra)slnjr        'j    r(\  +  r*)coHX 


1  -f  2r9cos2x+r4    1    1  4  2r' cos 2^4  r« 
also 

*  (r'*}-  l+sr'cosgff+r«- 


In  der  obigen  Formel  durchläuft  nun  X  das  Intervall  X  —  fl  bis  X~b,  indem 
es  nach  und  nach  alle  Zwischenstufen  a  +  S  ,  «42^  etc.  ersteigt;  wäre  also 

z.  B.  a<»^und  b  >  ^,  so  käme  auch  der  Werth  2"=  ^  mit  vor,  indem  eine 
jener  Zwischenstufen  etwa  a-\-kS  =  ~  würde.    In  diesem  Falle  ist  dann 

übersieht  hier  auf  der  Stelle  die  Detennination,  welche  für  r  eintreten 
;  es  darf  nämlich  r  nicht  =  1  sein. 

leicht  findet  man  umgekehrt  für  r=  l 


also  >'(l  ,  a?)  =  JL,  woraus  folgt,  dass  das  Intervall  a  bis  *  nicht 

COSX 

den  Werth  5  einschltessen  darf,  weil  sonst  y»'  (1  >x)  unstetig  würde. 


Digitized  by  Google 


197 


und  ip  (/',./■)  selbst  stetig  und  endlich  von  x=a  bis  x  =  h  bleiben,  so 
erhalten  wir  als  Gränzwerth  der  rechten  Seite  für  unendlich  abneh- 
mende ö 

=  <p(r,b)  +  ity(r,t>)  —  {<p(r,a)  +  it/>(r,a)} 
d.  i.  nach  no.  (5) 

f(rebi)  ^(re«i) 

und  kommen  hiermit  wirklich  auf  die  vorhin  blos  hypothetisch  aufge- 
stellte Gleichung  (4)  zurück. 

Um  die  Bedingungen  ihrer  Gültigkeit  kurz  aussprechen  zu  kön- 
nen ,  wollen  wir  noch  als  Definition  festsetzen,  dass  unter  Stetigkeit 
und  Endlichkeit  einer  Funktion  mit.  imaginärer  Variablen  die  Stetigkeit 
und  Endlichkeit  der  beiden  reellen  Funktionen  verstanden  werden  soll, 
in  welche  man  sich  jene  nach  dem  Schema  (5)  zerlegt  denken  kann. 
Die  Bedingung,  dass  die  vier  Funktionen  q>(r,x)  ,  ty(r,x) ,  <p'(r  ,x), 
ty'  (r ,  .?.■)  endlich  und  stetig  bleiben  sollen ,  reduzirt  sich  nach  diesem 
Sprachgebrauche  darauf,  dass  f(rexi)  und  ex,"/,'(rex0  endlich  und  stetig 
sein  müssen  oder,  weil  e*1  =  cos./  \  /sin.r  schon  an  sich  stetig  und 
endlich  ist,  auf  die  Bedingung  der  Stetigkeit  und  Endlichkeit  von  f\rexi) 
und  f  (re**).  Schreiben  wir  endlich  noch  der  später  nöthig  werdenden 
Bezeichnungen  wegen  t  für  x,  so  können  wir  folgenden  Satz  aussprechen : 

Wählt  man  die  Grösse  r  so ,  dass  die  Funktionen  f(z)  und 
/"'(:)  endlich  und  stetig  bleiben,  sobald  man  z=ret<  und  t 
willkührlich  innerhalb  des  Intervalles  t=a  bis  t  —  b  nimmt, 
so  gilt  für 


die  folgenhe  Relation : 

Lim  8  \  e^f  (reai)  +      *»f  (rc(«+^0  +  (re(« f  **)*)  + ... 

....  +  eto+^hif  (^W5=rr*0 } ,  (6) 

worin  sich  das  Zeichen  Lim  auf  das  unbegränzte  Wachsen 
der  ganzen  positiven  Zahl  n  bezieht. 

Es  liegt  hier  der  Gedanke  nicht  fern,  a  und  b  so  zu  wählen, 
dass  die  beiden  Grössen 

e**  =  cos  a  f  {  sin  a 
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e*«  =  cosA  -f-  isino 

einander  gleich  werden,  wodurch  sich  die  Unke  Seite  unsrer  in  (6)  ver- 
zeichneten Gleichung  auf  Null  reduziren  würde ;  es  ist  aber  nichts 
leichter  als  diess,  man  braucht  nämlich  blos  a  =  0  und  6=2«  zu  set- 

zen.   Ausserdem  wird  dann  noch  ö  =  —  ,  wobei  wir  zur  Abkürzung 

e0t  =  en  =cos  hi  sin — =# 

w  n 

setzen  wollen.  Berücksichtigen  wir  endlich,  dass  cos  t  + 1  sin  t  von 
*= — ao  bis  <=  +  ao  keine  anderen  Werthe  annimmt  als  solche,  die  es 
von  <=0  bis  i=2n  bekommt,  so  ergiebt  sich  noch  das  Theorem: 

Wählt  man  die  Grosse  r  so ,  dass  die  Funktionen  f(z)  und  f  (:) 
endlich  und  stetig  bleiben ,  wenn  man  für  ganz  beliebige  t  die 
Variable  z=re«  setzt,  so  gilt  die  Gleichung 

o  _  um£ (r) + SC  (r*}  tffg  feg  ±-±gz^!  fega.  (8 

Dass  die  Gültigkeit  dieser  Formel  sogleich  ein  Ende  hat,  wenn 
eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit  oder  ein  Unendlichwerden  von  f(z) 
oder  f  (r)  für  z^re**  vorkommt,  sieht  man  sehr  leicht  an  einzelnen 
Beispielen.  Bemerkenswerth  in  dieser  Beziehung  ist  die  Annahme 
f(z)  =  Ix.   Vermöge  der  Formel 

/(«+#)  =  1  /(a* + jS»)  +  i  Arctan  £ 

ergiebt  sich  dann 

/(re'9  =  /  (r  cos  t + ir  sin  0  =  J  l(r*)  + 1  Arctan  (tan  f). 

Nach  unserem  Sprachgebrauche  heisst  nun  Stetigkeit  und  End- 
lichkeit von  l(reV)  nichts  Anderes  als  Stetigkeit  und  Endlichkeit  von 
i/(r*)  und  Arctan  (tan  f).    Nun  ist  \l(r*)  stetig  und  endlich  für  jedes 

von  0  verschiedene  r,  also  rauss  erstlich  0  sein.  Lassen  wir  aber 
in  Arctan  (tanf)  die  Variable  t  das  Intervall  t=0  bis  <=2«  durchlau- 

fe'n ,  so  tritt  schon  an  der  Stelle  '  =  n  eine  Unterbrechung  der  Conti- 

nuität  ein.  Es  ist  nämlich,  wenn  6  eine  bis  zur  Gränze  Null  abneh- 
mende positive  Grösse  bezeichnet: 
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Lim  Arctan  [  tao  (  g—  tf)  ]  =  Arctan  [  +  »]  =  +  4j, 
Lim  Arctan  [tan     +  d)]  =  Arctan  [—30]=—^. 

An  der  Stelle  <  =  ~  springt  also  die  Funktion   u  =  Arctan  (tan  t) 

von  «=+2  nacn  m  =  —  wj  «ber.  Die  Gleichung  (8)  gilt  daher  nicht  für 

f(z)  =  h,  und  in  der  That  ist  dann  f'(z)  =  \,  mithin  für  ein  ganzes  po- 
sitives m 

folglich  jener  Gränzwerth  nicht  =0,  sondern  =  -. 

Es  ist  nun  auch  sehr  leicht,  den  Gränzwerth  von 

f(r)  +  /fr*)+flr0«)  +  .'...  HYQ*»-1)^^  (Q) 

auszumitteln,  wobei  F(r,n)  zur  Abkürzung  gebraucht  wird.  Es  wird 
nämlich 


tlFjr ,  Ii)     f '  (r)  -f  y  (rfr)  -f  fr2/'  (*>*)  +  ...+  fr"-*/'  (rfr"-1) 

mithin  wenn  5  ein  kleines  Inkrement  von  r  bezeichnet: 

F(r  +  S,n)-F(r,n) 
8 

JT  W  -f      (rfr)  +       (rW  +  ....  +  g-y  (rO-1) 

n  T  ' 

wo  £  eine  mit  6  gleichzeitig  bis  zur  Null  abnehmende  Grösse  bedeutet. 
Gehen  wir  in  dieser  Gleichung  zur  Gränze  für  unausgesetzt  wachsende 
n  über,  so  ist  wegen  no.  (8),  wenn  wir  Lim  F(r,ri)  kurz  mit  F(r) 
bezeichnen, 

F(r  +  S)-F(r)^c 
o 

und  wenn  wir  noch  die  Gränze  für  unendlich  abnehmende  S  nehmen 

rt*  =  0 
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für  jedes  beliebige  r.  Hieraus  folgt  sogleich ,  dass  F(r)  selbst  oder 
Lim  F(r,?i)  von  r  unabhängig,  d.  i.  eine  Constante,  sein  müsse.  Diess 
giebt  den  Satz: 

Wählt  man  die  Grosse  r  so,  dass  die  Funktionen  f(z)  und/* (2) 
endlich  und  stetig  bleiben,  wenn  man  für  ganz  beliebige  t  die 
Variable  z=reu  setzt,  so  gilt  die  Gleichung: 

Da  der  vorliegende  analytische  Ausdruck  aus  /*(:)  dadurch  gebil- 
det wird,  dass  man  für  z  der  Reihe  nach  r  ,  r&  ,  rd2  ,  ...  r#*— 1  setzt, 
von  den  so  entstandenen  Werthen  der  Funktion  das  arithmetische  Mil- 
te! und  von  diesem  die  Gränze  für  unendlich  wachsende  w  nimmt,  so 
dürfte  es  nicht  unpassend  sein,  das  Endresultat  der  genannten  drei 
Operationen  die  Mittelgränze  von  f{z)  für  r  als  Modulus  zu 
nennen  und  in  folgender  Weise  zu  bezeichnen: 

Bevor  wir  weiteren  Untersuchungen  Aber  diese  jeder  Funktion  zugehö- 
rige Constante  Raum  geben,  wollen  wir  erst  einige  Beispiele  für  die 
Bestimmung  derselben  betrachten  und  zwar  solche,  die  uns  beim  spä- 
teren Verlaufe  der  Untersuchung  selbst  wieder  von  Nutzen  sein  werden. 

§.  39. 

* 

Bestimmung  der  Mittelgränzen  einiger  Funktionen. 

I.  Bleiben  die  Funktionen  f(z)  und  f  (x)  endlich  und  stetig  von 
2z=ro(cos/  +  isin0  bis  2=rx  (cos t  +  i sin  t),  wobei  immer  t  völlig  will- 
kürlich gelassen  wird  undr0,  rv  zwei  verschiedene  Werthe  des  Modulus 
r  bezeichnen,  so  hat  die  Mittelgränze  vermöge  ihrer  Unabhängigkeit 
von  r  für  alle  r  zwischen  r0  und  rt  den  nämlichen  Werth ;  glückt  es 
also,  sie  für  r=r0  oder  r=r1  zu  bestimmen,  was  in  speziellen  Fällen 
sehr  leicht  sein  kann,  so  gilt  der  gefundene  Werth  für  alle  nicht  aus- 
serhalb des  Intervalles  r=r0  bis  r-=r!  liegende  r.  Von  besonderem  Vor- 
theile ist  diese  Bemerkung  in  dem  Falle  ro=0,  wo  also  f(z)  und  f  (:) 
stetig  und  endlich  von  x=0  bis  z  =  rt  (cos  *  +  /sin  f)  bleiben;  man  hat 
dann  sehr  einfach  für  r=0 
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mithin  allgemein 

Mr\f(z)\=f(0)  ,  rt>r^O.  (I) 

Nimmt  man  z.  ß.  f(z)  =  zm ,  so  wird 

/"(re*1*)  =  r1"  { cos  mt  -+  i  sin  mt  \ , 
firi**)  =  mr"»-1  { cos  (m  —  l)*  +  tsin(m  — 

Setzt  man  m  als  positive  ganze  Zahl  voraus,  so  giebt  es  keinen  Werth 
von  r  und  t,  für  welchen  die  vier  Funktionen 

r™  cos  mt,  rmsinmi,  rm-lcoa(m  —  i)tt  r*"- lsio  (m  —  l)t 

unstetig  oder  unendlich  wurden;  es  ist  demnach  zufolge  der  Gleichung (1) 

Mr\zm\  =0.  (2) 

Diess  lässt  sich  auch  aus  der  Definition  von  Mr\zm\  nachweisen.  Man 
hat  nämlich 

= Lim  j  { i-  +  (r*)~  +  (r**)-  +  ....+ (Hr»~1)«  | 

=  Lim—  { 1        +  tf*™  + ....  +  j. 

Stellt  man  die  eingeklammerte  Reihe  in  der  Form 

1  +  &m  +         +  (#"»)3 + .. ..  + 
dar,  so  findet  man  leicht  ihre  Summe: 

1  —  \  —  Q»m 

-    l_#m    -  1 

Vermöge  der  Bedeutung  von  #  ist  aber 


=  emnn*  =  cos  2mn;  +  i  sin  2m« , 

m2l;         2/fm  ,  .  2i/m 
&™  —  c    n  =cos— — -fisin  ; 


mithin 

_  .    r"»  1  —  cos  2m«  —  i  sin  Imn 

*{^=I^-.__^.  (3) 

Der  Zähler  ist  hier  zwar  =0,  aber  man  darf  daraus  nicht  schliesseo 
wollen,  das«  der  Gränzwerth  ebenfalls  Nnll  sei;  es  ist  nämlich 
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Lira  (1  -  cos  — )  =  0 ,  Lim  sio  ^=0 
n  n 

und  folglich  stellt  sich  das  Ganze  unter  die  vieldeutige  Form 

Wendet  man  dagegen  im  Zähler  und  Nenner  die  bekannten  goniometri 
sehen  Formeln 

1  —  cos2ti=2sin2u ,  sin2u  =  2sinucosu 

an,  so  wird 

1  sin TtiTt  sinrnn —  icosmn 


Mr[zm}=:  Lim 


.    TMt       ,    mit      ,  7717t 

»sin —    sin-— — icos  — 

71  71  71 


und  unter  Berücksichtigung,  das 8 


Lim  sin  — =0  ,  Limcos^=l, 

71  7i 


Lim  (n  sin  — )  =  Lim  (  --^r  | 
ist,  ergiebt  sich  endlich 

»•"sin Trift  sinniTt — t  cos  Trift  #.. 
Mr[zm)  —  r  ,  (4) 

d.  i.  3fr{z»}  =  0  wie  früher,  weil  sin  m»=0  ist 

II.  Sind  die  Funktionen  /'(:  )  und  /*'(:)  stetig  und  endlich  für  jedes 
r>0  an  bis  ins  Unendliche  hinaus,  so  kann  man  MT\f{z)\  oft  dadurch 
leicht  bestimmen,  dass  man  zuerst  den  Werth  von  Mr[f(z)\  in  dem 
Falle  aufsucht,  wo  r  ins  Unendliche  wächst,  was  ebenfalls  unter  Um- 
ständen sehr  leicht  ist.    So  z.  B.  für  f(z)  =  ~  ist 

 1  cosrof — i  s'm  mt 

'ye  )  —     {cos mt+itinlrt)  —  " 

und  ähnlich 

P  M ^ _    „,  cos  (m  +  l)t— isin  (m  +  l)t 

und  bei  ganzen  positiven  m  sind  beide  Funktionen  stetig  und 
für  alle  r>0  und  sonst  beliebige  t.   Ausserdem  ist 
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1  1         1      / 1  Y2  / 1  X«-1 

Bestimmt  man  zuerst  MA^]  für  r  =  x,  so  ist,  weil  Lim  ^  =  0  wird 

1 

für  r=oo,  Mao\~]  =  0  und  folglich  allgemein 

^fr{ij=0,r>0.  (5) 

Man  kann  diess  auch  leicht  aus  der  Formel  (4)  ersehen ,  wenn  man  da- 
selbst (— wi)  an  die  Stelle  von  m  setzt,  wodurch 

 sin  mit  sin  mre-H  cos  7» 7t 

T  zm       rmmn  i 

zum  Vorschein  kommt,  was  in  der  That  =0  ist,  wenn  nicht  r=0. 

III.  Wäre  die  Funktion  /'(;)  und  ebenso  ihr  Differenzialquotient 
endlich  und  stetig  von  r=0  bis  r=rx  und  dann  wieder  von  r  =  rl  bis 
rssCD,  so  bestände  sie  gewissermassen  aus  zwei  aneinander  geschobe* 
nen  stetigen  Funktionen  und  man  würde  ihre  Mittelgränze  für  alle  r 
zwischen  0  und  rx  dadurch  bestimmen,  dass  man  r=0  nähme  und  für 
alle  r>rx  dadurch,  dass  man  r=x  nähme.  Diese  Bestimmungen  kön- 
nen natürlich  verschieden  ausfallen  und  dann  hat  die  Funktion  zwei 
Mittelgränzen ,  von  denen  eine  für  das  Intervall  r=0  bis  r=rx  und  die 
andere  für  das  Intervall  r=r!  bis  r=oo  gilt.    Z.  B.  für 


■ 

z  a 

f(r,*:s  r(cosf+tsinp 
M     }    rcost  —  a  +  LTS\nt 

V;'i»!5  r  •  —  ■  •?  il      -:!.  ••;  t\tt  . 

f  (rcIi  )  —  "  

'        1       (rcostf — a-f-ärsinO2 

und  wenn  wir  um  grosserer  Allgemeinheit  willen 

a=(f(cosx  +  is\nr)  (6) 

setzen,  wo  q  und  r  gegebene  Grössen  sind,  so  ist 

+*.}.JS  r  cos  1 4-  ir  sin  t 

/•(rc«)  =  - 


>cos<  —  ocosr-f-  {(rsin/-~0sinr) 

und  wenn  Zähler  wie  Nenner  mit  r cos  <—  o  eosr— f  (rsinf  —  p  sinr) 
multiplizirt  wird,  so  ergiebt  sich  nach  einer  kleinen  Reduktion 
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_  r*— rg  cos  (t— x)  .  ro  sin  (<  —  x)  

(r  cos  <—  q  cos  t)2 + (r  sio  *  —  q  sin  t)*    1  (rcosf— pcosT)*-f(«Hnr-  psinT)2' 

Hier  kann  nun  fiir  f=rr  eine  Unstetigkeit  eintreten;  denn  es  wird  in 
diesem  Falle 

und  folglich  muss  r  von  q  verschieden  sein.  Ganz  ebenso  verhält  es 
sich  mit  f  (reti).   Man  sieht  diess  auch  noch  etw  as  kurzer  auf  folgende 

Weise.    Die  Funktion  ^—^  wird  nur  in  dem  einen  Falle  unstetig  und 

zugleich  unendlich,  wo  z=a  ist  *),  also  für 

r  (cos  t + i  sin  t)=Q  (cos  x  +  t  sin  t)  , 

woraus  folgt  r  cos  f  =  p  cos  x  ,  r  sin  t  =  p  sin  t  und  mithin 

<=r,  oder  =r  +  2n,  x  +  4tt,  etc., 
r  =  p. 

Das  erste  kann  man  nicht  hindern,  weil  t  ein  völlig  willkuhrlicher 
Winkel  ist,  dessen  Allgemeinheit  nicht  beschränkt  werden  darf,  dage- 
gen kann  man  verhindern,  dass  r=o  wird,  indem  man  r  ^  p  setzt.  Da  nun 

f(z)  und  f{z)  stetig  und  endlich  bleiben  für  r<p  und  dann  wieder  für 
r>  0 ,  so  ist  im  ersten  Falle 

und  im  zweiten 

Da  ferner  für  jedes  t  und  r=0  in  unserer  Funktion 

f(re<i)  =  0 
ist,  so  hat  man  auch  Mo\f(z))=0,  folglich 

*)   Man  hat  nämlich  für  %=za  +  3y  wo  S  eine  bis  xur  Gränze  Xoll  abneh- 

» 

Lim         =  f  od 

3  —  « 


und  für  i~a  —  $ 


a  —S 


Lim  J L.  =  Lim 
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Für  r=»  ist  dagegen 

1—  9-  cos(«— t)  -  ff-ßiD(«-r) 

Lim  

(cos       icost)«  +  (sin  t  -^sinr)» 

T  T 

wo  sich  das  Zeichen  Lim  auf  das  unendliche  Wachsen  von  r  bezieht, 


f(rtßi)  ~  (cos*)*  +  (sin*)»  ~~  l$ 

mithin 

M„  \f(ß)\  =  Lim  1  +  1  +      -       _  i. 
Hieraus  folgt  dann  allgemein: 

Man  kann  zu  diesen  Resultaten  auch  auf  einem  zweiten,  jedoch  weni- 
ger direkten  Wege  gelangen.  Erinnert  man  sich  nämlich  an  die  Formeln 

1     =l+M  +  tt*  +  «»  +  ...  :(9) 
=  u  +  u«  +  u'  +  u*  +  ...     .  (10) 
welche  einzig  und  allein  für  m<1  gelten,  so  ist  für  u  =  -,alsoi<o 

£ 

a 

und  nun  findet  man  die  Mittelgänge  sehr  leicht,  wenn  man  berücksich- 
tigt, dass  immer 

ist,  wie  man  ohne  alle  Schwierigkeit  aus  der  Definition  der  Mittel 
gränze  ersieht   Es  ergiebt  sich  so 


•  •  • 
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d.  i.  naeh  Formel  (2)  für  m  =  1  ,  2  .  3  ,  . .. 

Dagegen  ist  für  u  =  "  ,  wo  nun  2  >  a  sein  muss , 

— i—  1 —  =  l+£+«,+  ?!+... 

:  — a      ,       a  *      *  * 

mithin 

oder  unter  Anwendung  der  Formel  (5) 

i  :  —  r; ' 

1 

Die  Bedingungen  :<«  und  z>ö  gehen  aber  für 

2  =  r  1  .«-es  /  |  j 'sin  0  ,  «  =  p(cost-f  isinr) 

wegen  des  beliebigen  t  in  r  <  0  und  r  >  0  Aber  wie  oben.  Diese  Ab« 
leitung  setzt  indessen  voraus,  dass  die  Gleichung  (9)  auch  für  imagi- 
näre u  in  Anspruch  genommen  werden  dürfe;  diess  lasst  sich  in  der 
That  rechtfertigen,  wie  sich  im  folgenden  Paragraphen  zeigen  wird, 
wo  wir  den  Gebrauch  jener  Formel  nicht  umgehen  könuen. 

IV.    Um  auch  ein  allgemeineres  Beispiel  zu  haben,  sei 

m  =  *® 

dabei  <p(z)  eine  Funktion,  von  der  wir  voraussetzen,  dass  sie  selbst 
nebst  ihren  Differenzialquotienten  bis  zum  witen  inclusive  endlich  und 
stetig  bleibe,  und  dass  für  z  —  0  die  Funktionen  <p(z)  ,  9' (2)  ,  9>"(:), 
. . . q>(m~1) (z)  sich  sämmtlich  annulliren.  Füngt  das  Intervall,  innerhalb 
deren  die  Funktion  und  ihre  Differenzialquotienten  stetig  und  endlich 
bleiben  mit  dem  Werthe  2  =  0  oder  r=0  an,  so  ist 


=*IS£)1=S!P- 


Da  nun  aber  für  2  =  0  die  Funktionen  q> (2)  ,  <p'  (2)  ,  q>"(i)  ,  ...  qp^"»— 
sämmtlich  verschwinden,  so  ist  för  diesen  Werth  von  2 

mtm~l     m(m  —  l)z"»"-*'"       m(m  —  1). . .  4. 1 

15 
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indem  man  sich  sehr  leicht  überzeagt,  das»  der  zweite  Beweis,  wel- 
cher in  §.  28.  für  die  Regel  gegeben  wurde,  nach  der  man  den  wah- 
ren Werth  des  vieldeutigen  Quotienten  g  aufsucht,  ganz  gleichförmig 
auch  auf  den  Fall  passt,  in  welchem  die  Variabele  aus  einer  imaginä- 
ren Gegend  her  bis  zur  Stelle  Null  gekommen  ist.  Man  hat  daher  für 
z=0 

<p(z)  =     mm  (0) 
zm  1.2.3...m' 

folglich  wenn  die  Funktionen 

'  <p(z)  ,  <p'(z)  ,  <p"(z)  t  ...  **•>(*) 

sämmtlich  stetig  und  endlich  bleiben  für  alle  Werthe  des  Modulus  von 
r  =  0  bis  r=rx 

■ 

Ist  die  ebenerwähnte  Bedingung  der  Stetigkeit   und  Endlichkeit  von 


<p(x)  ,  <p'(;)  ,  ...  etc.  nicht  erfüllt,  so  darf  man  auch  die  Richtigkeit 
des  gefundenen  Theoremes  nicht  behaupten ,  weil  die  Regel  zur  Auf- 
suchung de«  wahren  Werthes  unbestimmt  scheinender  Quotienten  sich 
auf  die  Voraussetzung  stützt,  dass  die  Funktionen  im  Zähler  und  Nen- 
ner nebst  ihren  Differenzialquotienten  bis  inclus.  den  ersten  nicht  ver- 
schwindenden stetig  und  endlich  seien.  Da  nun  in  unserem  Falle  zm 
sammt  seinen  Differenzialquotienten  schon  stetig  und  endlich  ist,  so 
bedarf  es  blos  noch  der  vorhin  ausgesprochenen  Bedingung. 

Nimmt  man 

so  wird,  wie  vorhin  verlangt  wurde, 

9(0)-0,V(0)=0,  9>"(0)  =  0  ,  .. .        D(0)  sc  0 
dagegen 

9>("»>(0)  ss  F0»>(0).  (12) 
Da  nun  ferner  leicht  erhellt,  dass  der  Ausdruck 

welcher  eine  ganze  rationale  und  algebraische  Funktion  von  l  darstellt, 
immer  endlich  und  stetig  ist,  sobald  nur  nicht  eine  der  Grössen  F(0), 
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V  (0)  etc.  unendlich  gross  wird ,  so  ist  zur  Stetigkeit  und  Endlichkeit 
von  tp(z)  ,  qp'(z)  ,  <p" (2)  ...  9>(m>(*)  weiter  nichts  als  Stetigkeit  und 
Endlichkeit  von  F(z),F  (z),F"(z),...Fl'»)(z)  nöthig.  Alsdann  ist  nach 
no.  (11)  und  (12) 


=  />>»>  (0) . 
1 .  *2...  xn 

Andererseits  alier  ist  die  linke  Seite  auch 


1 .  *2 . . .  (»1  —  1)       <  z  ' 
d.  i.  nach  no.  (5j,  wenn  x  >0  oder  r>0: 

Aus  der  Vergleichung  der  in  no.  (13)  und  (14)  gefundenen  Resultate 
ergiebt  sich  nun  sogleich  folgender  Satz: 
Bleiben  die  Funktionen 

F(z)  ,  Fit)  ,  F"(:)  ....  FM($ 

endlich  und  stetig  für  alle  Werthe  des  Modulus  r,  welche 
innerhalh  des  Intervalle«  r  —  0  bis  r=rj  liegen,  so  ist 

'    Zm    '         1  . 2  ...  7/1 

von  welchem  wir  gleich  nachher  Gebrauch  machen  werden. 

§.  40. 

Allgemeines  Kennzeichen  fiir  die  Anwendbarkeit  des  Satzes 

von  Mac  Laurin. 

Die  wichtigste  Anwendung ,  welche  sich  von  der  Theorie  der 
Mittelgränzen  machen  lässt,  besteht  darin,  dass  man  zeigen  kann,  wie 
jede  gew  issen  Bedingungen  Genüge  leistende  Funktion  als  Mittelgränze 
eines  sehr  einfachen  Ausdruckes  angesehen  werden  darf.  Setzen  wir 
nämlich  in  der  Gleichung 

15* 
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welche  so  lange  gilt,  als  sich  f(z)  und  f  {z)  stetig  andern  und  nicht 
unendlich  «erden, 

m  =  ,  fW-FW, 

z  —  a 

so  ergiebt  sich  f(Ö)  =  0  und  also 

Man  übersieht  aber  leicht,  dass  so  lange  F(z)  ,  F'(i)  und  F"(z)  ste- 
tig und  endlich  bleiben,  diess  auch  mit  f(z)  und  f'(z)  der  Fall  sein 
muss.  Denn  wenn  bei  dieser  Voraussetzung  eine  Unstetigkeit  in  den 
Werthen  von  f  (z)  eintreten  sollte  ,  so  könnte  diess  nur  für  z  =  a 
der  Fall  sein;  aber  für  2  =  a-f  6,  wo  6  eine  unbegränzt  abnehmende 
Grösse  bezeichnen  möge,  haben  wir 

f(a  +  i)  =  («+<S) 

  O 

mithin 

f(a)  =  -«F»; 

also  wird  auch  hier  f(a)  noch  nicht  unendlich  oder  unstetig,  voraus- 
gesetzt, dass  a  noch  in  demjenigen  Intervalle  liegt,  innerhalb  dessen 
F(x)  und  F*  (2)  stetig  und  endlich  bleiben.    Ebenso  hat  man 

_  .  (r-ff)F(2)-[F(z)-^»]  ,  F(z)-F(«) 

und  hier  könnte  ein  Unendlich  -  oder  Unstetigwerden  nur  in 

(z-q)F'(2)-[F  (:)-/»] 

(*-«)*'" 

fiir  2=a  vorkommen;  der  wahre  Werth  dieses  Ausdrucks  ist  dann  aber 
iF"(a)  und  folglich  findet  keine  Unterbrechung  der  Stetigkeit  oder 
Endlichkeit  Statt,  sobald  F"{z)  stetig  und  endlich  ist  für  ein  Intervall, 
welches  a  umlasst.  Die  Gleichung  (l)  gilt  also  für  alle  r,  welche 
innerhalb  desjenigen  Intervalles  liegen,  in  welchem  F(z)  ,  F'(z)  und 
F"  (2)  stetig  und  endlich  bleiben.    Andererseits  folgt  aber  aus  (1) 

d.  i. 

Wi*£$  f-:  F (a)  M,  \  -Z~l- 
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Wenden  wir  hier  die  unter  no.  (7)  und  (8)  des  vorigen  Paragraphen 
gefundenen  Formeln  an,  indem  wir  o  den  Modulus  von  a  nennen,  so 
erhalten  wir 

und 

und  hier  ist  die  letztere  Gleichung  vou  besonderem  Interesse,  indem 
sie  uns  zeigt,  duss  jede  Funktion  einer  beliebigen  Grösse  a  als  Mittel- 
gränze  eines  gewissen  Ausdrucks  angesehen  werden  kann;  nennen  wir 
noch  0  und  rt  die  Gränzen,  innerhalb  deren  F(z)  ,  F' (z)  und  F"(z) 
endlich  und  stetig  bleiben,  so  sind  die  Bedingungen  für  die  Gültigkeit 
von  no.  (2)  noch  schärfer  ausgesprochen: 

fi  >  r  S  g  >  0. 

■ 

Um  nun  weiter  gehen  zu  können,  müssen  wir  uns  zunächst  versichern, 
dass  wenn  der  Modulus  von  a  kleiner  als  der  von  z  ist,  die  Gleichung 


z  —  a     i  « 

z 


welche  ursprunglich  nur  für  reelle  a  und  :  bekannt  ist,  ihre  Gültig 
keit  behält.    Substituten  wir  für  a  und  z  ihre  Werthe: 

z  —  r(cos<  +  t  sin /)  ,  o=  p  (cosr  +  rsinr) , 

so  wird 

fl  __p  cos  r-f-t  sint 
z~~r   cosf +  isinf  ' 

d.  i.,  wenn  man  Zähler  und  Nenner  mit  cosf— tsio<  multiplizirt , 

^  =  i[cos(T-<)  +  «Vm(t-<)],  (4) 
wo  wir  zur  Abkürzung 

&Stf  ,  t-<  =  3  (5) 

setzen  wollen.    Ferner  ist 

s  r  (cos  f  f- 1  sin  t) 


z  —  a    (rcosi— ocosr)-f  i(rsin< — osinr) 
und  wenn  man  Zähler  wie  Nenner  mit 
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(t  cos  t  —  o  cos  t)  —  t  (r  h  i  rW — o  sin  r) 

multiplizirt  : 

z         r2  —  rüC»s(T  —  t)  f  irq sin (t  —  Q 
2  —  a~~  (rcos* — <>cosT)2-f  (rsint—  q  sinr)2 

Berücksichtigt  man,  dass  der  Nenner  auch 

=r2  — 2rocos(r— 0  +  Q* 
ist  und  dividirt  Zähler  und  Nenner  mit  r2,  so  kommt 


1-j>s(T-*)  +  /£8in(r-0 


z  —  n 


1-8 1«. 

d.  i.  nach  der  in  no.  (5)  eingeführten  Bezeichnung 

2       1 — ff  cos  6 -f  ig  Bin  ß 

2 — a       1  —  2ffcos0  +  ff2 

Substituiren  wir  diess  in  no.  (3)  und  bemerken,  dass  nach  (4)  und  (5) 

'     '  ^=ff(cos0-Hsin0),        "  ■ 

folglich 

(im 

—  —  qm  (cos  7H0  +  i  sin  w0) 

ist,  so  ergiebt  sich 

1  —  y  cos  0  +  ig  sin  0 

1  — 2ffCOS0  +  ff2 

=  1  +  ff  (cos  0  +  i  sin  0)  +  ff  2  (cos  20  +  i  sin  20) 
+  ffs(cos30  +  isin30)  +  .... 

oder  durch  Vergleichung  der  reellen  und  imaginären  Partieen 

1  — ff  cos  0  \ 
l-2ffcos0  +  ff2  (6) 
=  l  +  ffcos0  +  ff2cos20  +  ff8cos30+  ....  ) 

ff  sin  0  \ 
1-2ffcos0  +  ff2  (  (7) 

=  ff  sin  0  -I-  ff2sin20  +  ff8sin30  +  ....  ) 

Wenn  nun  die  Gleichung  (3)  (Vir  imaginäre  a  und  z  richtig  bliebe  unter 
der  Voraussetzung,  dass  der  Modulus  q  von  a  kleiner  als  der  Moda- 
us r  von  2  ist,  so  müssten  die  daraus  abgeleiteten  Gleichungen  (6) 

und  (7)  für  jedes  beliebige  0  gelten,  so  lange  q  =  £  unter  der  Einheit 
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liegt.    Dass  dem  in  der  That  so  sei,  ergiebt  sich  auf  folgende  Weise. 
Es  bezeichne  Sn  die  Summe  der  n  Glieder  enthaltenden  Reihe 
l  +  ocosö  +  iy*cos20  +  ?acos30  +  ....  +  j^cosfo  —  1)0.  (8) 
Multipliziren  wir  dieselbe  mit 

1  — 2<7cos0  +  7*=:(l  +  y4)  -2f/cos0 
und  zerlegen  jedes  Produkt  von  der  Form 

2  cos  mS  cos  0 

in  die  Cosinussumme 

cos  (r/i  —  1)  0  +  cos  (?« -f  1)0 , 
so  erhalten  wir  sehr  leicht 
(l  —  2?  cos  0 + 

_    1  -f  </2  —  -<y coK  ® 

+  (1  +  tf2)  9  cos  0  —    (1  +  cos  20) 

_|_  (i  4-  ,y2)  0*  cos  20  —  73  (cos  0  +  cos  30) 

+  (l  +  V2)  ?3  cos  30  —  </4  (cos  20  f  cos  40) 


+  (1  +  <72)  <7n~l  cos  (m  -  1)0  —     (tos  («  —  2)0  f  cos  «0). 
Nimmt  man  diese  Grossen  in  vertikaler  Richtung  zusammen,  so  ent- 
stehen durch  Auflösung  der  Paranthesen  vier  verschiedene  Colonnen, 
deren  Glieder  sich,  nie  man  sehr  leicht  übersieht ,  so  weit  heben,  dass 
man  übrig  behält 

(l  —  2ycos0  +  92)S« 

=  1— 0CO80  +  tf+lc<M(n-~ cosn0, 

woraus  sich  sehr  leicht  ergiebt: 

1  —  fycos0         r/cosfrt— 1)0  — cos»0  ^ 
Sn—  1  —  2r/cos0  +  v2  +      1— 2?  cos  0 -fr/2  1 
Die  Reihe  in  (6)  geht  aber  aus  der  in  (8)  hervor,  wenn  man  in  der 
letzteren  die  Gliederaiizahl  n  ins  Unendliche  wachsen  lägst ;  wir  müs- 
sen daher  den  Gränzwerth  des  Ausdruckes  in  (9)  für  unausgesetzt  zu- 
nehmende  n  aufsuchen ,  wobei  es  blos  auf  den  Gränzwerth  von 

q  cos  («  —  1 )  0  —  cos  n  0  (l0) 
l-2fcos0  +  ?2  ' 
ankommt,  da  das  erste  auf  der  rechten  Seite  in  (9)  stehende  Glied  von 
»  gar  nicht  abhängt   Bei  wachsenden  n  oszilliren  nun  die  Cosinus  von 
(n-l)0  und  «0  immer  zwischen  +  1  und  -  t  hin  und  her  und  der 
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Zähler  in  no.  (10)  erhält  offenbarteiuen  grössten  Werth,  wenn  cos(n-l)0 
=  +  1  ,  cosn0=:— 1  ist,  woraus  folgt,  dass,  wie  gross  auch  n  sein 
möge ,  der  fragliche  Quotient  die  Grösse  .    .  • 

l  —  'lqcoBS+q**! 

nicht  übersteigen  kann.  Da  nun  aber  für  ö/<1  die  Potenz  qa  kleiner 
als  jede  angebbare  Grösse  gemacht  werden  kann ,  so  folgt 

l  —  2q  COS  0  +  ff  ' 

und  um  so  mehr  • 


..     ?COS(/*  — t)0-COSH0  n 
Lim  r-2-g   -   fl"  =  0  , 

l  —  3a  cos  0  +  r/a  ' 


2flcos0  +  r/ 

folglich  durch  Substitution  dieses  Werthes  in  no.  (9): 

»  .     c  1  —  ?cos0   . ,  :  -  ! 

L,m^=r^TToSeT^^<1     •  • 

und  diess  ist  in  der  That  nichts  Anderes  als  die  Gleichung  <6),  weil 
jetzt  Lim  Sn  die  Summe  der  ins  Unendliche  fortgesetzten  Reihe  (8) 
bedeutet 

Durch  ein  völlig  analoges  Verfahren  überzeugt  man  sich  von  der 
Richtigkeit  der  Gleichung  (7).    Man  setzt  nämlich 

Sn  =  q sin  0  +  o2sin 20  +  r/9  sin 30  + ...  +  q»~l sin (n  — 1)0, 

multiplizirt  beiderseits  mit 

1  —  %/coa  0  +  «*=(!  +  q*)  i—  2//  cos  0 

und  zerlegt  rechts  jedes  Produkt  von  der  Form 

2sinm0cos0 

in  die  Sinussumme 

sin  (/«— 1)0  +  siu(w  + 1)0. 

Auf  diese  Weise  findet  man  ohne  Schwierigkeit 

(l-2?cos0 +  </*)&» 
=  q sin  0  +  r/M  1  sin  (n  — 1)0  -  qns\n  n0 

oder 

ysin  0   q  sin  (n  — 1)0  —  sin  «0 

j-—— -j+     1-27cos0  +  i/2  9 

und  mittelst  Ueberganges  zur  Gränze  für  unausgesetzt  wachsende  n  für 
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Un,S"=l-4™8+?'  *<1, 

nas  mit  der  Gleichung  (7)  zusammenfallt. 

Addirt  man  nun  die  Gleichungen  (6)  und  (7),  deren  Richtigkeit 

wir  so  erkannt  haben,  nachdem  man  die  letztere  mit  i  =  V  — 1  multipli- 
airt  hat,  wendet  rückwärts  die  Substitutionen  in  no.  (5)  an  und  setzt 
am  Ende 

r(cos  f-f-tsin  <)=r  z  ,  p(cos  t-|-  t  s'idt)  =  a , 

so  kommt  man  auf  die  Gleichung  (3)  zurück  und  hat  damit  ihre  Gültig- 
keit für  o<r  bewiesen.  Hiervon  lässt  sich  nun  eiue  wichtige  Anwen- 
dung auf  die  Gleichung  (2)  machen  ;  durch  Substitution  von  (3)  in  (2) 
wird  nämlich 

F(a)  *= 

odeT  auch 

Erinnert  man  sich  nun,  dass  die  Mittelgränze  einer  jeden  Funktion 
eine  constante  Grösse  ist ,  so  erkennt  man  in  der  vorliegenden  Gleichung 
eine  Formel,  welche  zur  Verwandlung  einer  Funktion  F(a)  in  eine  nach 
steigenden  Potenzen  von  a  fortgehende  Reihe  dient.  Es  fragt  sich  nun 
Mos  noch,  unter  welchen  Bedingungen  die  Coefhzienten  dieser  Poten- 
zen ,  nämlich  die  Mittelgränzen 

■ 

Jf,|F(r)|  ,  *|^|  ,  M,    .  ' 

endliche  Grössen  werden,  weil  sich  sonst  das  erhaltene  Resultat  unter 
die  nichtssagende  Form  F(a)  =  »±00  +  »  etc.  stellen  würde.  Hierauf 
antwortet  uns  die  Gleichung  (15)  des  vorigen  Paragraphen,  wonach 


ist,  sobald  F(z),  F'  (z) ,  F"(z) , ....  Fi»)(z)  endlich  und  stetig  bleiben  in- 
nerhalb eines  gewissen  Intervalles  r=0  bis  r  =  ri.  Bringen  wir  diesen 
Satz  für  m  =  0  ,  1  ,  2  ,  3  ,  in  inf.  in  Anwendung ,  so  ergiebt  sich  aus 
no.  (11): 
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r,>r>f>0 

wobei  die  Funktionen 

F(x)  ,  F(z)  ,  F*(z)  ,  ,  ....  in  inf. 

endlich  und*  stetig  bleiben  müssen  von  r  =  0  bis  r  =  r,.  Wenn  man 
nun  berücksichtigt,  dass  die  gefundene  Reihe  mit  der  im  Mac  Lau  rin- 
ge Ii  en  Satze  vorkommenden  identisch  ist,  so  ergiebt  sich  folgendes 
wichtige  Theorem: 

Wenn  eine  Funktion  F(z)  so  beschaffen  ist,  dass  sich  für 
z  =  r  (cos  t+  V^Tsinr)  ein  Intervall  r=0  bis  r=^Tx  angeben 
lässt,  innerhalb  dessen  bei  beliebigen  t  und  ri>r>0  die  ge- 
nannte Funktion  nebst  allen  ihren  Differenzialquotienten  ins 
Unendliche  hinab  stetig  und  endlich  bleibt,  so  lässt  sich  die- 
selbe für  alle  diejenigen  Werthe  ar=o(cosr-r-  —  1  sint)  in 
eine  Reihe  von  der  Form 

■ 

^+Är+Or*  +  Z>ar3+.... 

■ 

verwandeln ,  deren  Modulus  o  innerhalb  jenes  Intervalles  0  bis 
r4  liegt  und  deren  Argument  x  beliebig  ist;  die  erwähnte 
Reihe  fällt  mit  der  im  Theoreme  von  Mac  Laurin  vorkommen- 
den zusammen. 

Das  so  eben  ausgesprochene  allgemeine  Oiterium  für  die  Anwendbar- 
keit des  Mac  Laurinschen  Tbeoremes  gehört  unter  die  Sätze,  welche 
sich  leichter  vermuthen  als  beweisen  lassen.  Dass  man  in  der  That 
Grund  genug  hat,  einen  derartigen  Satz  als  Fundamentaltheorem  für  die 
Theorie  der  nach  steigenden  Potenzen  einer  Variahelen  fortgehenden 
Reihen  zu  vermuthen,  möge  folgendes  wohl  nicht  überflüssige  Rai- 
sonneuient  darthun.  —  Wer  verlangt,  dass  F(x)  als  Summe  einer 
Reihe  von  der  Form  A  +Bx -f  Ca?a-f-  etc.  erscheinen  solle  und  demge- 
mäss  hypothetisch  die  Gleichung 

F(x)  -  A  +  Bx  +  Gr*  +  ....  (13) 

aufstellt,  der  schreibt  offenbar  der  Funktion  dieselben  Eigenschallen 
zu  wie  der  Reihe,  denn  sonst  wäre  eine  Gleichung  zwischen  beiden 
eine  vollendete  Absurdität.  Welche  sind  denn  nun  aber  die  Eigen- 
schaften der  Reihe  ?   Es  ist  nicht  schwer ,  deren  wenigstens  einige  tu 
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entdecken.  Bezeichnen  wir  die  Reihe  kurz  mit  0(x)  und  setzen  x  als 
reell  voraus,  so  erhellt  zunächst  sehr  leicht,  dass  eine  stetige 

Funktion  von  x  sein  muss  und  das  Nämliche  gilt  auch  von  den  Diffe- 
renzialquotienten  O'  (x) ,  <D"(x)  etc.  Soll  nun  eine  beliebige  Funktion 
F(x)  der  Reihe  ®(x)  gleich  sein,  so  kann  dies  offenbar  nur  so  lange 
geschehen,  als  auch  F(x),  Fix),  F"(x)  etc.  immer  stetig  bleiben. 
Wurde  dagegen  eine  dieser  Funktionen  an  irgend  einer  Stelle  ^r  =  | 
discontinuirlich  ,  so  kann  für  x^>  £  offenbar  gar  keine  Gleichung  zwischen 
F{x)  und  Q(x)  mehr  bestehen,  wenn  sie  vorher,  d.  h.  für  be- 
standen hat.  Das  Verlangen  nach  einer  solchen  würde  mit  der  geome- 
trischen Forderung  eine  stetige  und  eine  unstetige  Curve  durchweg  zur 
Deckung  zu  bringen ,  auf  ganz  gleicher  Linie  stehen.  Wären  ferner  die 
Constanten  A,  B  ,  C  etc.  sämmtlich  positiv,  so  würde  fI>(x)  desto 
grösser  sein,  je  mehr  x  betrüge,  also  <P(.r)  eine  von  .r  =  0  bis  x=<x> 
beständig  zunehmende  Funktion  bilden.  Daraus  folgt  denn  wieder,  dass 
zwischen  F(x)  und  O(x)  für  alle  x  nur  dann  eine  Gleichung  bestehen 
kann,  wenn  F(x)  ebenfalls  eine  durchweg  wachsende  Funktion  ist; 
nähme  dagegen  F(.r)  zu  von  x  =  0  etwa  bis  x  =  aber  ab  sobald 
*r>£'  geworden  ist,  so  könnten  F(x)  und  0>(x)  höchstens  für  die  in 
dem  Intervalle  x  =  0  bis  x  =  |'  enthaltenen  x  gleich  sein,  und  wäre 
diess  der  Fall,  so  kann  für  x*>!-  ganz  sicher  keine  Gleichung  zwischen 
F(x)  und  der  Reihe  mehr  statt  finden.  Diess  lässt  sich  noch  bestimm- 
ter an  einzelnen  Beispielen  nachweisen.  Gesetzt  z.  B.  wir  hätten 
gefunden : 


/«       \«     a     2       2.1  ,  2.1.4 

(l  _.r)j  =  j  __.r      ^a-—— T3_ ....  (l4) 

ohne  zu  wissen  wie  weit  diese  Gleichung  gilt,  so  lässt  sich  sogleich 
«He  Gränze  angeben,  über  welche  hinaus  die  Gültigkeit  derselben  sich 
nicht  erstrecken  kann.    Es  folgt  nämlich  durch  Differeuziation 

r   l  ~T*  Ö"  X  *f*  «i   77  x^  -f- .... . 

(l-x)3  *  öt) 

da  nun  hier  für  x  =  i  eine  Unstetigkeit  eintritt,  in  so  fern  die  linke 
Seite  die  zwei  Werthe  -f-  oo  oder  — oo  hat,  jenachdem  :r=Lim(l  —  ö) 
oder  ss  Lim  (1  |  ö)  ist,  so  folgt,  dass  wenn  die  Gleichung  von  a  =0 
bis  x  =  1  besteht  (und  das  wissen  wir  nach  dem  Früheren) ,  sie  über 
1  hinaus  keinen  Bestand  mehr  haben  kann.  Das  Nämliche  gilt  dann 
auch  von  der  Gleichung  (14).   Ebenso  könnte  man  das  zweite  der  ge- 
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gebenen  Criterien  anwenden,  indem  man  die  Gleichung  (14)  in  folgen* 
der  Form  darstellt: 

Da  nun  die  Reihe  lauter  positive  Grössen  enthält,  so  bildet' sie  für 
positive  wachsende  x  eine  zunehmende  Funktion;  diess  ist  aber  mit 
der  Funktion  auf  der  linken  Seite  nicht  der  Fall ;  letztere  nimmt  zu 
von  x~0  bis  x  =  i,  wo  sie  ihr  Maximum  l  erreicht  und  sobald  .r>l 
ist,  findet  eine  continuirliche  Abnahme  in  ihr  statt.  Die  Gleichung  (15) 
kann  also  bei  positiven  x  höchstens  von  x=0  bis  a?=  1  gelten. 

Wenn  nun  aus  diesen  Betrachtungen  ganz  sicher  hervorgeht, 
dass  die  Funktion  F{sc)  nur  dann  mittelst  des  Mac  Laurinschen  Theo- 
remes  verwandelt  werden  kann,  wenn  sie  gewissen  Bedingungen  ge- 
nügt, so  fragt  es  sich  immer  noch,  ob  sie,  wenn  diess  letztere  der 
Fall  ist,  sich  verwandeln  lassen  muss,  oder  mit  anderen  Worten: 
unser  Raisonnement  giebt  zwar  die  Notwendigkeit  gewisser  Bedingun- 
gen an,  aber  es  handelt  sich  nicht  um  blos  nothwendige  Bedingungen, 
sondern  um  solche,  die  zugleich  noth wendig  und  hinreichend 
sind.  Diese  letzteren  nun  haben  wir  durch  das  vorhergehende  Theo- 
rem kennen  gelernt  und  zwar  in  der  wunschenswerthen  Ausdehnung 

auf  nicht  blos  reelle  Werthe  der  Variabelen. 

i  •  •  ■•  « 

4  *  '  * 

,  ••  •  •        « '  *  '  ••  • 

§42. 

Beispiele  zum  Theoreme  des  vorigen  Paragraphen, 

Der  grosse  Vortheil,  welchen  das  im  vorigen  Paragraphen  aus- 
gesprochene Criterium  für  die  Anwendung  des  Theoremes  von  Mac 
Laurin  darbietet,  besteht  darin,  dass  man  sich  die  oft  sehr  umstand 
liehe  Betrachtung  über  den  Gränzwerth  der  Grösse  Rn  in  §.  37.  völlig 
ersparen  und  zugleich  die  gewonnenen  Resultate  auf  imaginäre  Werthe 
der  Veränderlichen  x  ausdehnen  kann.  Einige  Beispiele  mögen  diess 
zeigen. 

I.  Sei  zuerst  F(x)  =  (1  -f-  x)p,  so  haben  wir  zwei  Fälle  zu  un- 
terscheiden, ob  nämlich  p  ganz  und  positiv  ist  oder  nicht.  Im  ersten 
Falle  sind  auch  F*(ar),  Ftt(x)  etc.  Potenzen  mit  ganzen  positiven  Ex- 
denen  jeder  nächstfolgende  um  eine  Einheit  kleiner  als 
ist;   es  kommt  daher  unter 
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vor,  welche  sich  auf  eine  blose  Constante  reduzirt,  während  alle  nach- 
herigen der  Null  gleich  sind.  Da  nun  keine  der  Funktionen  F(r),  .P(z), 
F"(z)  etc.  eine  Potenz  mit  negativem  Exponenten  darstellt,  so  kann  für 
ein  endliches  bestimmtes  x  niemals  ein  Unstetig-  oder  Unendlich  wer- 
den  irgend  einer  jener  Funktionen  eintreten  und  daher  gilt  die  für 
(t  -f  x}u  gefundene  Reihe  ganz  allgemein  bei  beliebigen  x ,  wenn  u 
ganz  und  positiv  ist.  Anders  dagegen  wird  die  Sache  für  nicht  ganze 
|»ositive  fu   Dann  haben  wir  für  FW(x)  die  Formel 

p(fl-f)r>— .(#t-»  +  l)(l+ar>a— 

und  da  man  n  so  gross  nehmen  darf  als  man  will ,  so  kann  man  auch 
*<>/*  machen,  wodurch 

F(.)(^)  =  ^(^l)(M.2)....(^-«+l)(TrJ^ 

wird.  Hier  kann  nun  allerdings  eine  Unterbrechung  der  OontinuitSt 
eintreten,  sobald  nämlich  ar=  —  l  oder,  wenn  ar=rr(cos*+t*8inr)  ge- 
nommen wird,  r=l,  t—n  ist  Es  muss  folglich  der  Modulus  von  x 
kleiner  als  der  Modulus  rx—\  sein ,  für  welchen  die  Unstetigkeit  und 
hier  auch  gleichzeitig  die  Unendlichkeit  von  f\*)(x)  zum  Vorschein 
kommt.  —  Diess  Alles  zusammen  giebt  den  Satz: 

Die  Gleichung 

■      (l+aO^l  +  ^  +  ^'^H   (1) 

gilt  für  alle  x  wenn  fi  positiv  und  ganz  ist,  ausserdem  nur 
für  solche  x,  deren  Modulus  unter  der  Einheit  liegt. 

Für  reelle  x  kommen  wir  hiermit  auf  das  Frühere  zurück  ;  bei  imagi- 
nären x ,  etwa 

x  =  p(cosT  +  tsinr), 

darf  demnach  t  beliebig  sein,  wenn  o<l  ist.  Diese  letztere  Substitu- 
tion giebt  zu  einer  eleganten  Transformation  Veranlassung.  Setzen 
wir  nämlich  um  kurz  zu  sein 

*o  ist  jetzt 

,  fl  +  p(cost+tsinr)]^ 

=  1  +^o(cost  +  isinr)  +  fiao2(cos2r  +  tsin2T) 

+        (cos3r  +  tsin3r)  +  ....  '  (2) 


Digitized  by  Google 


219 


Setzen  wir  dagegen 

1  +  p  (cost  +  i  »int)  =  Ä(cos  T  +  I  »in  7% 


so  folgt 

■ 

und 


mithin 


Äcos  T—  i  -f  pcosr ,  Äsin  T  =  psint, 

( /2  cos  71)*  +  (Ä  sin  T)*  =  1  -f  2p  cos  r  +  p» 

Ä  =  (l  +  2pcosT  +  p«)i,  (3) 

sin  7*  ,  p  sin  t 

Äcos       tan  1  ~  1  +  pcost 

r=Arctan     *81DT  '  (4) 

1  -f  p  C08 1  y  9 


wo,  wie  immer,  Arctan  den  kleinsten  aller  zu  einer  gegebenen  Tan- 
geute gehörigen  Bögen  und  k  eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet 
Für  die  so  bestimmten  Werthe  von  R  und  T  ist  nun 

[  1  +  p  (cos  t  +  i  sin  t)  y—R?  (cos  T  +  i  sin  7V* 

=      (cos  pT  +  isin/*r),  (5) 

indem  man  sich  leicht  uberzeugen  kann,  dass  die  Formel 

(cos  e  +  i sin  8)m  =  cos mS  + 1  sin mö, 

welche  wir  in  der  Einleitung  für  blos  ganze  positive  m  gelten  sahen, 
auch  ftir  jedes  andere  reelle  jtt  gilt  *).  Durch  Vergleichung  der  reellen 
und  imaginären  Partieen  in  (2)  und  (5)  ergiebt  sich  jetzt : 


*)    Sind  nämlich  p  und  q  beliebige  positive  ganze  Zahlen,  so  ist 
(cos^-  9  +  /  sin^Ö)'  =  c*%p9  +  i  sin =  (cosÖ-f  /sin€>)P 
folglich  durch  beiderseitige  Ausziehung  der  tftcn  Wurzel 

cotZ-Q  +  /,in£  ~  (cos0  +  /«n0) 
was  umgekehrt  geschrieben  den  Bcwci«  liefert,  dass  die  oben  erwähnte  For- 
mel auch  dann  gilt,  wenn  m  ein  beliebiger  positiver  Bruch  -  ist.    Wäre  fer- 
ner  m  eine  positive  Irrationalzahl,  so  kann  man  sich  dieselbe  als  Gränzwerth 


eines  rationalen  Bruches—  (etwa  Dezimalbruches)  denken,  indem  man  sich 

9 

p 

p  und  q  stetig  ändern  lässt.    Für  Lim  j-  —  m  beweist  man  hierdurch  dieGül- 
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Ä^COSflTÄl  -f  ^OCOST  -f  iL2olC»s*2r   \   ....  (6) 

J^8in^r=ft1psinT  +  Wa«n2t  +  .... 

Die  ganze  Zahl  k,  welche  vorhin  noch  unbestimmt  blieb,  läset  eich 
jetzt  leicht  bestimmen  ;  für  q  =  0  wird  nämlich  R  =  1 ,  7=**,  folg- 
lieh  nach  no.  (6) 

cos  \kkn  =  1. 

Da  aber  p  eine  ganz  beliebige  Grösse  bedeutet,  so  kann  diese  Gleichung 
nur  bestehen  wenn  *ss0  ist.  Vermöge  der  Werthe  von  R  und  T  et- 
giebt  sich  dann 

(1  +2,co8t  +  ^co,  („  Arctan 
=2  1  f  ftocosr  +  fisp3co82r  -+  (i^Q^coaSt  -f  ....  (7) 

und 

(1+2,  cos  t  +  ,*)i^in  (,*  Aretanjf^) 

=  Pipsinr  -f  p*o2sin2T  +  ftgp'sinßr-f ....  (8) 

und  diese  Gleichungen  gelten  ftir  ganz  beliebige  p,  sobald  u  eine  po- 
sitive ganze  Zahl  darstellt,  ausserdem  nur  für  p<l. 
II.   Sei  ferner  F(x)  =      +  aleo 

so  giebt  es  für  09  einen  Modulus ,  bei  welchem  /''  (ar)  unstetig  und  zu 
gleicher  Zeit  unendlich  wird,  wenn  man  nämlich  x  =  r(cos t-f-isio t), 
t=n  ,  r  =  1  also  x=— 1  setzt.  Die  Reihe  für  den  Logarithmus  von 
gilt  demnach  nur  so  lange,  als  der  Modulus  von  x  unter  der 
Einheit  liegt.   Bei  reellen  x  kommen  wir  hiermit  auf  das  Frühere  zu- 


tiglteit  des  Satze«  für  irrationale  po«itive  m.  Au«  diesem  Allen  erhellt,  dnss 
derselbe  für  jedes  positive  m  gilt.    Man  hat  nnn  weiter 

1  1 


(cos©  -f  /sine)»     cos //*©+/ sin !»© 

=  cos(— »1)0  + /sin  (—11)6, 

(co.  ö  +  /.in  ©)(-"•)  =  co«(-»i)0  +  /«in(-W)e, 

worau«  man  ersieht,  das«  der  Sats  für  jede«  negative  m  gilt,  wenn  er  für 
jede«  positive  m  richtig  i»t;  nach  dem  Vorigen  folgt  jetat  die  allgemeine  Gül- 
tigkeit 
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rück;  bei  imaginären  a  also  x  =  ^(cost  +  isinr)  wird 

l[l  -f  q  (cos T  +  /sin  t)] 
=  »o(cosr  +  isinr)—  4^(cos2T  +  isin2r)+  Sos(cos3r -f  tVin3r)--..., 

und  wenn  man  links  die  Formel 

,     l(a  +  /?*)  =  J  /«(*  +  P2)  +  i  Arctan  & 

et 


für  a=l  +  pcosr  ,  /3=  p sin r  anwendet,  so  findet  man  durch  Verglei- 
ch ung  der  reellen  und  imaginären  Partieen 

i/d+2pcosr  +  o»)  l  m 

;  =  {peosr  —  £$*cos2r-r4e3co«3r-  ...  j 

Arctan    esinT  .  ) 

1+ocosr  (10) 

=  |  (?sinT—i^sint>T  +  le3sill3T_<    f  \ 

i  ,  I     •     ,  rf 

wobei  immer  p  <  1  sein  muss.   Für  t  =  ^  giebt  die  letztere  Formel 


•  •_ 


noch  das  bewerkenswerthe  Resultat: 

Arctano  =  ]  v  —  l  Q3+  \  oö  — ... ,  (11) 
auf  welches  wir  bald  zurückkommen  werden. 

III.   Für  F(a:)  =  e*  wird  FW(ar)  ebenfalls  =<f;  ferner  ist  für 
imaginäre  x  etwa  x=u-{-vi 

.  c*  =  eu(cosM  +  tsinti) 

und  da  nun  e",  cosu  und  sinu  durchweg  stetige  Funktionen  sind,  so 
folgt,  dass  F(x)  ,  Pix)  ,  F"(ar)  etc.  für  alle  ar  stetig  und  endlich 
bleiben,  dass  mithin  die  Reihe  für  e*  ohne  alle  Einschränkung  gilt. 
Nimmt  man  wieder  x  —  o(cosr+tsinr),  so  wird 

e  q  (cos  r+  /»in  r) 

i*  •      •.  •  .  •  .  • .  * 

=  14-  g(C08T +  *'S*PT)  i  Q2(cos2r-Hsin2r) 
1  +  1.2 

,  p3(cos3r-f-tsin3T) 

+        TO  +" 

und  wenn  man  berücksichtigt,  dass 

ist,  durch  Vergleichung  des  Reellen  und  Imaginären  beiderseits: 
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e9™*rcos  (q  sin  t) 
qcosx     o2cos2t    p8cos3r  (12) 

= 1 + ~r~ + nrr~+ Tri  :3~ + •  ' 

_  gsinr    oasin2r  g8sin3r 
-    l~  +  ~~0    +  1.2.3 


(13) 


7t 


gültig  für  jedes  beliebige  g.    Nimmt  man  noch  t  =  ^-,  so  ergiebt  sich 
C080  —  1  — i72+t  ^ .3.4— - 

s,n  p— 1  — 1.2.3+1.2.3.4.5""- -, 

wie  wir  ebenfalls  schon  auf  anderem  Wege  gefunden  haben. 

Auf  ganz  gleiche  Weise  würde  man  sich  überzeugen ,  dass  die 
für  cosa:  und  sina?  entwickelten  Reihen  für  jeden  beliebigen  Werth  von 
x  den  genannten  Funktionen  gleich  gelten,  wobei  wir  uns  aber  nicht 
aufhalten  wollen,  da  diese  Betrachtung  zu  keinen  wesentlich  neuen 
Resultaten  führt.  Wichtiger  dagegen  ist  die  Anwendung  des  Mac  Lau- 
rinschen  Satzes  auf  einige  zusammengesetztere  Funktionen,  wobei  wir 
noch  die  Reihen  für  tan#,  cotor,  cosec  x,  sec.r,  Aresin x  und  Arctan  x 
kennen  lernen  werden. 


§.  43. 

Anwendung  des  Mac  Laurinschen  Theoreme*  auf  Funktionen  von 

Exponenzialgrössen. 

Da  sich  das  Mac  Laurinsche  Theorem  auf  jede  Funktion  anwen- 
den lässt,  deren  höhere  Differenzialquotienten  durch  eine  independente 
Formel  dargestellt  werden  können,  so  liegt  der  Gedanke  sehr  nahe, 
auch  die  zusammengesetzteren  Funktionen ,  deren  Differenzialquotienten 
wir  früher  aufgesucht  haben,  in  dieser  Rücksicht  zu  betrachten  und  wir 
wenden  uns  daher  zunächst  an  die  aus  Exponenzialgrössen  zusammen- 
gesetzten Funktionen. 

I.    Sei  zunächst 

so  haben  wir  nach  §.  21.  Formel  (4). 

16 
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wobei  für  irgend  ein  ganzes  positives  p  die  Coefbzienten  mittelst  der 
Formel 

Jt**P*—ip-*k  (P-*)B  +  (P-I)*  (/>-2)B-  (^-1)3  (/>-3)»  + ...  (1) 
bestimmt  werden.    Hieraus  folgt  nun 

In         in         in  (  1  \n  n 

-F(»)(0)  =2  *         +  p-*—  •  +  Spr  *+« 

und  wenn  wir  zur  Abkürzung 

i»       1  «       In  (— 1)» » 

2  /1— -TpJ2  +  2»^8  —  ...  +  ■  2*4-1  ^«+1  =  ^» 

setzen,  wo  nun  An  eine  völlig  bekaunte  Grosse  ist, 

FW(0)  =  — 

Nach  der  Mac  Laurinschen  Formel  ergiebt  sich  nun  sogleich 

l  1^     Axx    A2x*     A3x*  n 

e*  +  l~~  2~~    1  ~~  1  .2  ""1.2.3  w 

Ohne  aber  die  Werthe  von  Alf  A2  etc.  zu  berechnen,  kann  man  schon 
im  Voraus  leicht  absehen,  dass  A2,  A4,  A6  etc.  sämmtlich  der  Kuli 
gleich  sind.  Aus  der  obigen  Formel  kann  man  nämlich  noch  die  fol- 
gende ableiten : 

2^  +  1—  1   +  1.2 +1.2.3  +  — 
und  ebenso  für  negative  x 

1   e-x—i        axx    A2*2  A^x3 


Nun  ist  aber 

e-f—  1  l  —  e*  e*~l 

folglich  muss  auch 

Axx  x  A2x2  A9x3 
1  +  1.2  ~"l.2.3  +  ,M' 


 j   1  +  1.2 +1.2.3  + "  "j 


uigiiize 
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sein  und  diese  Gleichung  reduzirt  sich  auf  die  folgenden : 

—Al=  —  Al ,  -f  A^=— A2*  —  ^s  =  —  A9  ,  +^4  =  —  AA  ,  etc. 


A2=0,  J4=0,^a=0,..  . 
Berechnet  man  die  Werthe  der  übrig  bleibenden  Grossen  At  ,  A3  ,  A5f 

80  findet  man  eioen  Zeichenwechsel  in  ihnen,  nämlich  ^  =s~,  4,=~|  etc 
und  daher  ist  es  vortheilhafter  auf  folgende  Weise  zu  bezeichnen : 

ÜIll  (In         \    n  ( —  \)n  n 

so  das* 

wird,  wobei  n  immer  ungerade  ist.  Bei  dieser  Bezeichnungsweise  und 
unter  Weglassung  der  Grössen  A*  ,  A4  ,  A6  etc.  stellt  sich  die  Gleichung 
(3)  in  folgende  Form : 

—  o       l    +i  •>  :i     l  o  :t  j  W 


c*  +  l"2       J    M.2.3  1.2.3.4.5 

Es  ist  nicht  schwer,  die  Gränzcn  für  die  Gültigkeit  dieser  Gleichung 
anzugeben.    Die  Funktion  auf  der  linken  Seite  bleibt  nämlich  so  lange 

endlich  und  stetig  als  der  Nenner  nicht  Null  wird,  was  für  ,r=«V^I 
eintritt.    Es  muss  folglich  der  jedesmalige  Modulus  von  x  kleiner  als 


7t  sein. 


Zur  Berechnung  der  mit  C  bezeichneten  Grossen  kann  man  übri- 
gens noch  eine  andere  Formel  aufstellen,  wenn  man  sich  erinnert,  dass 
zufolge  des  §.  21.  auch  folgende  Gleichung  gilt: 


Lte'—  L^e2*  +  j^e3*  — ....  +  (—  l)"-1 
~  (e*-fl)"*i 

worin  für  ein  ganzes  positi?es  p 

Lp  =;>«  -  (u  +  1),  (p  - 1)»  +  (ii  +  ih  (F-Sö"  - . . .  (6) 
ist.   Es  folgt  dann,  weil  |W(0)=— An  war,  für  ar  =  0 

An=^¥l [ In  -1*  +     -....  +  (- D-1  L | 

16* 
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und  nach  der  Relation  «wischen  An  und  Cm  für  ein  ungerades  n 

n-j 

(  1*  *      n        u         n  n 

(\=L^fa-{Ll-Lt+Lt-~-+(-i*-lI~)  (7) 

und  man  wird  nun  zur  Berechnung  von  &  diejenige  der  Formeln  (4) 
und  (7)  benutzen,  bei  welcher  der  Calcul  am  bequemsten  ist. 

II.   Wollte  man  das  Mac  Laurinsche  Theorem  auf  die  analoge 
Funktion 

1 

anwenden,  so  würde  man  schon  das  erste  Glied  unter  der  Form  -j  er- 
halten, und  in  der  That  ist  hier  jener  Satz  gar  nicht  anwendbar,  weil 
die  vorstehende  Funktion  ffir  x=0  eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit 
erleidet  und  unendlich  wird.   Dagegen  kann  man 

setzen  ,  da  diese  Funktion  für  a  —  0  den  endlichen  Werth  1  annimmt 
und  ebenso  wie  ihre  Differenzialquotienten  stetig  und  endlich  bleibt  von 

x  =  0  bis  x  =  2tt  V^l ,  wo  eine  zweite  ünstetigkeit  eintritt.  Wollte 
man  hier  die  höheren  Differenzialquotienten  wirklich  entwickeln  und 
dann  in  ihnen  x~ 0  nehmen,  so  wurden  sie  sich  sämmtlich  unter  der 

vieldeutigen  Form  jj— ^  +  etc.  präsentiren;  diess  lässtsich  indes- 
sen durch  einen  sehr  einfachen  Kunstgriff  vermeiden.  Man  hat  nämlich 

x  x    2x 

folglich 

d  /   x    \  d_  /   x    \  _  jd_  f   2x  \ 

doPKe'  —  Xj     dxn  Ve»  +  i)~  dx»  Ve*r—  1/ 

Setzt  man  in  dem  Gliede  auf  der  rechten  Seite  2x=y,  so  ist  auch  für 
oder  =  FM(y).2» 
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Für  x=0  ergiebt  sich  hieraus 

f\n)  (0)  —  OK«)  (0)  =  2«  fW  (0), 
folglich,  wenn  man  FM(0)  als  Unbekannte  ansieht, 

Es  käme  also  blos  darauf  an  <J> ■  (0)  zu  finden,  was  aber  sehr  leicht 
ist,  wenn  man  die  Gleichung  (5)  mit  x  multiplicirt.  Man  erhält  näm- 
lich zunächst 

*<»>~T«~^+&S  t.täfi.J+" 

unn  da  andererseits  nach  dem  Mac  Laurinschen  Satze 

=  #(0)  +  -^-'*  +  -j-^  ara  +  ... 
sein  muss,  so  erhält  man  durch  Vergleichung  beider  Resultate  leicht 

*'(0)  =  |-,*(-)(0)  =  (-1)5nG._1 

für  gerade  n, 

und  =  0 

für  ungerade  n. 

Mithin  Ist  nach  no.  (9) 

lur  gerade  n, 

5  und  =  0 

für  ungerade  it. 

Es  ist  demnach,  wenn  wir  für  F(x)  ,  F(0)  ,  F*(0)  etc.  ihre 
Werthe  substituiren : 

x    _4    1     ,  ^  4Q 

^ZTT— 1~2  *+2»-l  1 .2~2*=T  *  1.2.3.4 


+^TiTi3"-  (l0) 


Setzen  wir  noch  zur  Abkürzung 
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l^n-i  jjj—  /%n-i 


folgt,  so  können  wir  die  unter  (5)  und  (10)  gewonnenen  Resultate  in 
folgender  Form  darstellen: 

1    _1     (2*-!)/?,       (Q4_1)g    ^  V 

T^r"^"1"  1.2.3.4*  — ~  (U) 
.  mod.  x  <^  it.    .  ) 

_L__I    i.^L.         5      r»  ,  ) 
ex_i-.r- 2  +1.2af"t.2.3.4*  j  (12) 

mod.  a?<2tt.  J 

und  in  diesen  Formeln  ist 

■ 

oder  auch 


wobei  die  Grössen  J  und  L  nach  den  Formeln  (1)  und  (6)  berechnet 
werden. 

Durch  Addition  der  Gleichungen  (11)  und  (12),  unter  der  Bemer- 
kung, dass 

 1  1     __    2a*    _  2 

—  1  ~*"e*  +  1     e1*—  l~~"ex  — e~* 

ist,  ergiebt  sich  noch 

e*-ir^~*        1.2    *  +  X.2.3.4  *     -    |  (15) 

mod.  x<7r.  ) 

III.   Ein  etwas  complizirteres  Beispiel  ist  das  folgende.   Es  sei 


so  hat  man  nach  der  allgemeinen  Formel  no.  (7)  in  }.  20.,  wenn  man 

2z 

setzt, 
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Es  ist  aber  nach  Formel  (12)  in  §.  14. 

2  cos  [(/,+l)  Arctan  1] 
fl»  (z)  =  (- 1)>»  1 . 2....  p  (,a  +  pffiS  » 

mithin 

^  _v  /  iv,i  «  2cos[(»  +  1)  Arctan  <r-*l 
fW(t*)**<-l)H**~P  (/irViy^i)  J 

und  wenn  dies  für  />  =  1,  2,  3,  ...  n  in  die  Formel  für  F"  i.r)  substi- 
tuirt  wird,  so  ergiebt  sich 


^      eU  2cos(3Arctane-*) 


i  ,  nr  2 cos  [(» -f- 1)  Arctan  e— * ] 


folglich  für  ^r=rO  wegen  Arctan  1  =~ , 

0      2h:        q      3»  „  (w  + 1)  ?r 

2cos-j-        2cos-j-  n  2cos- — ' 

wobei  wir  zur  Abkürzung 

3«  in 

•     2»     »  C08T    «  C08T 
_Ar'C08T  +  *»~vl — ^(VÜ»  +  "' 

-  +  (-1)"*»    (V^_,   =  A  <16> 

setzen  wollen.   Es  ist  dann  f»(0)  =  .4«  und  mithin 

■ 

Für  negative  x  hätte  man  ebenso 
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 !L  =  1  _^a:-fÄx2  ^3  ,    s  + 

<r-*+e*     1     i*TT3T      III  t# 

Hier  sind  nun  die  linken  Seiten  beider  Gleichungen  einander  gleich 
und  folglich  müssen  es  auch  die  rechten  Seiten  sein.  Aus  dieser  Be- 
merkung  erhält  man  Ax  =  Az  =  A5  etc,  =  0  und  also  bleibt  übrig 

2     —  *  .  A2  -,a  i  ^4 


+  '  1.2  1.2.3.4 

Berechnet  man  die  Werthe  von  J2  ,  J4  etc.  nach  Formel  (16),  so  fin- 
det man  einen  Zeichenwechsel  in  denselben  und  daher  ist  es  passend, 
folgendermassen  zu  bezeichnen : 

3rc  An  5n 

„    C08-T-  COS-r-  cos  — 

_  2tt  4        2fi  1         211  4 

*.=(-!)•  lü-^  -  ü^^-  ... 

cog(^+l)» 

+        WW^    '  (17> 
damit  die  Grossen        positiv  bleiben  und 

A2n  =  (~1)»^„ 

ist.   Für  die  nach  der  obigen  Formel  bestimmten  Werthe  von  ß  ist  nun 

— r — Ä**  +  r-A-3 

e'  +  e-*  1.2  1.2.3.4 


raod  x  <  rt 


(18) 


Die  hinzugefügte  Bedingung  mod*<-^  ergiebt  sich  aus  der  Bemer- 
kung, dass  die  Funktion 

 2   2e* 

e**  +  l 


und  deren  Differenzialquotienten  nicht  eher  unstetig  oder  uneodlich  wer- 

TC 

den,  als  bis  x  =        — 1  geworden  ist. 


§  44. 

Die  Heiken  für  die  Tangente,  Cotangente,  Cosekante 

und  Sekante. 

Nachdem  wir  früher  gezeigt  haben,  auf  welche  Weise  sich 
und  s\ux  mittelst  des  Mac  Laurin  schen  Theoremes  in  Reihen 
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dein  lassen,  liegt  es  uns  noch  ob,  die  Reihen  für  tan  x  ,  cot  x  , 
cosecor  und  scc.r  zu  entwickeln,  womit  dann  die  Aufgabe,  eine  direkte 
näherungsweise  Berechnung  der  goniometrischen  Funktionen  anzugeben, 
vollständig  gelost  wäre.  Zur  Erfüllung  der  gestellten  Forderung  be- 
darf es  aber  gar  keines  neuen  Calcüls,  indem  die  gesuchten  Reihen 
sich  aus  den  im  vorigen  Paragraphen  entwickelten  durch  ein  paar  ein- 
fache Transformationen  sehr  leicht  ableiten  lassen,  wie  aus  dem  Fol- 
genden erhellen  wird. 

.  1 
I.    Subtrahiren  wir  beide  Theile  der  Gleichung  (11)  v00-^  mi* 

der  Bemerkung,  dass 

1        1         1   e*—  1     1  e~* 


2     e*  +  l     2  e*  +  l     2  * 

-f  e  2 

ist,  so  ergiebt  sich 

2"    *  ,  -f  F72         TTIHiTT    +  •* 

modar  <  «. 

Nehmen  wir  hier  x  =  z  V  — 1 ,  wo  nun  z  der  Modulus  von  a:  ist,  und 
dividiren  beiderseits  mit  V  — 1  =  i,  so  wird 

!    i  «i'-e-«'_(2»-l)A     ,  (2^-1)^3,  ,  ) 
I  T   «*  ,         ~"      T72       +   1.2.3.4"  2   +    "    J  (1) 

Die  linke  Seite  ist  hier  nichts  Anderes,  als  \  tan  — ;  aus  den  Gleichungen 

cos^  +  isio  |-=  «*' 
cos|-  isin-i=€-5< 

folgt  nämlich  durch  Subtraktion  und  Addition 

.   ,  «fr-.-S' 

8,0  T=  ä — 


cos 


*     «.S'+Vl1  (3) 


2' 
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und  durch  Division  mit  der  zweiten  in  die  erste 


2      i    Ii  «7 


und  folglich  haben  wir  noch  no.  (I) 

2-      1.2      Z+   1.2.3.4  2  + 


x  <  ?r. 


(4) 


Setzen  wir  endlich  noch  z  =  2ar  und  multipliziren  beiderseits  mit  2,  so 
ergiebt  sich  für  2a:  <  n 

tan*-  g^-DA-  2«(2«^1)A 
tan*  H2— ^  +    1.2.S.1T  * 

■  gg-S&^a  |  ....  \ 
1.2.3.4.5.6  / 

IL   Durch  beiderseitige  Addition  von  \  zur  Gleichung  (12)  des 

» 

vorigen  Paragraphen  erhält  man  leicht 

\    ei+  e"l     I     jR  Z?3 

in  od  .r  <  2n 

und  für  #  =  zV~— 1  nach  Multiplikation  mit  V  — 1  =  i 


Z   <  2* 

d.  i.,  wenn  man  dasjenige  berücksichtigt  was  sich  durch  Division  von 
no.  (2)  in  no.  (3)  ergiebt: 

*cot  2  =THV~rxkr  ~  -  (6) 

*  <  2«  J 
Für  z  =  2a:  findet  man  hieraus  nach  Multiplikation  mit  2 , 
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26  B6         ö   j 

""1.2.3.4.5.6  j  (7) 

III.  Ersetzt  man  io  der  Gleichung  (15)  des  vorigen  Paragraphen 
x durch  xST^l,  multiplizirt  nachher  mit  V—  J  =  f  und  bemerkt,  das* 

jjj ;  1      _  1 

e*i—e-xi  e*1'— -e-*1  sin 

— 21   '  » 

ist ,  so  ergiebt  sich  auf  der  Stelle 
cosec  *-Ät      i,2      *      1.2.3.4  * 

+  1.2.3.4.5.6 

■am  1  •  i-<^.u  A 

Das  Nämliche  würde  man  auch  durch  Addition  der  Gleichungen  (4) 
und  (6)  erhalten,  wenn  man  die  Relation 

i  I  * j       \  =___i___ = _L 

~2   jcosi    *in|)  2cos^8in|-'-8,ni 

dabei  berücksichtigt  und  nachher  x  für  i  schreibt. 

IV.   Substituten  wir  endlich  in  der  Formel  (18)  des  vorigen 
Paragraphen  a:V  — 1  für  x  und  berücksichtigen ,  dass 

ist,  so  gelangen  wir  zur  letzten  Formel  dieser  Art,  nämlich 


(8) 


(9) 


2 

Es  verdient  noch  bemerkt  zu  werden ,  dass  man  auch  die  Logarithmen 
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der  Cosinus  und  Sinus,  oder  was,  abgesehen  vom  Vorzeichen,  dan 
Nämliche  ist,  die  Logarithmen  der  Sekanten  und  Cosekanten  mittelst 
der  so  eben  entwickelten  Formeln  in  Reihen  verwandeln  kann.  Es  ge- 
schieht diess  auf  folgende  Weise. 

V.  Für 

F(a:)  =  /seca:=: — Icq&x 

wird 

dx 

und  wenn  wir  diese  Gleichung  (w—  1)  mal  differenziren : 

dnF(x)  _  rf"-1  tan  x 
dx"  dx**—1 

oder  für  Unx=0(x) 

F(«)(^)=<P(»-i)(ar) 

und  folglich  auch 

F(»)(0)  =  <P(^1)(0). 
Aus  der  Gleichung  (5)  erhält  man  aber  sehr  leicht 

n 

wenn  n  gerade  ist 

=  0 

für  ungerade  ». 

Nach  dem  Vorigen  folgt  nun 

F(»>(0)  __2"(2"— 1 
OT3..n       1.2.3. .n  n 

für  gerade  n 

=0 

für  ungerade  n. 

Wendet  man  jetzt  auf  die  Funktion  F(x)  —  Uecx  den  Mac  Lau- 
rin'schen  Satz  mit  der  Bemerkung  an,  dass  F(0)=0  ist,  so  ergiebt 
sich  auf  der  Stelle 

,  2»(2»-l)l?1  a*  24(2*-l)B8 

/sec*  0  ^+  1. 2.3.4  T 

2^-1)^5  *•  m 
+  1.2.3.4.5.6    6  +  "  (lü) 

• 

und  diese  Gleichung  gilt  für  alle  *<5,  weU  die  Funktion  f»  so 


.» 
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wie  ihre  Differentialquotieoten  erst  an  der  Stelle  unstetig  und 

unendlich  werden. 

VI.   Nimmt  man 

F{x)=l  (x  cosec  x)  =  Ix  —  /  si  n  x , 

so  wird 

dx  X 

folglich  lür  l_cot*= 

*  FW(x)=        »)(*)  .  . 

und 

|FW(0)=«f(»-1)(O). 
'  Stellt  man  aber  die  Gleichung  (7)  in  folgender  Form  dar: 

so  findet  man  ohne  Schwierigkeit 

*P*(»-1)(0)=  — 


für  gerade  n 

=0 

für  ungerade  n,  mithin  nach  dem  Früheren 

FW(0)  __  ^Bn-x  1 
1.2.3..«    1.2. 3..»'  n 

für  gerade  n 

=0 

für  ungerade  ». 

Mit  Hülfe  des  Mac  Laurin  sehen  Theoremes  ergiebt  sich  nun  für 
F(x)=zl(x cosec a)  und  unter  der  Rücksicht,  dass 

F(0)==/(^-W(l)==0 
\8inx/ 

ist , 

/(*cosec*)-*!*i  *a  +  -Ä  ^+  (U) 


und  diese  Gleichung  gilt  für  alle  x  <  «,  weil         erst  für  *=*  un- 
stetig und  unendlich  wird.   Eine  etwas  bequemere  Form  de 
ist  noch  die  folgende 
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1/2.3.4.5.6  *  6  l 


(12) 


Differenzirt  man  die  Gleichungen  (10)  und  (12),  so  kommt  man  natür- 
lich wieder  auf  die  früheren  in  (5)  und  (7)  zurück. 


§.  45. 

Die  Bernoullischen  Zahlen  und  die  Sekantenkoeffizienten. 

Wir  haben  in  den  Betrachtungen  der  beiden  vorigen  Paragraphen 
folgende  zwei  Reihen  von  Grössen  kennen  gelernt: 

Bx  ,  Bi  9  Bh  w  Bt> 

und 

B%  ,  Z?4  ,  B6  |  B8,  .  4 . 

welche  in  der  gesammten  höheren  Analysis  eine  wichtige  Rolle  spielen, 
wo  sie  bei  mehreren  Untersuchungen  vorkommen,  und  denen  man  dess- 
halb  besondere  Namen  gegeben  hat;  es  heissen  nämlich  />,  ,  />3  .  B6 
etc.  die  Bernoullischen  Zahlen  und  2?2  ,  Z?4  ,  2*e  etc.  die 
Sekantenkoeffizienten.  Wir  wollen  nun  hier  zeigen ,  auf  welche 
verschiedene  Weisen  dieselben  berechnet  werden  können,  wenn  man 
nicht  von  den  bereits  entwickelten  Formeln  (13),  (14)  und  (17)  in  §.|43. 
Gebrauch  machen  will. 

I.   Multiplizirt  man  die  Gleichung  (6)  des  vorigen  Paragraphen 

9 

mit  sin  z  =  2  sin     cos      so  wird  die  linke  Seite  derselben 

.  •  ■         ■  ■ 

_„„a2  2        l  -f  COS  Z 

-C08  J  \2  

und  die  rechte 

Setzt  man  nun  für  cos 2  und  sin*  die  gleichgeltenden  Reihen  und  fuhrt 
die  auf  der  rechten  Seite  angedeutete  Multiplikation  wirklich  aus ,  so 
erhält  man  zwei  nach  geraden  Potenzen  von  z  fortschreitende  Reihen, 
in  denen  man  die  Coeffizienten  gleicher  Potenzen  von  :  mit  einander 
vergleichen  kann.    Führen  wir  zur  Abkürzung  die  Bezeichnung 
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1.2.3. .mssm' 

ein,  so  giebt  die  Ausführung  der  Multiplikation  folgende  Gleichung: 

f     1  2«     1  i*  12« 

+  {  5*  +  5^     1\4'  ! 

j  r  +      KT  +  r*  r 
+  

und  die  Vergleichung  der  Coeffizienten  von  wo  n  eine  gerade  Zahl 
>0  ist: 

2  *  ^ -(OT  +  {^=3)T  +  («-5)\6 

Durch  Multiplikation  mit  (n  +  1)'  ergiebt  sich  hieraus 
n  +  1  («+1)»Ä      (w-fl)n(ti— 1)(»~2)  „ 

,  (n-H)>i(ii-l)(n-2)(ii-3)(M-4) 

1.2.3.4.5.6  * mm " 

d.  i  nach  der  bekannten  Bezeichnung  der  Binomialkoeflizienten 

^  =  (»+1),», -(n+l^ß,  +  (n+t)4Zf4-.. . . 
und  wenn  man  n  =  »— 1  setzt,  wo  nun  M  ungerade  ist: 

Aus  dieser  sehr  einfachen  Formel  erhält  man  leicht  die  Bernoulliscben 
Zahlen,  wenn  man  der  Reihe  nach  w=3,  5,  7  etc.  nimmt  nach  fol- 


t=3  giebt I  =3.1?!  folg!.  J|  =  ~ 


m=5  giebt  1  =  10.^ -5/^=10.  *  -5Ä,  folglich  /?s  =  ^ 

u.  s.  f. 

Hieraus  ersieht  man,  das«  die  Gleichung  (1)  irgend  eine  Bernoullische 
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Zahl  aus  allen  ihren  Vorgängern  berechnen  lehrt,  dass  sie  mithin  eine 
sogenannte  Rekursionsformel  ist. 

Mittelst  eines  ganz  ähnlichen  Verfahrens  liesse  sich  noch  eine 
ganze  Reihe  solcher  Formeln  entwickeln;  so  hätte  man  z.  ß  aus  (7) 

cos*=8in.r(i  -^§-r- jS^*'— •) 
und  aus  no.  (5) 

,,„„«„,,2<^,+  «-^  +  .., 

und  konnte  nun  für  cosar,  sinar  die  gleichgeltenden  Reihen  setzen,  die 
angedeuteten  Multiplikationen  ausfuhren  und  dann  eine  Coeffizienten- 
vergleichung  vornehmen ;  man  würde  aber  zu  weniger  einfachen  Formelo 
gelangen ,  weil  die  verschiedenen  Potenzen  von  2  sich  in  diesen  Calcül 
einmengen. 

Behandelt  man  ebenso  die  Gleichung  (9),  indem  man 

und  für  cos  x  die  gleichgeltende  Reihe  setzt,  so  ergiebt  sich  ohne 
Schwierigkeit 

\&     4.2^2.4'  &J 

+  '  

und  folglich  ist  der  Coeffizient  von  a** ,  wo  m  nur  gerade  sein  darf, 
=0,  d.  i. 

Durch  Multiplikation  mit  m  wird  hieraus 

_  m  m(?w-l)(m~2)(m— 3)  p  , 

1 — rr*  iTO^i  +  - 

oder  nach  der  Bezeichnung  der  BinomialkoefGzienten 

1 — 7714^4+^^—...  (2) 

was  ein  der  Formel  (1)  sehr  analoges  Resultat  ist.   Für  m  =  2  ,  4  ,  6 
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etc.  tindet  man  leicht  2?2  =  1 ,  B4=ot  ^=61  u.  s.  w.  Die  Sekan- 
tenkoeftizienten  sind  übrigens  lauter  ganze  Zahlen;  denn  da  m  gerade 
ist,  so  bildet  mmBm=Bm  das  letzte  Glied  in  der  Reihe  (2),  und  da 
Hf]  ,  wi4  ,  »1^  etc.  ganze  Zahlen  sind,  so  folgt  jetzt,  dass  wenn  Z?a, 
J> 4  ,  B6  . . .  Bm-2,  ganze  Zahlen  sind,  es  auch  />..,,,  sein  muss;  nun  ist 
aber  2£2=1  und  folglich  sind  auch  alle  uhrigen  Sekantenkoeffizienten 
ganze  Zahlen,  die  beiläufig  bemerkt  ganz  ungemein  rasch  steigen. 

Auch  eine  Relation  zwischen  den  ßernoullischen  Zahlen  und  den 
Sekantenkoeffizienten  lässt  sich  mittelst  der  erwähnten  Methode  ent- 
decken ,  wenn  man  nämlich  die  Gleichung  (U)  mit  sin  x  multiplizirt  und 
in  der  so  entstehenden  Formel 

"♦<K,in  tano:-sin^(l  +  ^^+^^+...) 

für  tan  x  und  sin  x  die  gleichgeltenden  Reihen  setzt.  Vergleicht  man 
nachher  die  Coeffizienten  von  xm ,  wo  m  eine  ungerade  Zahl  ist,  so 
findet  man  ohne  Schwierigkeit 

woraus  man  für  m=l,3,5,  etc.  die  Bernoullischen  Zahlen  berechnen 
konnte,  vorausgesetzt,  dass  die  Sekanteokocffizienten  bereits  be- 
kannt sind. 

II.  Man  kann  dagegen  auch  solche  Formeln  aufstellen,  mittelst 
deren  man  jede  beliebige  der  mit  B  bezeichneten  Zahlen  berechnen 
kann,  ohne  die  Vorgänger  derselben  zu  kennen.  Einige  solcher,  wie 
man  zu  sagen  pflegt,  independenter  Formeln  haben  »vir  bereits  ent- 
wickelt in  no.  (13),  (14)  und  (17)  §.  43.  ;  wir  stellen  jetzt  noch  einige 
hinzu,  welche  vor  jenen  den  Vorzug  grosserer  Eleganz  haben. 

(1t  X  ^ 

T      2 )  mit  *  (*r)'  tan;r  n,it  «nd 

secr  mit  *F(x),  so  ist  vermöge  einer  bekannten  trigonometrischen  Formel 
und  folglich  auch  wenn  man  nach  wraaliger  Differenziation  x=0  macht 

f>)(0)=<#«)(0)  +  ^»>(0). 

Für  ein  ungerades  n  hat  man  aber  vermöge  der  Reihen  für  0(x)=tanx 
und  W(x)  =  aecx 

17 
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und  fflr  ein  gerades  «>0 

<PO>(0)  =  0  ,  W»(0)r=Bn, 

I 

wo  im  ersten  Falle  Bn  eine  Bernoulliscbe  Zahl  und  im  zweiten  einen 
Sekantenkoefüzienten  bedeutet    Nach  dem  Vorigen  ist  nun  aueh 

fw««*!^?^*.  •  |  (4) 

■=.  Bn   für  gerade  71  » 
und    man    kann  demnach  aus  dem   wten  Differenzialquotienten  voo 

tan       -f  £\  eine  Formel  zur  Berechnung  der  Bernoullischen  Zahlen 

sowohl  als  der  Sekantenkoefüzienten  ableiten.  Um  nun  jenen  Diffe- 
renzialquotienten zu  entwickeln,  bemerken  wir  zunächst,  dass 

1+tan-      cos4-  +  sin~ 
F(»)=  tan  (*  +  f  )  =  _ 1  =  -II—! 

I  —  tan  2      008  *2 —  2" 

ist,  oder  wenn  man  cos ^  und  sin^.  durch  imaginäre  Exponenz'talgrus- 

sen  ausdrückt: 


d.  i.  durch  Multiplikation  von  Zähler  und  Nenner  mit  ic2  ; 

'  W      £(e"  +  l)-(e*-l)  -  (;_l)e*.-  +  (i  +  l)' 
und  wenn  man  Zähler  und  Nenner  negativ  nimmt: 

1+1 

Durch  Multiplikation  mit  j^n  w5rd  hieraus  unter  der  Bemerkung,  dass 
l  +  t»=0  ist 

1  -  ie* 
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wofär  man  endlich  auch  schreiben  kann 

2 


Hieraus  folgt  nun  unmittelbar 

fjabl-  (5) 

Zur  Entwicklung  dieses  Differenzialquotienten  kann  man  zwei  verschie- 
dene Wege  eiuschlagen,  welche  dann  auch  zu  verschiedenen  Formeln 
fuhren. 

A.    Nehmen  wir  in  der  früher  abgeleiteten  Formel 
isi  und  z  =  xi,  so  ergiebt  sich  auf  der  Stelle  nach  no.  (2) 

folglich  für  *  =  0 

F(«)(0)=2i*~i  [  J,  i4--^(I=^i  +  --  +  (-l)n^fi  (IZ^+ij  ' 

Um  hier  eine  Sonderung  der  reellen  und  imaginären  Grössen  vorneh- 
zu  kOnnen,  bemerken  wir,  dass 


I— las  Vi  (cos  |  -/sin  ~)  , 

folglich 

I       cos  "j"  + 1  sin  -j 


u  nd  nach  dem  Moivre'schen  Satze 

mit  .  ,  ,  wtrc 

(V2> 

ist.  Bringen  wir  diess  in  der  Formel  für  F«(0)  in  Anwendung,  so 
ergiebt  sich 

17* 
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n  2«  («+!)* 

»  cosT     »  C0ST  »  cos 


(     V2        2(V2)*  (V2)»+J 

.      «  .     2*  .  (fi+l)*\ 

B  8iii  -r      n  sin  .  n     sin      .  ( 

Hier  sind  nun  zwei  Fälle  zu  unterscheiden ,  ob  nämlich  »  ungerade  oder 

n — I  n— i 

gerade  ist;  im  ersten  wird  i*—1  reell  =  ( — 1)  -i  und  in  imaginär  =  ( —  1)  «  i 
und  folglich  haben  wir  durch  Vergleichung  mit  no.  (1) 

 Ä  <6> 

2tt                                (n  +  l)5i 
ILH  ,  n  cosj     „  cos^  n      cos  2 —  ) 

„  sinj     „  sin-r-  „     sin  !j— 

Ü=^i-^-«4---~  +  ....+(--l)"^+i  t=^  (?) 

Vi        (V2)*  ™  (VT)'H-1 

n 

Fst  dagegen  »  gerade,  so  wird  in  reell  =  ( —  1) 1  und  i«-1  imaginär  und 
folglich  ist  wieder  durch  Vergleichung  mit  (1) : 

»  U8ln4      n  sinx  „      sin  j^-i 

/*„=2(-l)*   Jy*-J2  —1-  +  ....  +  /-4  (8) 

n  COS  T       „  COS    i  „        COS  j-^- 

0^7,  —±-J2  — l--f  ....  +  (- l)"/nfl      r_  4   (9) 

V2         (V2)2  (\^2>+i 

und  von  diesen  vier  Gleichungen ,  in  welchen  die  Grössen  J  nach  der 
bekannten  Formel 

Jp=p» -(p- 1\  (p  —  \)n  +  (p—lh(p- 2)» - ....  (10) 

bestimmt  werden,  dient  die  erste  zur  Berechnung  der  ßernoullischen 
Zahlen  und  die  dritte  zu  der  der  Sekantenkoeffizienten.  Beide  Formeln 
lassen  sich  übrigens  so  zu  sagen  unter  einen  Hut  bringen ,  so  das»  die 
Unterscheidung  von  ungeraden  und  geraden  n  wegfallt;  setzt  man 
nämlich : 


uigiuze 
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so  enthält  die  Gleichung: 

2(«,+I) 

i  w.w  2w  ,     .  In 

—  )  »  fC0ST +  »?s,nT     ■  *  cos -T- +  1^-7- 

=(_i)  »  U  i_ — i-^2  1_  1  +  .... 

(         VT  (V¥)> 

die  Formeln  (3)  und  (5)  gleichzeitig  in  sich.  Für  ungerade  w  wird  näm- 
lich e  =  l  und  »7=0,  für  gerade  »t  dagegen  e=0  und  ij  =  l,  wodurch 
man  auf  die  genannten  Gleichungen  zurückkommt,  wenn  man  sich  die- 
selben durch  2  dividirt  denkt. 

B.    Anders  gestalten  sich  die  Ausdrücke,  wenn  man  »ich  zur 
Bestimmung  von  f»(0)  der  Formel 


bedient,  worin  die  Grossen  X  mittelst  der  Gleichung 

LP  =p»- (n  +  l)t  (p  - 1)»  +  (n  +  IXb  (p  - 2)« - ....  (13) 
bestimmt  werden.    Man  findet  nämlich  für  a  =  ij  und  nach  no.  (5) 

und  für  x  =  Q,  wenn  man  mit  *B  in  die  Parenthese  multiplizirt, 

«(iLfffi  1  ^i^-1 + •••• + *> *• 

Hie  in  Parantbese  stehende  Reihe  zerfallt  wegen 

**-*:=:(- ,  (-1)»-' 

u.  s.  f. 

in  eine  imaginäre  und  eine  reelle  Partie,  nämlich 
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n        n  n 


+(-l)^MJ^-Z4  +  £--....K 
wobei  die  eingeklammerten  Reiben ,  die  wir  für  den  Augenblick  mit 
P  und  Q  bezeichnen  wollen,  nur  so  weit  fortgesetzt  werden,  dass 
kein  Index  die  Zahl  n  übersteigt.   Setzen  wir  nun  in  no.  (14) 

für  den  Inhalt  der  Parenthese,  so  wird 

m  (0)  =  -  n   ■  ■  M, 

7  [V2(cosj—  isin  j)] 

CÄ+  (?)  (co.fii+*>*  +  »  sin  fc^>2 ) 


( V 

d.  i.  durch  Ausführung  der  angedeuteten  Multiplikation  im  Zahler 

Da  wir  aber  aus  no.  (4)  wissen,  dass  FW (0)  immer  reell  ist,  so  muss 
der  Faktor  von  t  für  sieb  Null  sein,  so  das* 

\F»m=  4+T  iPsin^^  -  QcosÖL+^i 

2~ 

übrig  bleibt.  Berücksichtigen  wir  endlich,  dass  die  beiden  für  Fn,(0) 
in  no.  (4)  angegebenen  Werthe  in  der  Formel 

zusammengel'asst  werden  können,  so  gelangen  wir  vermöge  der  Bedeu- 
tungen von  P  und  Q  zu  folgendem  Endresultate : 

2(«  +  lH»+*)(2««+'-l)  n  . 

=       —  £3 +  L6 -....}  sin 

—  {Z*!— ^4  +  140  — .... }  cos— — ' 
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Es  möge  endlich  noch  bemerkt  werden ,  dass  die  bisherigen  Formeln 

in  eine  weit  elegantere  und  symmetrischere  Gestalt  gebracht  werden 
können,  sobald  man  von  der  herkömmlichen  Bezeichnungsweise,  der  wir 
hier  gehuldigt  haben,  abgeht  und  die  folgende  einführt: 

sec,  =  l  +  ^+r^L  +   (I7) 

wobei 

Gi  ,  G3  ,  G6,  ...  die  Tangentenkoeffizienten, 
G2  »       »  ^6»  —  d>e  Sekantenkoeffizienten 

heissen  mögen,  so  dass  die  Bernouillischen  Zahlen  weiter  nicht  ge- 
braucht, aber  vermittelst  der  Relation 

 —   1*2»— i  —  C»2»-i    oder    Z^n-x  —  0>(2a"— 1)  2n_1 

aus  den  Tangentenkoeflizienten  abgeleitet  werden  können,  wahrend 
immer  Ilin  =  G2n  ist.  Multiplizirt  man  nun  die  Gleichung  (16)  mit 
cosar,  setzt  für  sin  x  und  cos  x  die  gleichgeltenden  Reihen  und  ver- 
gleicht dann  die  CoefGzienten  von  af,  wo  m  immer  ungerade  ist,  so 
findet  man  für  die  Tangentenkoeffizienten  die  Rekursionsformel 

1  =  mxGx  —  m3(?3  +  maG6  — ...  ,  m  ungerade,  (18) 

welche  der  für  die  Sekantenkoeffizienten  entwickelten 

1  =  m^G*— mtGi  +  miGi  — ....  ,  m  gerade.  (19) 

vollkommen  analog  ist  Zugleich  ergiebt  sich  aus  no.  (18),  dass  die 
Grössen  Gx  ,  G3  ,  G5  etc.  sämmtlich  ganze  Zahlen  sind  wie  die  Se- 
kantenkoeffizienten.  Ferner  hat  man 

*    (n  i  x\    .  i  a  Gxx  ,  G2x2  ,   G3x*  , 

folglich  für  F(ar)  =  ton(j+  |)  »  Fn)(°)  =  G„  und  Ä,ithin  nach  dem 
für  JR")(0)  gefundenen  Werthe 

2»    Gn  =  (Li  — 1*  +  JLft -....)  am v— 

*      n      »  (n  +  l)*  1 
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wo  eine  Unterscheidung  gerader  oder  ungerader  ri  gar  nicht  mehr  vor- 

kommt*). 

■ 

§.  46. 

Die  Reihen  für  die  cyklometrischen  Funktionen. 

Zur  vollständigen  Lösung  des  Problemes,  die  sämmtlichen  Funk- 
tionen der  algebraischen  Analysis  in  Reihen  zu  verwandeln,  fehlt  uns 
noch  die  Entwickelung  der  Reihen  für  Aresin  x>  Arccos  x,  Arctan  x 
ll.  s.  w.    Dieselbe  lässt  sich  auf  folgende  Weise  bewerkstelligen. 

I.  För  F(ae)  =  Aresin  x  könnte  man  auf  die  früher  abgeleite- 
ten Ausdrücke  von  F^n)(x)  zurückgehen,  um  daraus  für  x  =  0  das  all- 
gemeine Glied  der  Mac  Laurin'schen  Reihe  nämlich 

f»(0) 
1.2...« 

zu  entwickeln ;  man  gelangt  aber  weit  kürzer  durch  die  Bemerkung  zum 
Ziele,  dass 

rf"  Aresin    _    dn~ 1  /      1  N 
dx~n         da*-1  VV"1  —  x*)9 

folglich  für  (l—x*)~*  =  0(ar), 

/»(.r)  =  *(»-i)(x) 

und  mithin  auch 

F(«)(0)  =  ^(«^(O) 
ist.    Vermöge  des  Binomialtheoremes  hat  man  aber  unter  der  Bedin- 
gung 1  >  x  >  —  1  und  für  p  —  —  ^ 

=  1  +  ^+^  +  ^*«  + 

und  hieraus  findet  man  sehr  leicht 

*)  Es  wäre  für  die  Eleganz  di's  Calcül«  sehr  zu  wünschen,  du««  die  Ana- 
lytiker auf  den  im  Obigen  enthaltenen  Vorschlag  eingehen  möchten,  was  um 
ao  leichter  sein  durfte,  als  der  Buchstabe  G,  der  hier  eine  spezifische  Be- 
deutung erhalten  hat  (etwa  wie  *r),  sonst  nur  äusserst  selten  gebraucht  wird. 
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für  ungerade  w, 

und  =  0 

lur  gerade  »,  folglich  vermöge  der  vorigen  Relation  /tischen  f>  (0) 
ond  *(»-D(0) 

£N  (Q)    =  1.3.5...(n  — 1)  1 
1.2.3  ..N        2. 4.6...«  *»' 

Diese  Formel  ist  nur  für  «  =  1  uubratirhbar;  in  diesem  Falle  hat 
aber  unmittelbar 


(x)  -        1  F<°>  -  1 


Berücksichtigt  man  nun  noch  die  Gleichung  F(0)  =  0  ,  so  giebt  die 
Anwendung  des  Mac  Laurin  sehen  Satzes 

.     .         x  ,  1  jt3  .1 . 3a:4  .  1 . 3 . 5  x7  tX. 


und  diese  Gleichung  gilt  so  lange,  als  keine  der  Funktionen  F(.r) . 
F(x)  ,  F"(x)  etc.  unstetig  oder  unendlich  wird.    Man  hat  nun 

und  die  übrigen  Differenzialquotienten  sind  Bruche,  deren  Zähler  ver- 
schiedene Potenzen  von  x  mit  ganzen  positiven  Exponenten  enthalten 
und  deren  Nenner  Potenzen  von  1  —x%  sind.  Hieraus  folgt  sogleich, 
dass  erst  für  *=1  ein  Unendlichwerden  von  F*  (x)  ,  I*  (x)  etc.  ein- 
treten  kann ,  und  dass  mitbin  die  Gleichung  (1)  für  jedes  x  <  1  richtig 
bleibt 

Bemerkt  man,  dass 

Aresin  x  =  Arctan  —  X  - 

V  1  —  x* 

ist,  so  hat  man  auch 

.    ,  x  x  .  1  x*  .  1 .3.ra  . 

x  <  1 

oder  fiir 
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es  *,   also  x 


wo  nun  durch  jedes  beliebige  reelle  i  die  Bedingung  x  <  1  erfüllt  wird 

Arctan  % 

Für  die  Entwicklung  von  Arccosor  in  eine  Reibe  bedarf  es  keines 
neuen  Calcüls,  da  nämlich 

Arccos  x  =  ^  —  Arcsio  x 

ist,  so  hat  man  auf  der  Stelle: 

*  71     x    1  x*     l-3x5  s 

ArccoS,-.rr-rOT-.„  ^ 

*  <  1.  I 

IL   Will  man  Arctan  x  in  eine  Reihe  verwandeln ,  so  kann  man 
sich  entweder  der  früher  entwickelten  Formel 

,  A  sin  (n  Arctan  i) 

«n -w**  =  1.2. ..(71-1) 


oder  einer  der  in.  no.  I  benutzten  ganz  ahnlichen  Methode  bedienen, 
indem  man  bemerkt,  dass  für  F(x)  =  Arctan  x  ,  P  (x)  =  *P(x)  = 
l 

?l 

folglich  auch 

/X»)(0)  =  w*-D(0) 

ist.   Man  hat  aber  für  x  <  1 

*'(ar)  =  TT**  =  1         +  **  "  + 

und  hieraus  findet  sich  sehr  leicht 


V(»-*)(0)  =  (-1)  *  1.2...(n-l) 

für  ungerade  n , 

=  0 

für  gerade  rt,  und  mittelst  der  vorher  gezeigten  Relation  zwischen 

F»)(0)  und  W»-i>(0), 
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fT»)(Q)   _(- 1)  » 

L&3 ...«""'  » 


für  ungerade  itf 


für  gerade  n.  Die  Anwendung  des  Mac  Laurin  sehen  Theoremes  giebt 
jetzt  wegen  F(0)  =  0 , 


./     xs  .  .rft 


Arctan  x  —  ^ — g  +~  —  ....  (4) 

Die  Gränzen  für  die  Gültigkeit  dieser  Gleichung  bestimmen  sich  aus 
der  einfachen  Bemerkung,   dass  die  Funktionen  F(x),  F"{x)  etc.  für 

*=  1.  V — 1  unendlich  werden  and  dass  folglich  x  <  1  sein  muss. 
Da  nach  einer  bekannten  Formel 

x 

Arctan  x  —  Aresin 


ist,  so  hat  man  auch 


Aresin       *      -T-**  +  ^  _  .  .. 


und  für 


r,  also  x 


wo  nun  z  <  sein  muss,  wenn  x  <  I  bleiben  soll: 

i  i  TO 

l<vf 

Will  man  Arccot  x  =  Arctan  -  berechnen ,  so  braucht  man  blos 

x 

die  Formel 

Arccot  x  =  Arctan  i=J  —  Arctan  .r 

x  2 

anzuwenden,  indem  man  fiBr  x  die  oben  entwickelte  Reihe  setzt 
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Berücksichtigt  man  die  Gleichung 

Arctan  a  +  Arctan  ß  =  Arctan  ?**a  , 

1  —  aß 

welche  immer  gilt,  sobald  a  <1  und  /3<1  ist,  so  hat  man  auch  noch 


a  4-  ß      cc     a*  crö 


(6) 


8  ß*ß*_ 
+  1     ¥  +  5~  " 
«  <  1  ,  0  <  1, 

wovon  wir  später  eine  interessante  Anwendung  machen  werden. 

§.  47. 

Uie  Convergenz  und  Divergenz  der  Bethen. 

Wenn  wir  nach  der  langen  Folge  von  Consequenzen ,  welche  sich 
an  das  Theorem  von  Mac  Laurin  und  den  in  §.  41.  entwickelten  Satz 
knüpfen,  von  dem  reichen  Detail  des  Oalcüls  absehen  und  uns  noch 
einmal  zu  einem  Ueberblicke  über  das  grosse  Ganze  dieser  Untersu- 
chungen erheben,  so  finden  wir  den  hervorstechendsten  Charakterzug 
derselben  darin,  dass  der  Gedankengang  stets  mit  der  Forderung  an- 
fangt, eine  ihrer  Form  nach  gegebene  Funktion  in  eine  nach  stei- 
genden Potenzen  der  Variabelen  geordnete  Reihe  zu  verwandeln ,  so 
weit  diess  überhaupt  möglich  ist.  So  wie  nun  hier  die  Funktion  als 
das  Primäre  auftritt,  wovon  noch  eine  andere  in  gewisser  Hinsiebt 
weitläufigere  Form  gesucht  wird,  so  Hesse  sich  auch  die  umgekehrte 
Aufgabe  stellen,  nämlich,  wenn  eine  Reihe  gegeben  ist,  diejenige 
Funktion  zu  suchen,  welche  unter  Anwendung  des  Mac  Laurin'scheo 
Theoremes  die  vorherbestimmte  Reihe  reproduziren  würde;  mit  ande- 
ren Worten:  dem  Probleme  von  der  Verwandlung  gegebener 
Funktionen  in  Reihen,  steht  das  Problem  der  Summirung  ge- 
gebener Reihen  gegenüber.  Um  diess  zunächst  an  einem  Beispiele 
zu  erläutern,  betrachten  wir  die  Aufgabe,  die  Summe  F(x)  der  Reibe 

X       X2   .   Xb  X7 

T""  t+  5—  y  +  ••• 

aufzufinden.  Bei  dieser  sehr  einfachen  Form  reicht  es  hin,  den  Diffe- 
renzialquotienten  von  F(x)  zu  nehmen ,  um  sogleich  auf  eine  andere 
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Reihe  zu  kommen,  deren  Summe  schon  bekannt  ist;  man  erhält  nämlich 

F'  ( x)  =  1  —  *2  +  x* — + . . . 

=  TT^  wenn  X<1  ist' 

und  folglich  muss  F(x)  eine  solche  Funktion  von  x  sein,  dass  F'(x) 
=  ^  _^gg'  werden  kann.    Hier  zeigt  nun  ein  Blick  auf  die  bekannten 

Dtfferenzial formein,  dass  F(x)  =  Arctanor  +  C  sein  müsse,  wo  C  eine 
beliebige  Constante  bedeutet,  so  dass  man  also  für  :r<l 

X      x^  x^ 

1  ß"  "'"  "5  —  ■••  ~  Arctan:r-f-  C 

hat,  wo  sich  nun  die  Constante  C  leicht  bestimmen  lässt,  wenn  man 

• 

x=0  setzt;  man  findet  nämlich  C=0,  wodurch  die  obige  Gleichung 
auf  ein  schon  bekanntes  Resultat  zurückkommt.   Man  wird  sehr  leicht 
bemerken,  dass  Aufgaben  dieser  Art  nicht  mehr  in  die  Üifferenzial- 
rechnung  gehören,  wie  das  direkte  Problem  von  der  Verwandlung  der 
gegebenen  Funktionen  in  Reihen,  sondern  vielmehr  der  Integralrech- 
nung an  heim  fallen  müssen,  weil  es  bei  ihnen  darauf  ankommt,  aus 
den  Uifferenzialquotienten  einer  ihrer  Natur  nach  unbekannten  Funktion 
diese  letztere  zu  bestimmen.    Wenn  nun  aber  auch  hier  an  keine  wei- 
tere Auseinandersetzung  über  dergleichen  Aufgaben  zu  denken  ist,  so 
giebt  uns  doch  die  blose  Kenntniss  derselben  schon  zu  einer  Untersu- 
chung Gelegenheit,  welche  jedenfalls  der  Lösung  einer  solchen  Aufgabe 
vorausgehen  muss  und  die  auch  für  die  Differenzialrechnung  von  eini- 
ger Wichtigkeit  ist.    Bevor  man  sich  nämlich  nach  den  Rechnungs- 
operationen umsieht,  mittelst  deren  man  die  Funktion  aufsucht ,  welche 
der  gegebenen  Reihe  gleich  sein  soll,  muss  man  erst  wissen,  ob  eine 
solche  Funktion  überhaupt  existirt,  weil  man  sonst  viel  Mühe  und 
Scharfsinn  aufbieten  könnte,  um  etwas  zu  suchen,  was  nirgends  zu 
finden  ist.    Dass  es  in  der  That  solche  Falle  geben  kann,  in  welchen 
es  Thorbeit  sein  würde,  nur  den  Griffel  anzusetzen,  kann  man  leicht 
an  einzelnen  Beispielen  sehen.    Wäre  z.  E.  die  Summe  der  Reihe 

( x  + 1 )  +  ( &  +  I  )  +  (x  ^  + 1 )  +  . . .  i  n  i  n  f. 

aufzusuchen,  so  hätte  man  für  x  <1  ,  -  >1  folglich  ar  +  i  >  1  ""d 
mithin  wäre  die  fragliche  Summe  >1+1  +  1+...  d.  h.  sie  wäre  unan- 
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gebbar,  weil  sie  jede  angebbare  noch  so  grosse  Zahl  übersteigt:  für 
x=l  wäre  sie  =  2-|-2-|-2-f-       also  ebenfalls  unendlich  und  für  x*>\ 

wäre  —  <  1  und  x  4-  —  wieder  >  1 ,  folglich  die  Sache  wie  im  ersten 

xx 

Falle.  Da  nun  ein  vierter  Fall  nicht  möglich  ist,  so  folgt,  dass  es 
keine  endliche  bestimmte  Funktion  F(x)  geben  kann,  der  man  die  obige 
Reibe  gleich  setzen  dürfte.  —  Während  wir  also  früher  untersuch- 
ten, welchen  Bedingungen  eine  gegebene  Funktion  genügen  muss,  wenn 
sie  sich  nach  dem  Mac  Laurin'schen  Theoreme  in  eine  Reihe  soll  ver- 
wandeln lassen,  so  müssen  wir  jetzt  umgekehrt  fragen welche  Bedin- 
gungen muss  eine  gegebene  Reihe  erfüllen ,  wenn  sie  einer  bestimmten 
endlichen  Funktion  gleich  sein  soll.  Man  kann  diese  Frage  auch  noch 
auf  einen  anderen  Ausdruck  bringen,  wenn  man  durch  eine  Definition 
den  Unterschied  zwischen  solchen  Reihen,  die  einer  bestimmten  end- 
lichen Grösse  gleich  sind  und  denen,  welche  dieser  Eigenschaft  erman- 
geln, fest  halt.  Denken  wir  uns  nämlich  eine  Reihe  von  Grossen  u^, 
«i  *  »2  •  •••  Wn— i  t  die  so  beschaffen  sind,  dass  der  Werth  einer  jeden 
durch  ihre  Stelle  bestimmt  wird,  oder  dass  überhaupt  irgend  eine  um 
aus  ihnen  eine  gegebene  Funktion  (p(m)  ihres  Index  bildet,  und  setzen 
wir 

80  bildet  offenbar  S„  eine  gewisse  Funktion  der  Gliederanzahl  n.  Ma- 
chen wir  nun  die  vorliegende  endliche  Reihe  dadurch  zo  einer  unend- 
lichen, dass  wir  die  Termenzahl  n  unbegränzt  wachsen  lassen,  neh- 
men also 

Lim  Sn  =  w0  -f  1/\  -f  «a  +  Mj  -f  . . .  in  inf. 

so  sind  hinsichtlich  der  Funktion  S„  zwei  verschiedene  Fälle  möglich  ; 
entweder  nämlich  nähert  sich  dieselbe  für  unausgesetzt  zunehmende  n 
einer  bestimmten  angebbaren  Grosse  als  Gränze ,  oder  nicht.  Im  ersten 
Falle  heisst  die  unendliche  Reihe  eine  convergente  und  Lim  £*, 
was  zur  Abkürzung  mit  S  bezeichnet  werden  möge,  ihre  Summe,  so 
dass  also 

=  «(,  |  «i  +  »a  +  «3  +  ...  inf. 

ist,   im  zweiten  Falle  nennt  man  die  unendliche  Reihe  divergent, 
und  da  hier  Lim  Sn  nicht  angebbar  ist,  so  kann  auch  keine  solche 
Gleichung  wie  vorhin  aufgestellt  werden.    Man  darf  demnach  sagen  r 
nur  die  convergenten  Reihen  haben  Summen,  die  divergenten  dagegen 
nicht,  oder  auch:  nur  eine  convergente  Reihe  gilt  einer  bestimmten 
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Grösse  gleich,  während  es  keine  Grösse  giebt,  der  man  eine  diver- 
gente Reihe  gleich  setzen  dürfte.  Man  kann  diesen  Ausspruch  auch 
sogleich  umkehren;  weiss  man  nämlich  im  Voraus,  dass  die  Glei- 
chung 5=1*0  -f  tij  -f  «a  -f  etc.,  worin  5  eine  unendliche  Grösse  be- 
zeichnet, statt  findet,  so  muss  die  Reihe  rechts  nothwendig  convergi- 
ren,  denn  wäre  diess  nicht  der  Fall,  so  würde  es  keine  Grosse  geben, 
mit  der  man  sie  identifiziren  konnte,  was  der  Voraussetzung  widerspricht, 
i  Es  giebt  demnach  zwei  verschiedene  Wege,  um  über  die  Con- 

vergenz  von  Reihen  überhaupt  zu  entscheiden.    Kennt  man  nämlich  im 
Voraus  die  Bedingungen,  unter  welchen  eine  Grösse  5  in  eine  (ihr 
gleiche)  Reihe  von  der  Form  Mo  +  «i  +tia  +  etc.  verwandelt  werden  kann, 
so  weiss  man  a  priori  die  Umstände,  unter  welchen  die  letztere  con- 
vergirt;    ist  dagegen  *S  nicht  gegeben,  sondern  die  Reihe,  so  muss 
man  a  posteriori  die  Bedingungen  ihrer  Convergenz  aufsuchen.  Die 
erste  Aufgabe,  nämlich  die  Bestimmung  der  Umstände,  unter  welchen 
die  Verwandlung  einer  Funktion  S=F(a:)  möglich  ist,   haben  wir  für 
den  Fall,  dass  die  fragliche  Reihe  nach  steigenden  Potenzen  der  Va- 
riablen x  fortschreitet,  in  §.  41.  gelöst  und  können  jetzt  das  Resultat 
in  folgende  Worten  zusammenfassen:    „die  im  Theoreme  von  Mac 
Laurin  vorkommende  Reihe  convergirt  so  lange,  als  der  Modulus  von 
x  UBter  dem  kleinsten  von  den  Modulis  liegt,  für  welche  die  Funktion 
F[x)  oder  irgend  einer  ihrer  Differenzialquotienten  unstetig  oder  unend- 
lich wird;"    dagegen  liegt  uns  noch  die  Untersuchung  ob,  welche 
a  posteriori  die  Convergenzbedingungen  für  eine  gegebene  Reihe  auf- 
suchen soll. 

Es  ist  nun  sehr  leicht,  wenigstens  eine  der  Bedingungen  anzu- 
geben, unter  welchen  allein  eine  Reibe  wie 

i  «0   +   11!+^  +  *,+  .... 

convergiren  kann,  wobei  wir  übrigens  der  Allgemeinheit  wegen  nicht 
voraussetzen,  dass  dieselbe  successive  Potenzen  einer  Variabelen  ent- 
halten müsse.  Die  fragliche  Bedingung  besteht  nämlich  darin,  dass 
eine  unbegränzte  Abnahme  der  Glieder  statt  finden  oder,  für  wach- 
sende n ,  Lim  un~i)  sein  muss.  Denn  wären  alle  Glieder  grösser  als 
eine  gegebene  Grösse  f,  so  hätte  man  wenigstens  bei  lauter  positiven 
£  Gliedern 

«0  +  ««1  +  «*  +  «8  +  — • 
£  >*+*+«+«+... 

>   *(1  +  1+1+1     +  ....) 
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und  wie  klein  nun  auch  f  sein  möge,  so  kann  man  doch  das  Produkt 
;  (i  f  1  |  .  ..)  grösser  als  jede  noch  so  grosse  angebbare  Zahl  machen, 
wenn  man  nur  hinreichend  viel  Einheiten  zusammennimmt;  es  wurde 
also  die  Summe  der  zuerst  genannten  Reihe  jede  angebbare  Zahl  uber- 
steigen, folglich  unangebbar  und  die  Reihe  divergent  sein. 

So  noth wendig  nun  auch  die  Bedingung  Lim  u„=- 0  ist,  so 
wenig  hinreichend  zeigt  sie  sich  in  einzelnen  Füllen,  namentlich 

wenn  alle  Reiheuglieder  positiv  sind.    Z.  B.  für  «o  =  0,  "i  =  ^y 

m.2  =  -^L  etc. ,  un=  77=  hat  man  zwar  Lim  ?/n  — 0,  gleichwohl  aber 
V  2  V» 

divergirt  die  Reihe 

_L.J_._L. 

VT+V~2+V3  +  " 

Denn  wenn  Sn  die  Summe  der  n  ersten  Glieder  bezeichnet,  so  ist 

s°  =  Vt  +  Vj  +  V5  +  •-  +  VT, 
i      i     j_  i 
>     +  vir  +  vs  + ""  +  w 

•  » 

d.  i. 

Sn  >  n  -i__  oder  Sn  >  V^» 
V  w 

woraus  man  ersieht,  dass  die  fragliche  Reihe  divergirt,  weil  S„  über 
alle  Gränze  hinauswächst,  sobald  diess  mit  der  Termenzahl  n  der  Fall 
ist.  Beispiele  dieser  Art,  deren  Zahl  sich  leicht  vermehren  Hesse, 
weisen  darauf  hin ,  dass  noch  andere  Bedingungen  erfüllt  sein  müssen, 
wenn  die  Convergenz  einer  Reibe  ausser  Zweifel  sein  soll.  Zur  Auf- 
suchung derselben  halten  wir  uns  nun  an  folgendes  unmittelbar  klare 
Prinzip:   „wenn  die  beiden  Reihen 

<u  +  '_+<_  +  <_  +  .... 

und 

w0  +  ttl  +  w2  +  u3  +  .... 

nur  positive  Glieder  enthalten  und  man  schon  weiss,  dass  die  erste  der- 
selben convergirt ,  so  convergirt  die  zweite  ebenfalls  und  zwar  stärker, 
sobald 

i/o  <  to  ,  ux  <  <,  ,  *]  <  t*  ,  etc. 
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ist ;  divergirt  dagegen  die  erste ,  so  ist  diess  auch  mit  der  zweiten  der 
Fall,  wenn  die  Ungleichungen 

*•>  ü  f*i>  h  >  *%>  h»  etc. 
statt  finden. "  Man  kann  diess  noch  erweitern ,  wenn  man  sich  erinnert, 
dass  eine  convergente  unendliche  Reihe  und  eine  endliche  Reibe  zu» 
sammen  wieder  eine  convergente  unendliche  Reihe  bilden.  Ist  nun, 
wenn  auch  nicht  von  vorn  herein  n0<^o,  «i<^i»  etc.,  so  doch  wenig- 
stens von  einer  bestimmten  endlichen  Stelle  an 

Um  <  im  ,  Um\%   <;  ,  Mm » |  <  tm  { %  , 

so  ist  die  Summe  der  Reihe 

Um  +  Mm  Ii  +  Um\i  +  

eine  unendliche  Grosse,  weil  es  die  von  tm  + 1 mu  +  etc.  ist;  hieraus 
folgt ,  dass  auch  die  Summe  der  Reihe 

«o  +  ui  ■§*•%  +  •••  + 

+  Um  +  «m+i  +  Um+2  + 


eine  endliche  Grösse  sein,  d.  h.  die  Reihe  «o  +  «i  +*a  +  etc. 
giren  müsse.  Ebenso  leicht  kann  man  sich  fiberzeugen ,  dass  die  letz- 
tere Reihe  divergirt,  sobald  von  einer  gewissen  Stelle  an  um>  tm, 
Km+i><m+i  etc.  und  die  Reihe  *o  +  <i+<2  +  etc.  eine  divergente  ist 
Das  so  eben  aufgestellte  Princip  der  Reihenvergleicbung  lässt 
sich  übrigens  noch  in  etwas  anderer  Form  aussprechen ,  wodurch  seine 
Anwendung  wesentlich  erleichtert  wird.   Sei  nämlich: 


*  * 

so  findet  man  sehr  leicht 

tm+\  =  htm  ,  <m+*  =  li^Um  ,  =  *i  Ma'"»>  etc. 


tm  +  tmH  +  +  +  .  .. 

=  tm  (1+*!  +  h**  +  *lMs  +....) 

hat  man  für 


8) 


Um  +  Um|i  -f  Mm^a  +  Mm+S  -f  .  .  .  .  , 

18 
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Finden  nun  die  folgenden  Ungleichungen  statt: 

<  *i  y  (H  <  h  >  ^3  <  *3 »   (5) 

so  ist  auch  fti^2<A1A2  ,  HtethKhhh  e*c-  ebenso 

1  +  H  +  f*if*2  +  J*lf*2f*3  + 

<l  +  h  +  hh  +  hl%h+ 

d.  i.  vermöge  der  Gleichungen  (*2)  und  (4) 

—  («m  -f-  Vm\i  +  Wm42  +  ) 


oder 


<^—{tm   +    tm+i    +   fm+a  -f  ....) 


Um  +  «m|i    +  Mm+2  +  «"»f3  +  " 


Wenn  nun  die  Reihe 

to  +  'i  +  h  +  <s  +  ... 
convergirt ,  so  ist  auch  die  Summe  der  Reihe 

tm  +  t 

als  eines  Stückes  von  ihr  eine  endliche  Grosse;  folglich  tindet  auch 
uach  no.  (fi)  das  Nämliche  mit  der  Summe  der  Reihe 

Mm  +  Wmfi   -|-  Utn^2        •  •• 

und  ebenso  mit  der  von 

«q  +  «i  +  «2  +  •• 
statt,  d.  h.  die  letztere  convergirt.    Setzt  man  für  die  mit  A  und  p 
bezeichneten  Grössen  ihre  Werthe  aus  (1)  und  (3),  so  gehen  die  Un- 
gleichungen (5)  über  in 

tm  W/n+i 


und  man  kann  daher  den  folgenden  Satz  aussprechen : 
Wenn  die  Reihe 

<o  +  h  +  12  +  f  3  -f  . . . 
convergirt,  so  convergirt  auch  die  folgende 

"o  +  Vi  +  wt  -f  »,  H 
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sobald  der  Quotient  von  irgend  einer  bestimmten  Stelle 

Hfl 

an  kleiner  wird  und  auch  kleiner  bleibt  als  der  entsprechende 
Quotient    n}1  . 

Ebenso  leicht  überzeugt  man  sich  von  der  Richtigkeit  des  ganz 
analogen  Theoremes: 

Wenn  die  Reihe 

A>  +  h  +  k  +  h  +  ... 
divergirt,  so  divergirt  auch  die  folgende 

wo  +  ui  +  "i  I  M3  1    ■  • 

sobald  der  Quotient    nil    von  einer   beistimmten  Stelle  an 

grösser  wird  und  auch  grosser  bleibt  als  der  entsprechende 

Quotient  f2p. . 

Von  diesem  für  die  Lehre  von  der  Convergenz  der  Reihen  sehr 
wichtigen  Satze  wollen  wir  nun  zuvörderst  einige  Anwendungen  machen, 
die  zu  eben  so  viel  Criterien  führen ,  mittelst  deren  man  a  posteriori 
über  die  Convergenz  oder  Divergenz  gegebener  Reihen  entscheiden  kann. 


§.  48. 

Vergleichung  zwischen  beliebigen  Heiken  und  der  geometrischen 

Progression* 

Nach  der  sehr  bekannten  Formel  für  die  Summirung  der  geome- 
trischen Progression  hat  man 

1  +  x  +  x2  +  .r3  +  ....  +  a«-1 


1  —  1 


1  —  X        \—x       1 — X 
und  folglich,  wenn  man  die  Gliederanzahl  n  unbegriinzt  wachsen  lägst 

r 

1  -f  x  -f-  ^2  +       +  •  •  •  in  inf. 

=  — - —  —  -,J —  Lim  xn. 
1  —x     1 — x 

Hier  sind  nun  zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  ob  nämlich  /\  I  oder  >1 
ist.   Im  ersten  wird  Limjrn=0  und  folglich 

18* 
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1  +  x  +  x*  +  ...  =  yJL.  ,  *<! 


wie  wir  schon  auf  anderem  Wege  gefunden  haben;  für  jf>1  dagegen 
nimmt  xn  mit  x  über  alle  Gränze  hinaus  zu  und  wird  keine  bestimmte 
Grosse  mehr.  Ist  endlich  x~\,  so  geht  die  Reihe  \  \  x  \  cl  \  etc. 
fiber  in  14-1  +  14-  etc.  und  hat  demnach  wieder  keine  bestimmte 
Summe.    Aus  diesem  Allen  zusammen  folgt  nun,  dass  die  Reihe 

1  +  x  +  x*  +  ar»  +  . . . 

convergirt  oder  divergirt,  je  nachdem  ar<I  oder  x^_\  ist. 

Hier  bietet  sich  nun  sogleich  Gelegenheit  zur  Anwendung  des  im 
vorigen  Paragraphen  entwickelten  Principes  der  Reihenvergleichuog, 
wenn  man  nämlich  t ür  ^  ,  ty  ,  ^  ,  etc.  die  Glieder  der  so  eben  be- 
trachteten Reihe  setzt.    Man  hat  dann 

TT  * 
und  folglich  convergirt  die  beliebige  Reibe 

«o  +  «i  4-      4-  «s  4-  •  •  * 
wenn  von  einer  bestimmten  Stelle  an 


±  <  x 

Un 

oder,  weil  im  Falle  der  Convergenz  ar<l  sein  muss,  wenn 

Un 

ist;   dagegen  divergirt  sie,  sobald  von  einer  gewissen  Stelle  an 

>  x  und  x  ^  1 , 


also 

««+1 


>1 


Un 

wird.   Diess  lässt  sich  auch  noch  etwas  bequemer  aussprechen.  Heisst 

nämlich  k  der  Gränzwerth  von  ^SiL  för  unendlich  wachsende  n ,  so 

Um 

darf  man 

ttn 
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setzen,  wo  8  eine  Grosse  bezeichnet,  die  bis  zur  Gränze Neil  abnimmt, 
sobald  7i  wächst,  die  man  also  so  klein  machen  kann,  als  es  nur  ver- 
langt wird.  Ist  nun  k  <  1,  so  muss  sich  immer  ein  Werth  m  von  n 
finden  lassen  so  gross,  dass  d<l — k,  also  A-|-d<l  ist  und  es  von 
nun  an  auch  bleibt,  weil  8  abnimmt,  sobald  n  wächst.     Wenn  also 

Lim?^-<1  ist,  so  giebt  es  immer  eine  Stelle  n=m,  von  welcher 

ab  der  Quotient  ^  kleiner  ist  und  bleibt  als  die  Einheit.  Wenn 

Um 

dagegen  /■>  1,  so  muss  sich  wieder  ein  Werth  m  von  n  finden  lassen, 
für  welchen  8  <  k  —  1 ,  also  k  —  8  >  1  ist  und  es  nun  auch  bleibt ;  es 

giebt  daher  für  Lim^->1  eine  Stelle  w  =  m ,  von  welc 

Un 

Quotient  immer  über  der  Einheit  liegt.   Vermöge  dieser  Bemer- 

kung und  in  Betracht  des  Vorigen  erhalten  wir  nun  folgendes  Oiterium 
der  Convergenz  oder  Divergenz: 
Die  Reihe 

Mo  +  Wl+«2  +  «3  +  

convergirt  oder  divergirt,  je  nachdem 


Lim  2ttL  >  l 
««  > 

ist,  wobei  das  obere  Zeichen  dem  Falle  der  Convergenz,  das 
untere  dem  der  Divergenz  entspricht. 
Mit  welcher  Leichtigkeit  sich  dieser  Satz  anwenden  lässt,  werden  die 
folgenden  Beispiele  zeigen. 

Wäre  die  Convergenz  oder  Divergenz  der  Reihe 

*4.*VT-4-^4- 


X  X1 


zu  entscheiden,  so  hätte  man  «o=0,  «i=-p  *H  =  f  etc' 

Un  =  —  ,  Un+i  —  -+  l  ' 

folglich 


n 


Lim  — —  =  x , 

Mn 
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also  findet  für  *<1  Convergeiiz  und  für  x>\  Divergenz  statt. 
Hatte  mau  ebenso  über  die  Reihe 

l.#  +  2.r*  +  &r»+4.r*  +  .... 

zu  disktitiren,  so  ergiebt  sich 

«nli  _  (n  +  i)a*+i  _  1 
"T*  vx*  -(!+-)*, 

folglich 

Lim   =:  1 

und  demnach  convergirt  oder  divergirt  sie  mit  der  vorigen  unter  gleichen 
Bedingungen. 

Ist  die  Reihe 

1  +  T  +  172  +  172.3  + 

gegeben,  so  wird 


mithin 


Lim  ^L  ==  Lim  — f-r  =  0 


für  jedes  willkührliche  x.  Dass  es  in  der  Tbat  eine  Stelle  giebt,  von 
welcher  ab  die  fragliche  Reihe  rascher  als  eine  Progression  abnimmt, 
wenn  auch  die  Anfaugsglieder  sehr  gross  gewesen  sind ,  kann  man  noch 
auf  folgende  Weise  sehen.  Wenn  m>/j  +  1,  wo  p  eine  beliebige 
Grösse  bedeutet,  so  ist  auch  np  >  p2  -f  p  und 

np  +  n  >  />2+/>  +  w, 
M/J+M  —  pa— p  >  w, 

d  i 

(^  +  1)(»-P)>«; 
Vermöge  dieses  Satzes  können  wir  für  p=0,  1,2,  ....(/?  —  1)  die  fol- 
genden Beziehungen  aufstellen: 

l.n  =  n  . 
2(»-l)  >  « 
3(w— 2)  >  « 


(»-1)2  >  n 
nl  =  ». 
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Durch  Multiplikation  derselben  folgt  leicht 

l2.22.:i2....«2>  n* 

und 

1.2.3....  n  >  (Vn>, 

folglich 


jr«  ar"       /  x  \n 


1.2.3....«  <  (V"m)«<' 


Trifft  man  also  in  der  Reihe 

1  +  T  +H2+OT3  + 


auf  ein  Glied  u,,,  in  welchem  \T  n  >  x  oder  7/S.r2ist,  und  ein  Solches 
muss  sich  für  jedes  bestimmte  x  Coden ,  so  ist  von  hier  ab 

ar"la 


1.2...«  f  1.2...(n  +  l)  +1.2...(M  +  2)  + 
d.  i. 

und  es  findet  also  von  hier  an  eine  stärkere  Convergenz  statt  als  in 
einer  geometrischen  Progression. 

So  wie  (fie  eben  betrachtete  Reihe  immer  eonvergirte,  so  diver- 
girt  stets  die  folgende: 

1  +  l.*  +  ].2.r2  +  1.2.3*s  +  .... 

Man  hat  nämlich 

"ttT~       1.2....  war»       -c»  +  i;*. 
folglich  für  jedes  von  Null  verschiedene  x 

Lim^>l. 

Wäre  dagegen  x=Q,  so  würde  gar  keine  Reihe,  sondern  nur  das  erste 
Glied  1  vorhanden  sein;  also  divergirt  die  Reihe  immer  und  zwar  von 
einer  gewissen  Stelle  an  stärker  als  eine  geometrische  Progression. 
Denn  man  hat  nach  dem  Vorigen 

1.2.3....«*«  >  (xVn)n, 
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sowie  also  arV~«>  1  geworden  ist,  und  dieser  Fall  tritt  Ober  lang  oder 
kurz  doch  ein,  so  divergirt  die  Reihe  stärker  als  die  folgende: 

(xVH)»  +  (arV*n)»+i  + 

wie  man  durch  eine  der  vorigen  ganz  analoge  Betrachtang  leicht 
Wenden  wir  endlich  den  gefundenen  Satz  auf  die  Reihe 


1+^  +  «ÖL±JliM±l) 

1+l.y*+     J.2.y(y  +  1) 


«(«  +  !)(«  +  2)./3(/?  +  l)(j?-f  2) 
+        I.2.3.y(y+l)(y  + 2)       *  + 


an,  worin  a,  ß,  y  lauter  positive  Grossen  sein  mögen,  so  ist 

_  «(«+!)  («  4-2)  ....(«+w-l) .  gCg+lj  (gjhg) ....( ß+n-\) 
Un  ~  1 .2.3....n.y(y  +  l)(y  + 2)....(y  +  n— 1)  ' 

«(«  4- 1)  (g  -f  2) ....  (a  +  n).ß(ß  +  l)  (ß  +  2)....  (/?+ n) 

1.2.3....(«  +  l).y(y-f-l)(y  +  2)....(y  +  n)       ^  ■ 

  («  +  «)(|3  +  ») 

««  ""(»+l)(y  +  «)  * 

und  wenn  man  Zähler  wie  Nenner  mit  n.n  dividirt: 

sieb 

Lim        =  * 

findet.  Die  fragliche  Reihe  convergirt  oder  divergirt  also ,  je  nachdem 
x<l  oder  a?>l  ist. 

Man  wird  aus  diesen  Beispielen  ersehen,  dass  die  angegebene 
Regel  ohne  Schwierigkeiten  zu  einer  sicheren  Entscheidung  über  die 
Convergenz  oder  Divergenz  einer  Reihe  fuhrt,  sobald  der  Gränzwerth 
des  Quotienten  zweier  Nachbarglieder  entweder  unter  der  Einheit  liegt 
oder  sie  übersteigt;  die  Frage  wäre  nur  noch,  was  in  dem  Falle  von 
der  Reihe  zu  halten  ist,  wo  jener  Gränzwerth  der  Einheit  gleich  wird. 
Da  hat  denn  die  Erfahrung  an  einzelnen  Beispielen  gezeigt,  dass  das 
genannte  Kennzeichen  hier  nichts  mehr  entscheidet,  indem  es  sowohl 
coovergente   als  divergente  Reihen   giebt,   in   denen  gleichmässig 
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Lim  ?52±L  —  1  ut.    In  der  That  darf  man  auch  in  diesem  Falle  keine 

Un 

Entscheidung  durch  jene  Regel  verlangen,  denn  der  Nerv  ihres  Bewei- 
ses Hegt  darin,  dass  lur  Lim  22jfa-5 1,  es  eine  Stelle  «=»t  geben  rauss, 

von  welcher  ab  der  Quotient  kleiner  respektive  grösser  ist  und 

bleibt  als  die  Einheit,  was  natürlich  für  Lim  ^  =  1  nicht  mehr  be- 

hauptet  werden  darf.    In  den  meisten  Fällen  nun,  wo  Lim  2^-==  1  ist, 

wird  man  durch  die  im  folgenden  Paragraphen  entwickelte  Regel  zu 
einer  Entscheidung  über  die  Convergenz  oder  Divergenz  gelangen. 


§.  49. 

Anderweite  Reütenvergleichung. 

Da  da«  Prtncip  der  Reibenvergleichung  voraussetzt, 
schon  eine  Reihe  habe,  für  welche  die  Bedingungen  der  Convei 
und  Divergenz  bekannt  sind ,  so  wird  es  zunächst  darauf  ankommen, 
eine  summirbare  Reihe  zu  entdecken,  wie  diess  z.  B.  im  vorigen  Para- 
graphen mit  der  geometrischen  Progression  der  Fall  war.  Hierzu  dient 
uns  die  folgende  Betrachtung. 

Wenn  ,  ax  ,  ....  o«_i  ,  b0  ,  bt  , ....  bn-i  ganz  beliebige,  aber 
von  Null  verschiedene  Grössen  bezeichnen,  so  gilt  zuvörderst  die  fol- 
gende rein  identische  Gleichung: 

Upd!  Q^....  flu— i        .  gp  —  6p  .  gp*  .  ga  —  6»    QqQi  , 

.    6„6,V  ~1+    60     +     6!      ho*    b2    'MT  +  - 

,  (ln—i  — 6»— i    g0g!  ....  Qn— a 
bn—i         606x  ....6»-^' 

von  deren  Richtigkeit  man  sich  sehr  leicht  dadurch  Oberzeugen  kann, 
dass  man 

ap1 —  6q  _  a0    - 

To  £ 

ai  —b1_a1  , 

~K  5 

U.  8.  f. 

setzt  und  alle  jetzt  noch  angedeuteten  Rechnungsoperationen  ausführt, 
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wobei  sich  alle  Glieder  auf  der  rechten  Seite  mit  Ausnahme  eines  ein- 
zigen gegenseitig  heben  und  eine  blose  Identität  zurücklassen.  Nimmt 
mnn  nun  in  der  erwähnten  Gleichung 

CT0  =  a  ,  fll=c-fl  ,  <i.,  =  «  |  2  ,  ...  t/„  ,  u  |  u  —  I  : 
b0  =  ß  ,  bt=ß  +  \  ,  b2  =  ß  +  <2  ,  ...  Än-^/J  +  fl-l; 

wobei  a  und  /?  ein  paar  beliebige  aber  positive  Grossen  bezeichnen 
mögen,  so  ergiebt  sich  ohne  Weiteres 

«  (a  -f  l)  (a-f  2)....(a-f  n  —  1) 
_i_     «— P     a(a  +  l).  ..(a-f  n  — 2)  ^ 


/3  +  »-l  /J(/3  +  l)...(0  +  fi-2) 

Aus  dieser  Gleichung  Hesse  sich  jetzt  die  Summe  einer  unendlichen 
Reihe  ableiten;  das  Produkt  auf  der  linken  Seite  besteht  nämlich  aus 
M  fraktionüren  Faktoren  und  die  Reihe  rechts  aus  n  Gliedern;  lässt 
man  daher  u  unausgesetzt  wachsen  und  bestimmt  den  Gränzwerth  des 
Produktes  links,  so  erhält  man  unmittelbar  die  Summe  der  unendlichen 
Reihe  rechts.  Da  «  nicht  =  ß  sein  kann,  weil  sonst  die  Gleichung 
(l)  auf  das  triviale  Resultat  1  =  1  hinauskäme,  so  haben  wir  hinsieht* 
lieh  jener  Gränzenbestimmung  nur  zwei  Falle  zu  unterscheiden,  ob 
nämlich  a</3  oder  Von  diesen  beiden  lässt  sich  aber  der  zweite 

wieder  auf  den  ersten  reduziren;  denn  gesetzt,  man  hätte  gefunden: 

Lim  «(«  +  *)("  +  •*)••••  («  +  »-*)  -  K    *  <ß 
ljimß(ß+l)(ß+2)....(ß  +  n-l)  "  K        <  P* 

so  wäre 

Lim^  +  l)tf +  2)- +  »-D-  1  ,  u  <  ßt 
<*(a  +  l)(«-f2)  ....  («+n- 1)      Ttf      V  K' 

und  wenn  man  jetzt  ß=ar  ,  a  =  ß'  setzte,  so  hätte  man 

I  im  «V+l)(«'+2).-V  +  a--l)  _  1  &<. 
ß'  iß'  +  l)(ß~'  +2)  ...tf'+n-l)  ~  ^  *  P  V 

und  hiermit  zugleich  den  zweiten  Fall  bewältigt,  in  welchem  a  >  ß 
oder  «'  >  j5'  ist. 

Wenn  nun  der  Gränzwerth  des  Produktes 

«(«  +  1)0  +  2)  ....  (a  +  n-1)  fl,_*Sa 
ß(^l)(^2)....TO^l)  '  ^  ^ 
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gesucht  werden  soll,  so  kann  man  zwei  Fälle  unterscheiden,  ob  näm- 
lich a  und  ß  beide  ganze  Zahlen  sind  oder  nicht,  was  zu  folgenden 
Untersuchungen  veranlasst. 

A.    Wenn  für  ganze  positive  u  und  ß  ,  ß  >  a  sein  soll,  so 
kann  men 

ß  =  «  +  £ 

setzen,  wo  £  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet;  da  nun  in  dem  Pro- 
dukte unter  no.  (2)  die  Zahl  n  noch  beliebig  is^,  so  darf  man  dieselbe 
auch  >  machen,  so  dass  a-f-n  —  1  >  a  +  A  wird.  Schreibt  man 

jetzt  das  fragliche  Produkt  in  folgender  Form 

a(a -f  1)  («  p2)  ....  («  +  *—!)((*  -f  fc)  («  ~M  +  1)  ....  («4-  n  —  1) 
(«  +  k)  (a  +  £  + 1) ...         —  1)  (a  +  w)  (a  +  «  +  1) ...  (a-f  n  +  k*~l) '  . 

so  lässt  sich  auf  der  Stelle  eine  bedeutende  Hebung  vornehmen,  bei 
welcher  übrig  bleibt: 

«(«  +  !)(«  +  2) ....(« + 
(<*  +  n)  («  +  »  + 1) ....  («  +  i*  +  k  - 1)'  w 


Da  nun  der  Zähler  gar  fein  «  mehr  enthält  und  blos  aus  /•  constanten 
Faktoren  besteht,  so  folgt,  duss  für  unausgesetzt  wachsende  n  das 
vorliegende  Produkt  sich  der  Gränze  Null  nähert,  indem  diess  schon 
mit  den  einzelnen  Faktoren 

et  a  +  l  a  +  k-1 

der  Fall  ist;  das  Produkt  in  no.  (3)  war  aber  mit  dem  in  no.  (1)  iden- 
tisch, folglich  ist  auch 

Lim  «(«-H)(«  +  2)  —    +  *  — 1)  0 

ß(ß +  l)(ß +  *>).. ..(ß  -f-w-D  "  •  • 

für  ganze  positive  a  und  ß  und  ß  >  a. 

B.  Sind  a  und  ß  nicht  zugleich  ganze  positive  Zahlen,  aber 
doch  wenigstens  rational,  so  kann  man  sie  immer  auf  gleichen  Nenner 
bringen  und  demnach 

a     a  b 
a  =  —  ,  p  =  — 
c  c 

setzen,  worin  a  ,  b  ,  c  ganze  positive  Zahlen  sind  und  wegen  ß  >  er, 
l>  >  a  sein  muss;  das  Produkt  in  no.  (2)  nimmt  dann  die  folgende 
Form  an  : 
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a(a+c)(a-{-2c)....(a+n  —  1  c) 
b(b  +  c)  (6  + 2c) ....  (6  +?7^1  c) 
Nun  fioden  aber  offenbar  nachstehende  Beziehungen  statt: 

a  a 

fr 

a  ^  q  +  2 

a  .  q-f-c  —  1  . 

wobei  blos  der  Satz  angewendet  wird,  dass  ein  ächter  Bruch  wächst, 
wenn  man  seinen  Zähler  und  Nenner  um  gleich  Viel  vermehrt.  Aus 
der  Multiplikation  der  obigen  Relationen,  deren  Anzaht  e  ist,  folgt 
nun  leicht: 

/aV  q(q  +  l)(q  +  2)....(q-f  c— 1)  (~ 
\bj  x  6(6  +  l)(6  +  2)  ....(6  +  c— 1)  w 

und  wenn  wir  filr  a  und  b  der  Reihe  nach  a\  c  und  4  +  c  ,  a  -+  2c 
und  b  +  2c,  u.  s.  f.  bis  q  +  w— 1c  und  6  +  »  — Je  setzen,  so  ist  ferner 


(a  +  e\ 
\b  +  cj 

\b  +  1c) 


V  (g-f  c)ra-f  c  +  l)....(q  +  2c-l), 
(6  +  c)  (6  +  c  +  1) ....  (6  +  2c  - 1) 

•  (q-f  2c)  (q  +  2c  + 1) ....  (q  +  3c— 1) 
S  (6  +  2c)  (b  +  2c  4-  J ) ....  (b  +  3c  —  1) 


V6  +  n  —  icJ  (b+n—h 


(a-\-n — lc)(q-f  n — 1  c  f-l)...(q-f-wc — 1) 


-lc)  (o+k— lc-f-l)...(6+»c— 1) 

Multiplizirt  man  die  Ungleichungen  von  (4)  inclusive  an,  so  erhellt, 
dass  der  Zähler  des  neuen  Produktes  rechts  sämmtliche  in  der  Reihe 

a  ,  a  \  1  ,  a-f-2  ,  ....  q+wc  — 1 

enthaltenen  Zahlen  als  Faktoren  enthält  und  zwar  in  natürlicher  unun- 
terbrochener Folge;  ebenso  enthält  der  Nenner  alle  Zahlen  von  b  bis 
6  +  ftc-l,  und  es  ist 


(a  V  Y  /fl  +  2cy     /q  +  n  —  1  c  V 

\b)  \b+~c)  Kb+to)  "  KJT^ü) 


q(q  +  l)(q  +  2)....(<i+nc— 1) 
N  6(6  +  l)(6  +  2)....(6+«c— 1) 


Digitized  by  Google 


266 

oder  wenn  die  ganze  Zahl  nc  =  m  gesetzt  wird: 


q(q  +  c)  (a  -f  2c) ....  (a  -f  n^lc) 

b  (6 + c)  {b  +  2c) ....  (6 + »r=n:c) 

,  q(q  +  l)(fl  +  2)....(«+;n-l)  j  « 
N  {6(6  +  l)(6  +  2).:..(6+m-l)j 

Wenn  nun  n ,  also  auch  m ,  ins  Unendliche  wächst ,  so  nimmt  das  gros- 
sere der  beiden  obigen  Produkte  bis  zur  Gränze  Null  ab,  weil  in  ihm 
a  ,  b  und  m  ganze  positive  Zahlen  sind  und  b  >  a  ist  (nach  A).  Das- 
selbe muss  um  so  mehr  mit  dem  kleineren  Produkte  der  Fall  sein, 
weil  es  wegen  der  positiven  a  ,  b  und  c  nicht  negativ  werden  kann. 
Wir  haben  also 


Lim  a(fl  +  cHg  +  2c)....(a+>t---lc)  _  q 
b(b  +  c)  (6  +  2c)  ....  (6  +  n—  lc) 

oder  auch 

L,ra/S(iS-fl)^-f2)....^  +  «~l)  -  °'  ß>°  (5) 

für  alle  rationalen  positiven  a  und  ß.  Da  man  irrationale  Grossen  so 
genau,  als  es  nur  verlangt  wird,  durch  rationale  Bruche  darstellen 
kann,  so  darf  man  die  Gültigkeit  der  Gleichung  (5)  auch  für  irratio- 
nale positive  cc  und  ß  behaupten ;  also  gilt  dieselbe  überhaupt  für  alle 
positiven  a  und  ß,  sobald  nur  a  <  ß  ist. 

Nach  der  Bemerkung,  welche  wir  früher  über  den  Fall  a  >  ß 
machten,  findet  sich  nun  sehr  leicht,  dass  das  Produkt  (2)  für  ß  <a 
mit  n  gleichzeitig  über  alle  Gränze  hinaus  zunimmt. 

Gehen  wir  jetzt  in  der  identischen  Gleichung  (1)  zur  Gränze  für 
unendlich  wachsende  n  über,  so  wird: 

Q  —  1  +  jf   r  _«      .        «(«+!)       .  ) 


und  also  die  Reihe  rechts  convergent  für  /3>a;  dagegen  würde  sie 
für  ß  <  a  divergiren ,  weil  dann  die  linke  Seite  der  obigen  Gleichung 
nicht  angebbar  ist.  Eleganter  sieht  das  gefundene  Resultat  in  folgen- 
der Form  aus: 

ß    _ i  ,    «     ■      «(«+!)      ,  ÄJ  ä 

oder  wenn  man  0  —  1  für  0  schreibt,  wo  nun  ß— 1>«  oder  /5>o  +  l 
sein  muss: 


Digitized  by  Google 


267 

ß-1    ,.1        .  "(«+!)  ,«(«  +  !)(«  +  2)  ) 

+^  iS(^  +  l)(^  +  2)  +  -  (ö) 

P  >  «  +  i.  ) 

Dagegen  divergirt  die  vorliegende  Reihe  für  ß  =  weil  sich  dann 

ihre  Glieder  auf  laater  Einheiten  reduziren,  und  ebenso  für  ß  <a  -f  1 , 
wo  sie  die  Einheit  beständig  übersteigen. 

Hieraus  lasst  sich  nun  sogleich  nieder  eine  Convergenzregel  ab- 
leiten, wenn  man  die  Reihe  in  (6)  für  die  früher  mit  /0  ,  /,  ,  t2  ,  .... 
bezeichnete  nimmt.    Es  ist  dann 

t  _  «(«  +  l)(c  +  2)....(«  +  n— J) 
"  ~"  /3 (/? -I- 1) +  2)  ....     +  « — 1>* 
=  «(«~t-l)(«  +  2)....(«+n) 
|3  (/?  +  1)  (/3  +  2)....    +  »)  * 

und  folglich  wird  die  Reihe 

»o  +  »i  +  ***  +  «fc  +  •••» 
eonvergiren ,  wenn  von  einer  gewissen  Stelle  an  der  Quotient 

ist  und  bleibt,  wobei  aber  noch  /3>a-f-l  sein  imiss.  Uiu  diese  zwei 
verschiedenen  Bedingungen  in  eine  einzige  zusammenfassen  zu  können, 
schliessen  wir  weiter  so:  aus  der  vorigen  Ungleichung  folgt  ooch 

und  durch  Subtraktion  von  1  von  beiden  und  Multiplikation  mit  «; 

Je  grösser  n  ist,  desto  grösser  ist  auch  die  rechte  Seite  dieser  Un- 
gleichung, weil  der  Brach  mit  «  wächst;  der  grösste  überhaupt 

mögliche  Werth  derselben  ist  der  Gränzwerth  für  unendlich  wachsende 
n,  nämlich 


Lim 


C(^7-,)"J>^-'" 


uigiuze 


d  by  Google 


268 


die 

der  Convergeoz  0>a  +  l  also  ß-a>  1  ist,  so  erhält 
Die  Keihe 

■ 

"O  +   *i    +   «t   +    «3  +   


erfallt  Ist,  dagegen  divergirt  sie,  wenn  der  genannte  Gränz- 
werth  <1  ist, 

von  dessen  zweiter  Hälfte  man  sich  durch  eine  der  vorigen  völlig  ana- 
loge Betrachtung  überzeugen  wird. 

Um  die  Anwendung  dieses  CVitenums  zu  zeigen,  wallen  wir  zu- 
nächst die  am  Ende  des  vorigen  Paragraphen  betrachtete  Keihe  für 
den  Fall  jr=l,  in  welchem  das  frühere  Kennzeichen  nichts  entschei- 
den wollte;  es  ist  dann 

an        (n  -f»  1) (y  +  n)  _    wy  +  y  +  wa+n 


1 


_(/  +  1—  ct  —  ß)n  -f  y— «ff. 


„   j\       n    .  (y  +  1^«—  ft)n+y  —  «ß_ 


1     r  +  l-«-!»^ 


rjü__iV 


n  « 
folglich 

und  wenn  diess  mehr  als  1  betragen  soll,  so  muss  y—u—ß  positiv 
sein.   Demnach  convergirt  die  Reihe 

i  ■ 1£  i  z^jMSttM  +  ....  (9) 

für  y  >  a  +  /J  und  divergirt  für  y  <«  +  £  j 
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WT«ire  die  Reih© 

yi  +  ^r  +  3^+ ....  (10) 
gegeben,  so  ergiebt  sich  f/o=0,  «i=|^,  v»=^  etc., 

2  i 


■Cäfr-O— «OHT-» 

Betrachtet  man  aber  einen  Ausdruck  von  der  Form 

worin  z  eine  beliebige  positive  Grosse,  m  eine  positive  ganze  Zahl  ist, 
so  übersieht  man  leicht  mit  Hülfe  des  Binomialtheoremes,  dass  er  mit 
m  zugleich  wächst;   das  Nämliche  gilt  von  dem  Ausdrucke 

wenn  p ,  q  und  x  positiv  sind  für  zunehmende  (/.  Ist  nun  q  <  p ,  eo 
kommt  fär  mehr  heraus,  als  für  q<p,  mithin 


und 

(1 +  1-f 

y 

oder  wenn  ^  =  f*  gesetzt  wird,  wo  nun  p>l  ist, 

f  1  +  fix  ,  ,  x  positiv; 

folglich  ist  für  x  =  i 

und  hieraus  erhält  man 
und  folglich 

Lim[n(^-l)]>l,för#i>l. 


uigmze 
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Demnach  convergirt  die  Reihe  (10)  für  ft>l  und  ebenso  leicht  würde 
man  sich  überzeugen,  dass  sie  für  ft<l  divergirt.  Diess  letztere  ist 
auch  noch  der  Fall  für  'fi=l;  denn  schreibt  man  die  Reihe  in  folgen- 
der Gestalt: 


(l7+]8  +s) 


+ 

+  

2  1 

so  ist  der  Inhalt  der  ersten  Parenthese  d.  i.  >Tj  der  der  zwei- 

4  1  8  1 

ten  >      oder  >ij>  der  Inhalt  der  dritten  d.  i.  N-^  ,    der  der 

lß  'i 
vierten  >^  oder  >      u.  s.  f.,  folglich 

>  1  +  2"  +     +  "Jr  +    +  ••••  > 

woraus  sogleich  die  Divergenz  der  fraglichen  Reihe  hervorgeht.  Die 
Reihe  (10)  convergirt  und  divergirt  also,  je  nachdem  ,u  >  1  oder 

fi  5  1  ist. 


§.  50. 

Reihen  mit  positiven  und  negativen 

Die  Betrachtungen  der  vorigen  beiden  Paragraphen  setzten  vor- 
aus, dass  sämmtliche  Glieder  der  Reihe  positiv  seien;  man  kann  sie 
aber  auch  mittelst  eines  sehr  einfachen  Kunstgriffes  auf  Reihen  mit 
solchen  Gliedern  ausdehnen,  die  bald  positiv  bald  negativ  sind.  Wäre 
nämlich 

Mo  —  Mi  +  *%  —  «3  +   0) 

eine  Reihe  der  Art,  in  welcher  i/0  ,  w,  ,  u2  ,  etc.  an  sich  sämmtlich 
positiv  sind,  so  ist  klar,  dass  dieselbe  convergiren  muss,  wenn  diess 
mit  der  folgenden 

19 


uigmze 
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"o  -f  «1  +  «2  +  %  +  

der  Fall  ist,  welche  aus  der  in  (1)  stehenden  dadurch  hervorgeht, 
dass  man  die  in  jener  vorkommenden  Minuszeichen  in  Pluszeichen 
verwandelt.  Denn  wenn  die  Reihe  i/0  -f  ut  -f  v2  etc.  eine  endliche 
Summe  hat,  so  sind  auch  die  Summen  der  Reihen 

«o  +  *2  +  «4  +  «6  +  •— 
und  ni  -f  «3  -f-  mä  +  t/7  -f  .... 

endliche  Grössen  und  folglich  ist  es  auch  ihre  Differenz,  die  aher  nichts 
Anderes  ist,  als  die  Summe  der  Reihe  (l).  Man  kann  daher  von  den 
früher  entwickelten  Kennzeichen,  mittelst  deren  man  die  Convergenz 
oder  Divergenz  der  Reihen  mit  nur  positiven  Gliedern  entscheidet,  auch 
für  Reihen  mit  Gliedern  von  verschiedenen  Vorzeichen  Gebrauch  ma- 
chen ,  sobald  man  von  den  Vorzeichen  der  Glieder  un  und  Un+i  abstra- 
hirt,  oder,  was  das  Nämliche  ist,  sobald  man  die  dort  vorkommenden 
Quotienten 


2Hl  und 


Un  Wnfi 

immer  als  positiv  ansieht. 

Es  giebt  aber  noch  einen  zweiten  Fall,  in  welchem  es  leicht 
ist,  die  Convergenz  oder  Divergenz  einer  Reihe  mit  positiven  und  ne- 
gativen Gliedern  zu  entscheiden.  Findet  nämlich  in  der  gegebenen 
Reihe  ein  bioser  Zeichenwechsel  statt,  so  dass  sie  also  von  der  Form 

«o  —  «i  +  "2  —  «a  +  ... 
ist,  und  weiss  man  schon  im  Voraus,  dass  den  absoluten  Werthen  nach 

«0  >  «1  >  «1  >  «8  j  .... 

und  dass  bei  dieser  beständigen  Abnahme  die  Glieder  kleiner  als  jede 
angebbare  Zahl  werden,  so  muss  die  Reihe  nothwendig  convergiren. 
Denn  stellt  man  sie  in  den  beiden  folgenden  Formen  dar: 

«o  —  wi  +  («2—  Ma)  +  («4  — *'&)  +  »..  (2) 
«o  -  U%—      -f  («3-«4)  +  —  I  (3) 

so  sind  in  no.  (2)  die  Differenzen  ?/2  —  w3  ,  u±  —  ub  etc.  «ämmtlich  po- 
sitiv und  folglich  ist  die  Summe  der  Reihe 

>  wfl  —  ux. 

Ebenso  sind  in  no.  (3)  die  Differenzen  uj — u%  ,  w3  —  ti4  etc.  positive 
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Grössen  und  folglich  ist  der  ganze  Inhalt  der  Parenthese  ebenfalls  po- 
sitiv; demnach  muss  die  Summe  der  Reihe 

<  "o 

sein.  Die  Summe  der  fraglichen  Reihe  ist  also  zwischen  zwei  posi- 
tiven endlichen  Grössen  f/0— und  t/0  enthalten,  folglich  selbst  eine 
endliche  positive  Grösse  und  mithin  convergirt  die  gegebene  Reihe. 

Dieses  Criterium  ist  oft  sehr  leicht  anzuwenden,  weil  man  in 
vielen  Fällen  den  Reihengliedern  ihre  Abnahme  unter  jeden  beliebigen 
Grad  der  Kleinheit  unmittelbar  ansehen  kann.  So  erkennt  man  z.  B. 
die  Reihe 

auf  den  ersten  Blick  als  eine  convergente,  weil  ihre  Summe  mehr  als 
«o — w,  =  1  —  \  und  weniger  als     —  1  beträgt. 


§  51. 

Die  wichtigsten  numerischen  lieihen. 
Wir  haben  früher  gesehen,  dass  die  Gleichung 
F  (*)  =  F(0)  +  |F'(0)  +  ^  F"(0) 

so  lange  besteht,  als  der  Modulus  von  x  unter  dem  kleinsten  von  den- 
jenigen Modulis  liegt,  für  welche  irgend  eine  der  Funktionen  F(x), 
F'  (a?)  ,  F'(x)  etc  unendlich  oder  unstetig  w  ird ,  und  dass  die  Gül- 
tigkeit jener  Gleichung  aufhört,  sobald  der  Modulus  von  x  den  ge- 
dachten Modulus  übersteigt.  Hierbei  drängt  sich  nun  noch  die  Frage 
auf,  ob  man  nicht  unter  Umständen  den  Modulus  von  x  noch  jenem 
Modulus  gleich  nehmen  dürfe,  vorausgesetzt,  dass  das  zugehörige  Ar- 
gument von  x  in  diesem  Falle  einen  gewissen  erst  noch  zu  bestim- 
menden Werth  hat.  Der  Sinn  dieser  Frage  wird  sogleich  deutlicher 
werden,  wenn  wir  ein  bestimmtes  Beispiel  betrachten.  Nehmen  wir  etwa 

F^  =      +  l  '  #=e(cosr  +  V  — 1  sin  t), 
so  wird  F(x)  unstetig  und  unendlich  für  p  =  rc  ,  T=2»  wei'  man  dann 
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erhalt;  die  Gleictinng 

1 


^  -=1+1 


=  A0  +  Ax  x  +  A3x*  -f 


•  •  •  •  % 


e*  +  1 

worin  A0  ,  A^  ,  Az  etc.  zur  Abkürzung  dienen,  gilt  daher  für  jedes 
beliebige  %  nur  dann,  wenn  der  Modulus  q  von  x  weniger  als  % 
beträgt.  Geben  wir  aber  dem  Argumente  r  den  speziellen  Werth  0 
und  nehmen  doch  q  =  ny  so  wird 

FM  =  7FTT' 

also  noch  nicht  unstetig  oder  unendlich  und  es  würde  sich  also  fragen, 
ob  die  obige  Gleichung  nicht  vielleicht  noch  für  dieses  System  von  q 
und  x  Bestand  hat,  wenn  man  auch  o  nicht  >  n  nehmen  darf.  — 
Ebenso  gilt  die  Gleichung 

.  x      xz  x& 

Arctana:  =     —  ^~  '  5"  —  •••• 

nicht  für  x>  1,  weil 

dArctanx  1 


dx  1  -f-  x2 

für  x  =  V" — 1  unendlich  und  unstetig  wird,  folglich  der  Modulus  vod 
x  <  1  bleiben  muss:  setzt  man  aber  x  ss  1,  oder,  was  das  Nämliche 

ist,  o  =  l  ,  t=0,  so  bleiben  Arctanor  und  y— 3  noch  endlich  und 

stetig  und  es  fragt  sich  daher  wieder,  ob  die  für  Arctana:  gefundene 
Reihe  nicht  noch  für  x=l  gilt. 

Diese  Frage  lässt  sich  nun  durch  die  folgende  sehr  einfache  Be- 
trachtung leicht  beantworten.  Es  seien  F(x)  und  <P(x)  zwei  stetige  und 
endliche  Funktionen,  welche  einander  für  x  <  a  identisch  sind;  dann 
hat  man  für  jedes  d,  wie  klein  dasselbe  auch  sein  möge,  F(a  —  S)  z=, 
*(a— <5).  Bleiben  nun  beide  Fuuktionen  F(x)  und  <i>(x)  auch  noch 
für  x=za  stetig  und  endlich,  so  muss  offenbar  auch  F(d)  =  *(a) 
sein,  denn  da  die  Gleichung  F(a — S)  =  <J>(a  — d)  nicht  zu  gelten  auf- 
hört, wie  klein  auch  ö  sein  möge,  so  könnte  nur  dann  F(a)  nicht 
ss  4>(a)  sein,  wenn  eine  dieser  Funktionen  für  x  =  a  eine  Unterbre- 
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chung  der  Stetigkeit  erlitte  oder  für  sich  allein  uuendlich  würde,  was 
aber  der  Voraussetzung  widerspricht.  Man  kann  diesen  Schluss,  auf 
den  hier  Alles  ankommt ,  auch  geometrisch  veranschaulichen.  Denken 
wir  uns  nämlich  yz=F(x)  und  y  =  <I>(x)  als  Gleichungen  zweier  Cur- 
ven, so  werden  sich  wegen  F(x)  =  <P(x)  für  x  ^  a  diese  letzteren 
decken  bis  dicht  vor  derjenigen  Ordinate,  welche  x  =  a  entspricht. 
Sei  in  tig.  17.  OA  =  ft  und  sowohl  F(a)  als  *(a)  eine  endliche  Grösse, 
so  giebt  es  nur  zwei  Fülle,  in  denen  F(a)  nicht  =  *  («)  zu  sein 
braucht  Entweder  nämlich  decken  sich  zwar  die  Curven  auf  dem  gan- 
zen Laufe  von  M  bis  P  und  es  wird  hier  eine  der  Funktionen  diskon- 
tinuirlich,  so  dass  etwa  F(a)  =  AP  =  AQ  wäre;  dann  konnte 

man  allerdings  sagen :  alle  Punkte  auf  der  Strecke  MP  gehören  zwei 
Curven  an,  nur  für  x  =  ä  ist  diess  nicht  mehr  der  Fall,  hier  springen 
die  CurYen,  die  sich  früher  deckten,  auseinander.  Wird  nun  dieser 
Fall  durch  die  Annahme  ausgeschlossen,  dass  weder  F(x)  noch  <P(x) 
für  x  —  a  eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit  erleide,  so  bleibt  blos 
noch  eine  zweite  Möglichkeit,  nämlich  die,  dass  sich  die  Curven  irgend 
wo  vorher  etwa  bei  T  schon  getrennt  hätten.  Diess  würde  aber  der 
Voraussetzung  widersprechen,  dass  sich  die  Curven  »/  =  F  (x)  und 
y=<t>(x)  für  jedes  a?<«  decken.  Denn  wenn  OS  die  Abscisse  ist, 
welche  dem  Trennungspunkte  beider  Curven  entspricht,  so  nehme  man 
zwischen  S  und  A  den  Punkt  R  an  und  setze  OR=xf  so  ist  .r<a 
und  folglich  müssen  sich  die  Curven  der  Voraussetzung  nach  decken; 
diess  würde  aber  in  der  Zeichnung  nicht  der  Fall  sein,  weil  in  ihr  der 
Abscisse  OR  die  beiden  verschiedenen  Ordinaten  RU  und  RV  ent- 
sprechen. 

» 

Der  oben  bewiesene  Satz  lässt  sich  nun  mit  der  grössten  Leich- 
tigkeit für  unsere  Untersuchung  benutzen ,  wenn  lür  F(x)  die  gegebene 
Funktion  und  für  *(ar)  die  Summe  der  Reihe 

F(0)  +  fF(0)  +  ^  F"(0)  +  .... 

genommen  wird.  Ist  nun  schon  F(x)  stetig  und  endlich  für  x—a,  so 
muss  diess  noch  mit  der  Fall  sein,  wenn  F(ä)  =  werden 

soll.  Endlichkeit  von  <l>(a)  ist  aber  nichts  Anderes  als  Convergenz  der 
vorstehenden  Reihe;  ist  diese  vorhanden,  so  bleibt  <t>(x)  auch  stetig 
für  x=a;  denn  im  Falle  des  Gegentheiles  müsste  *(a)  zwei  Werthe 
haben:  Lim  <*>(«— <5)  und  Lim  <Z>(a-f<5),  was  aber  nicht  möglich  ist. 
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weil  4>(a)  die  Summe  einer  convergenten  Reihe  ist  und  eine  solche 
Summe  nur  einen  einzigen  Werth  haben  kann. 

Fassen  wir  nun  alles  Bisherige  zusammen,  so  ergieht  sieh  daraus 
das  folgende  1  heorem  i 

Entwickelt  man  eine  Funktion  F{x)  nach  dem  Mac  Laurin- 
sehen  Theoreme  in  die  Reihe 

t\x)  *>  F(fH  +  **"(0)  +  ^  f"(0)  +  .... 

und  setzt  ganz  allgemein 

x  =  p(cost  +  V— I  sinr), 

so  besteht  die  obige  Gleichung  unter  folgenden  Bedingungen: 
ist  r  der  kleinste  unter  den  Modulis,  filr  welche  irgend  eine 
der  Funktionen  F(x)  ,  F'  (x)  ,  F"  (r)  etc.  aufhört  stetig  und 
endlich  zu  sein,  so  nimmt  man  entweder  q  \  r  und  dann  ist 
r  ganz  beliebig,  oder  g  =  r  und  wählt  x  so,  dass  F(x)  für 
dieses  System  von  Werthen  noch  stetig  und  endlich  bleibt, 
zugleich  aber  die  Reihe  noch  convergirt.  Für  p>r  gilt  die 
Funktion  der  Reihe  nicht  mehr  gleich. 

Im  ersten  Falle  also  kennt  man  a  priori  die  Convergenz  der  Mac 
Laurin  sehen  Reihe,  im  zweiten  muss  man  dieselbe  a  posteriori  erst 
entscheiden,  wozu  die  in  den  beiden  vorigen  Paragraphen  entwickelten 
Regeln  dienen.    Wir  wollen  diess  auf  einige  Beispiele  auwenden, 

I.    Die  Binomialformel 

.   (1  +  *)* 


(i) 


gilt,  wie  wir  bereits  wissen,  so  lange,  als  der  Modulus  von  x>  d.  h. 
bei  reellen  x  der  absolute  Werth  von  x,  unter  der  Einheit  liegt;  es 
entsteht  daher  noch  die  Frage,  wie  weit  dieselbe  für  x  =  -f  1  oder 
x  ss  —  1  gilt.    Diess  giebt  folgende  Untersuchung. 

1.    Für  x  =  -f-  1  wird  die  fragliche  Reihe  : 

l  +  E+£(!^  +  ^-V(*-V  +  ....  © 

und  die  linke  Seite  bleibt  bei  beliebigen  p  immer  noch  eine  endliche 
und  stetige  Funktion  für  x  =  + 1 ;  damit  also  noch  eine  Gleichung 
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«wischen  beiden  bestehe,  ist  bios  noch  Convergenz  der  Reibe  (2)  nü- 
thig.  Diese  entscheidet  sich  leicht,  wenn  man  die  Fälle  eines  positi- 
ven oder  negativen  u  besonders  betrachtet. 

Für  ein  positives  u  nämlich  giebt  es  immer  zwei  ganze  positive 
Zahlen  m  —  1  und  m,  zwischen  denen  fx  enthalten  ist,  so  dass  f* — 
(m  —  1)  noch  positiv  ausfällt,  dagegen  ft  —  m  negativ  wird.  Betrachten 
wir  nun  das  mte,  (m-f  l)te,  (ro  +  2)te  u.  s.  f.  Glied  der  Reihe  (2) 
nämlich 

fc-lXtt  —  2)...(ft— m-f  1) 
1.2.3...m 

(^i)(ft-2)...(r^i)(|t-»') 

1 .2.3...m(w  +  l) 

(ja — 1)  ...  (<*-  m  +  1)  fr -  m)  fr  - m  - 1) 

1.2.3...m(m  +  l)(m  +  2) 
u.  s.  ir. 

so  ist  das  erste  derselben  uoch  positiv,  das  zweite  negativ,  weil  es 
den  negativen  Faktor  fi — m  enthält,  das  dritte  positiv  wegen  der  zwei 
negativen  Faktoren  p —  m  ,  (i  —  (m —  1),  das  vierte  wurde  durch  seine 
drei  negativen  Faktoren  wieder  negativ  werden  u.  s.  f.  Man  kann  also 
die  Reihe  (2)  in  folgender  Form  darstellen: 

1  +  I  +     1.2      +        +       1.2...  (m-1) 

.  f*fr— D...  fr-w  +  1)  n       im  — (m— fi) (m  — fi+1)^  »  ß\ 

+   1.2..  m   U      ^+1+     (m  +  l)(«  +  SÖ" 

» 

und  in  dieser  erkennt  man  leicht  die  Convergenz  der  eingeklammerten 
Reihe.   Da  nämlich  Grössen  von  der  Form 

«      a(a+l)     a(a+l)fr  +  2) 

f  '  '  0GS  +  l)(/S  +  2)  '  - 

eine  bis  zur  Null  hin* abnehmende  Reihe  bilden;  sobald  nur  ß  >  «  ist, 
so  folgt  für  ß  =  m  +  1  ,  a  =  wi  —  f* ,  dass  die  Glieder  der  oben  in 
Parenthese  stehenden  Reihe  unter  jeden  beliebigen  Grad  der  Kleinheit 
herabkommen ,  wenn  man  nur  weit  genug  geht.  Die  Reihe  in  (3)  d.h. 
die  in  (2)  convergirt  demnach  für  jedes  positive  fi. 

Wäre  dagegen  p  negativ  etwa  ja=— v,  so  geht  die  Reihe  (2)  in 
die  folgende  über: 
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I      v  ,_  v(v  -f 1)      v(v  +  l)(v-f  2)  , 

^  ~r+  ~i        nr.3    +  *• 
» 

und  da  liier  Zeichen  Wechsel  stattfindet,  so  ist  zur  Convergenz  nur  noch 
unbegräuzte  Abnahme  der  Glieder  nüthig.  Diese  ist  nach  dem  so  eben 

angefahrten  Satze  nur  für  l>v  möglich,  während  für  v  ^  1  eine  Di- 
vergenz der  vorstehenden  Reihe  eintreten  würde.  Es  muss  also  v  <  1 
d.  i.  — ft<l  oder  fi  >  —  1  sein.  Die  Reihe  (2)  convergirt  demnach 
unter  der  Bedingung  x  >  f*>  — 1. 

2.  Für  x  =  -1  bleibt  die  Funktion  (1+«)/*  nur  dann  stetig 
und  endlich,  wenn  \l  positiv  ist;  wir  müssen  also  den  Fall  negativer 
fi  gleich  ausschliessen.    Die  Reihe  geht  über  in: 

1  T     1.2  1.2.3         T      '  V  ' 

und  wenn  wie  früher  ft  zwischen  m— 1  und  wi  enthalten  ist,  so  kann 
man  dafür  schreiben: 

indem  man  eine  der  vorigen  ganz  analoge  Betrachtung  anwendet.  Die 
hier  eingeklammerte  Reihe  convergirt  aber ,  deun  wenn  man  sie  mit 
der  folgenden 

vergleicht,  so  findet  man,  das«  die  Bedingung  ß  >«  + 1  erfüllt  ist,  mit- 
hin convergirt  auch  die  Reihe  (5)  d.  h.  die  in  no.  (4).  Wollte  man 
dagegen  in  no.  (4)  fi= — v  setzen ,  so  würde  man  finden,  dass  die  ent- 
stehende Reihe  für  jedes  v  divergirt,  was  sich  auch  im  Voraus  erwar- 
ten Hess.  • 

Fassen  wir  nun  die  unter  L  und  2.  gefundenen  Resultate  zusam- 
men, so  ergiebt  sich  Folgendes:  die  Gleichung 

(1  +  *P 


Digitized  by  Google 


278 

gilt  so  lange  1  >  x  >  —  1  ist  für  jedes  ja ;  nimmt  man  aber  x  =  +  1, 
so  muss  oe  >  ft  >  —  1  und  für  x  =  —  1  ,  oo  >  p  ^  0  sein. 

Ganz  ebenso  kann  man  mit  den  allgemeineren  Reihen  (7)  und  (8) 
in  §.  42.  verfahren  ,  worin  g  <  1  sein  muss.  Für  q  =  1  gehen  die 
Funktionen  auf  der  linken  Seite  über  in 

(2cosit)  //cos  (ft  Arctan(tan  \  r)), 

( 2  cos  \  ry*  sin  ( ft  Arctan  ( tan  i  t  ) ) , 

welche  stetig  und  endlich  bleiben  für  alle  p,  so  lange  t  <  ?r  ist.  Denn 

für  r=7r  also  ^r  =  ?  ändert  sich  tan  ir  unstetig,  indem  hier  die  bei- 

2       2  2 

den  Werthe  Lim  tan  (  -  —  d)  =  +  x  und  Lim  tan  +  ■)  =  —  30 
eintreten;  demnach  hat  Arctan  (tan^)  die  beiden  Werthe  Arctan  (-foo) 

=  +     und  Arctan  (— x)  = —  4p  und  folglich  werden  die  beiden  obigen 

Funktionen  für  t  =  n  unstetig ;  dagegen  bleiben  sie  für  n  >  t  >  —  n 
immer  stetig  und  endlich,  weil  der  erste  Faktor  selbst  für  negative  ft 
unter  der  angegebenen  Bedingung  nicht  unendlich  wird.  Was  nun 
noch  die  Reihen 

l  +  £  cos  x  +fii^=l)cos2T  +  .... 

und 

t  sin  r  +  sio2r  +  .... 

anbetrifft,  so  ist  klar,  dass  dieselben  convergiren  müssen,  wenn  die 
folgende 

1  +  r  +  — j-2  + 

convergirt,  was  für  oo  >  ju  >  —  1  der  Fall  ist.    Berücksichtigt  man  noch, 

1  1 

dass  für  7t  >  t>  —  n  ,  Arctan  (tan^  r)  =^  t  ist,  so  ergiebt  sich  jetzt 

( 2  cos  i  t  )  f*  cos  r 
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=  1  +  £  co*  .  +  tifeH  cos  2t  +  *& 't--^;^  co«  3r  +  ... 

(2cos-i  r).a  sin  J  t 

00  >ft>—  1,jt>t>  —  ». 

Was  für  unrichtige  Resultate  für  x  >  n  herauskommen ,  kann  man  leicht 
an  einzelnen  Beispielen  sehen.  So  gäbe  die  zweite  Gleichung  für 
t  =  2jt, 

(  — 2)"sin^  =  0, 

was  ganz  falsch  ist,  da  #t  u.  A.  einen  beliebigen  ächten  Bruch  bedeu- 
ten kann. 

> 

II.    In  den  Gleichungen  (9)  und  (10)  des  §.  42.,  welche  für  p<l 
gelten,  stehen  für  o  =  l  auf  der  linken  Seite  die  Funktionen 

i/(2cosit)2  und  Arctan(tan  «t), 

die  für  n  >  x  >—  n  stetig  und  endlich  bleiben,  während  für  %~  n 
die  erste  unendlich  und  die  zweite  unstetig  wird.  Da  ferner  leicht  er- 
hellt, dass  die  Reihen 

j-cost  —  icos2T+tcos3T—  ... 

und 

j  sin  t  —  ff  sin  -r  +  ^  «in  3t  — ... 

immer  convergiren,  so  ergiebt  sich  jetzt 

/(2cos-i-  t)  =  yCost  —  i-cos2r-|-i.co8  3T— ... 

-i  t=  1-  sin  x — ^-sin2r-J-4-8»n3T —  #  _  _ 
2        1  2  3 

n  >  x  >  —  n. 

FürT=^  erhält  man  aus  der  zweiten  Reihe  das  bemerkenswerthe  Re- 
sultat 

4  n  =  l  "3  +  5  ""7  + 
auf  welches  wir  gleich  nachher  zurückkommen  werden. 
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III.  Berücksichtigt  man,  dass  die  Funktion  Arcsin.T  für  ar=l 
noch  stetig  und  endlich,  zugleich  auch  die  Reihe 

x    .    1  tf3     1.3   ;rö      1.3.5  x7 
T  +  2  3      O"  5"  +  270 '  7  + 

für  den  nämlichen  Werth  von  x  noch  convergent  bleibt*),  so  erkennt 
man,  dass  die  Gleichung  (1)  in  §.  46.  noch  für  x=l  Bestand  hat; 
diess  giebt  eine  Reihe  zur  Berechnung  der  Ludolph'schen  Zahl  nämlich  : 

*      ,  ,   1    1   ,1.3   1    ,  1.3.5    1  , 
2-A  +  I-3  +  0'5+2X6,7  +  — 

die  aber  ihrer  schwachen  Convergenz  wegen  nur  eine  sehr  langsame 
Annäherung  darbietet. 

IV.  Da  die  Funktion  Arctana:  für  x=l  noch  stetig  und  end- 
lich bleibt  und  die  Reihe 

X       X3   ,   x5       X7  . 

1       3  +  5~  ~~  7~  + 
für  x=l  noch  convergirt,  so  hat  man  gemäss  der  Formel  (4)  in  §.  46. 

•  T~       3  +  "5  ~  *• 
oder  auch  durch  Vereinigung  zweier  Glieder 

8  ~1.3  +  6\7  +  9li  + 


*)    Es  Ut  nämlich  durch  Verglciehung  mit  w0  +  "i+«»+ 

1.3. 5. ..(2/1—  1)       1  1 .3. 5...  (2714-1)  1 

*»  = — 5  4  a  7SSi     *  öTTTT  »  w»+»  * 


2.4.6. ..(2/0       2/14-1'    WT'      2.4.6...  (2«4- 2)  2//+3 
7/n  (2/1 4- 2)  (2/1 4-  3)  6/7-4-5 

tt„+1        ~        (2/7  4/1)*  (2/1  +  1)«' 

6  ,  5 

,    Kn  g         6/74-5  1         T  g 

w^i/„+1   i;-2/i+r  2»  +  i-    i-  t 

TS  « 

und  folglich  nach  §.  49.  die  Reihe  eine  convergente. 
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Aber  auch  diese  Reibe  convergirt  für  die  praktische  Berechnung  viel 
zu  langsam;  denn  bezeichnen  wir  die  Glieder  der  Reihe  nach  mit  ult 
1/..  ,  u ,  etc. ,  so  ist 

1 


Mji  = 


(4w-3)(4m— 1) 


und  wenn  man  also  so  weit  geben  wollte,  dass  un  keinen  Einfluss  auf 

l 

107 


die  7te  Dezimalstelle  haben  sollte,  so  müsste  wn<=^rsein  oder 


(4»-3)(4n—  1)  >  10r. 
Durch  Auflösung  dieser  quadratischen  Ungleichung  findet  man  w  >  750, 

so  dass  also  über  750  Glieder  zu  addiren  wären ,  wenn  mau  —  nur  auf 

o 

7  Dezimalen  berechnen  wollte. 

Besser  kommt  man  dagegen  mit  Hülfe  der  Formel  (6)  in  §.  46. 
zum  Ziele,  wenn  man  nämlich  die  beliebigen  Brüche  a  und  ß  so  wählt, 
dass 

P±  =  1  mithin  Arctan  «±£  =  * 
1—  aß  I— aß  4 

ist.  Diess  kann  sehr  leicht  geschehen,  wenn  man  die  erste  dieser 
Gleichungen  nach  ß  auflöst,  wodurch 

ß  =  r+-° 

wird  und  folglich  ß  immer  ächt  gebrochen  ausfällt ,  sobald  man  «  <  1 
nimmt.  So  ergiebt  sich  z.  ß.  für  «=tj,/S=|  und  mithin  vermöge 
der  Formel  (6) 

*      ]  11 

4  "1.2     3.2»  +  5.2»  " 

,1  1,1 

wonach  die  Berechnung  von  n  sehr  leicht  ist. 
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52. 

Das  Theorem  von  Taylor  für  Funktionen  mehrerer  l'nn'tihlrn. 


So  wie  am  Ende  des  §.  35.  das  Taylor  sehe  Theorem  aus  den 
Mac  Laurinschen  abgeleitet  wurde,  so  ist  es  auch  sehr  leicht,  die  Be- 
dingungen, unter  welchen  jenes  besteht,  aus  denen  zn  entwickeln, 
welche  für  die  Gültigkeit  dieses  letzteren  hinreichend  und  nothwendig 
sind.  Man  wird  sich  nämlich  sehr  leicht  überzeugen,  dass  wenn  r  den 
Modulus  Ton  x,  p  den  Ton  //  und  rt  den  kleinsten  der  Moduli  bezeich- 
net, für  welche  irgend  eine  der  Funktionen  F(.r)  ,  F'(x)  ,  F*(x)  etc. 
unstetig  oder  uoendlich  wird,  der  Modulus  von  A  iwischen  denen  von 
r  und  rx  liegen  muss,  wenn  die  Gleichung 

F(*  +  A)  =  F(*)-f-*  *"<*)  +  Y3  **(*)  +  ... 

gelten  soll.  —  Es  ist  auch  nicht  schwer,  diese  Gleichung  auf  Funk- 
tionen mehrerer  Variablen  auszudehnen.  Sehen  wir  z.  B.  in  der  Funk- 
tion F(x,y)  vorerst  y  als  constant  an,  so  können  wir  nach  dem  Obigen 

setzen ,  wobei  sä'mmtliche  Differenzialquotienten  partielle  sind.  Lassen 
wir  jetzt  y  um  k  wachsen,  so  ist  auf  jedes  Glied  der  rechten  Seite 
der  Taylorsche  Satz  selbst  wieder  anwendbar,  wodurch  man  unter  der 
Bemerkung,  dass  überhaupt 

dm[d«F(x,y)) 

j      da»       >     }  d^fix^y) 
dym  dym  dxn 

ist,  sehr  leicht  die  folgende  Gleichung  erhält: 

Fi,    ,  i     .  ,v     r,      N  .  k  dF(xyy)  ,  lc*iPF(x,y)  , 
F(x-rh,y+U)  =  F(x,y)+  f — +  O  <fr* 

h  j  dF(x,y)  ,   k  <PF{xty)      k*  d*F(x,y)  \ 

+  r  I  —dx—+  r  dydx  +L2  d*ßdx  +  -( 

\d*F(x,y)     /cd3F(x.y)     Pd*F(x,y)  | 
+  1.2  I     23     +  1    dydx*   TI3  d^rf**  T"  i 

+  ,  

Nimmt  man  hier  die  Glieder  diagonalweis  zusammen,  so  ergiebt  sich 
auch 
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Aa  <«Tfr,y)        k  d2F{xty)     k2  ggggrt 
*  1.2  T  1  1     dxdy  1.2 

Ä3    <PF(x9y)  ,  A2  A  rf3F(.r,y)  ,  h  k2  d*F(x,y)  ,     A3  </3F(.r,;y) 
T33     r/*3     +  1.21    dx2dy    + 1  1.2   rf* tfi/*  +  1X3     rfy3  ' 

Bezeichnet  man  die  einzelnen  Horizontalreihen  kurz  mit  ux  ,  i/2  ,  «3 
etc.,  setzt  also 

F(x  +  h  ,  y  +  A)  =  F(* ,  y)  +  ti,  +  w2  + 1/3  +  . . . 

so  ist  überhaupt  für  ein  ganzes  positives  n 

A"  d*F(x,y)  }       A"-1       k  d^Fjx  ,y) 
Mn     1.2..»  +  1.2..(n— 1)  F  f/x»-1  dy 


Aa  d»F(x,y)  ,  A"  d"F(x,*n 

l,2rfx»-W+""  +  TT2Tn      rfa»  ' 


1.2..(w— 2)  1*2  da—W  T         '  TT2^n 
Denkt  man  sich  auf  der  rechten  Seite  als  gemeinschaftlichen  Faktor 
die  (i rosse 

 l_  

1.2.3. .  (n-1)» 

abgesondert»  so  erhalten  die  in  der  so  herbeigeführten  Parenthese  ste- 
henden Differentialquotienten  die  folgenden  Coeffizienten 

1     n-„      "(»-*)--     »(n-1)  («-2)  _ 

1  ,q-»i  ,  — j-^  "*  .  jt^ttj   w3  •  etc' 

und  folglich  ist 

und  mithin  nach  dem  früheren 

+  *  *  +  *)  -      *)  +  \  j  A  +  k  j 

+    »  { »  +  2  £*^4Ä>  kk  +  Äfl)  *i  I 
1   1.2  (     eta2  </x</y  %2  I 

1  j  ^,3»  A. + 3  «ggfeg  in+z  *£m  u*+        *•  i 

1   1/2.3  I     OUT1  dx2dy  dxdy2  dy*  ) 

und  hier  muss  nun  die  Funktion  F(xty)  in  Bezug  auf  x  sowohl  als 
auf  y  die  Bedingungen  erfüllen,  welche  früher  blos  in  Beziehung  auf 
x  allein  nüthig  waren. 
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In  ganz  ähnlicher  Weise  liesse  sich  das  Taylorsche  Theorem 
auch  auf  Funktionen  von  drei,  vier  etc.  Variahelen  ausdehnen,  doch 
sind  alle  diese  Formeln  wegen  ihrer  complizirten  Gestalt  nur  von  be- 
schränkter Anwendung. 


Cap.  IX.    Das  Theorem  von  Lagrange. 

§.  53. 

Kennzeichen  für  die  Eniwickelbarkeit  impliziter  Funktionen. 

Die  Theoreme  von  Taylor  und  Mac  Laurin  setzen  voraus,  dass 
die  Funktion  F(x)  oder  F(x-\-h),  welche  in  eine  Reihe  verwandelt 
werden  soll,  eine  völlig  bekannte  oder  entwickelte  (explizite)  sei  und 
zeigen  in  diesem  Falle  die  zur  Entwickelüng  nöthigen  Rechnungsope- 
ratiouen ;  aber  eben  diese  Operationen  würden  sich ,  wenigstens  unmit- 
telbar, gar  nicht  ausführen  lassen,  wenn  die  zu  entwickelnde  Funktion 
ihrer  Form  nach  unbekannt  und  nur  eine  Bedingungsgleichung  gegeben 
wäre,  welche  dieselbe  erfüllen  soll.  Es  entsteht  daher  die  Frage, 
durch  welche  Mittel  eine  solche  implizite  Funktion  einer  Variahelen  in 
eine  Reihe,  welche  nach  steigenden  Potenzen  der  letzteren  fortschrei- 
tet, verwandelt  werden  könnte.  Denken  wir  uns  z.  B.  zwischen  den 
Grössen  x  und  y  eine  Gleichung  wie 

*(*,y)  =  o  (i) 

gegeben ,  so  ist  offenbar  y  eine  gewisse  erst  noch  zu  entwickelnde 
Funktion  von  x  etwa  y  =  (p(x),  die  sich  vielleicht  auch  in  eine  Reihe 
von  der  Form 

<p  (x)  =r  A  +  Bx  +  Gr»  +  . . . 

verwandeln  Hesse;  es  würde  nur  darauf  ankommen,  die  Grössen  A  ,  B, 
C  etc.  zu  bestimmen.  Noch  allgemeiner  wird  die  Aufgabe,  wenn  man 
nicht  y  selbst,  sondern  eine  gegebene  Funktion  F(y)  =  F [<p (x)  ]  ver- 
wandelt wissen  wollte.  Der  zunächst  liegende  Gedanke  wäre  nun,  die 
Gleichung  (1)  vorerst  aufzulösen  und  auf  die  so  entwickelte  Funktion 
y=zq>(x)  das  Mac  Laurinsche  Theorem  anzuwenden,  aber  diess  ist 
auch  gerade  der  nur  selten  verfolgbare  Weg,  weil  die  allgemeine  Auf- 
lösung eben  jener  Gleichung  ganz  unmöglich  wird,  sobald  darin  x  und 
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y  als  höhere  Potenzen  oder  in  nicht  algebraischer  Form  erscheinen. 
Man  muss  sich  daher  nach  einer  von  dieser  Schwierigkeit  freien  Me- 
thode umsehen,  und  wenn  sich  eine  solche  finden  lässt,  so  hat  man 
darin  umgekehrt  ein  Mittel,  um  dergleichen  unauflösbare  Gleichungen 
wie  (1)  durch  Reihen  aufzulösen,  in  so  fern  man  nämlich  wenigstens 
eine  ihrer  Wurzeln  in  eine  Reihe  verwandeln  kann.  Bevor  wir  uns 
aber  nach  einer  solchen  Methode  umsehen,  müssen  wir  zuerst  die  Be- 
dingungen aufsuchen ,  unter  welchen  das  Problem  selbst  nur  überhaupt 
lösbar  ist  und  hierzu  dienen  die  folgenden  Betrachtungen. 

Um  einen  bestimmten  Fall  vor  Augen  zu  haben,  nehmen  wir  an, 

es  sei 

<P(x,p)  =  y-xf(y)  —  0  (2) 

und  darin  f(y)  eine  bekannte  (explizite)  Funktion  von  y  allein,  welche  für 
y=0  weder  NuU  noch  unendlich  gross  w  ird  und  auch  immer  stetig 
bleibt.  Obgleich  man  nun  nicht  weiss,  welche  Form  hier  y  als  Funk- 
tion von  x  gedacht  haben  wird,  so  ist  es  doch  nicht  schwer,  die  suc- 
cessiven  Differentialquotienten  von  y  in  Bezug  auf  x  zu  entwickeln; 
durch  Anwendung  des  Satzes: 

d&(x,y) 

für  =  0  ist  *  = 

9  dx     d<P  (x,y) 

dy 

erhalt  man  nämlich  in  unserem  Falle  sehr  leicht 


dx      \-xf(x)  W 

Oifferenzirt  man  diess  mehrmals  nach  x,  so  findet  man  für  g^,—^, 

etc.  Brüche,  deren  Zähler  theils  x,  theils  f(y)  ,  f  (y)  ,  f'(y)  etc.  ent- 
halten und  deren  Nenner  aus  ganzen  Potenzen  von  1 — xf'ty)  beste- 
hen. Sind  nun  f(y)  ,  f'(y)  »  f'iy)  etc.  durchweg  stetige  Funktionen 
von  y  (öderer),  so  ändern  sich  auch  jene  Zähler  und  Nenner  stetig; 
wenn  aber  die  Quotienten  keine  Unterbrechung  der  Continuität  erleiden 
oder  unendlich  werden  sollen,  so  darf  keiner  der  Nenner  in  Null  uber- 
gehen, was  für 

1  -  sfty  =  0  (4) 

der  Fall  sein  würde.  Nennen  wir  £o  »  Ii »  e*c«  die  nach  ihrer  Grosse 
aufsteigend  geordneten  Werthe  von  x,  welche  den  Bedingungen  (2)  und 
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(4)  gleichzeitig  genügen,  so  ist  klar,  dass  die  Differenz  \—xf(y)  von 
Null  verschieden  bleibt,  wenn  .r  <  £0,  oder  >  fe,  und  <  oder>  |2  und 
<  |a  etc.  ist.  Aus  diesem  Allen  zusammen  folgt  nun,  dass  die  Diffenzial- 


dz  *  da:'2  *  fix3 


stetig  Und  endlich  bleiben,  wenn 

oder  oder  &  <*<£2  etc. 

ist.  Das  Nämliche  findet  auch  mit  der  Funktion  y  selbst  statt,  weil 
aus  der  Stetigkeit  und  Endlichkeit  von        die  von  y  folgt. 

Unter  den  Wurzeln  der  Gleichung  (2)  d.  h.  unter  den  verschie- 
denen Funktionen  y  —  y(x)>  welche  derselben  genügen  können,  giebt 
es  nun  offenbar  eine,  welche  mit  x  zugleich  verschwindet,  und  diese 
möge  die  kleinste  beissen;  lassen  wir  daher  x  das  Intervall  x  =  0  bis 
x=io  durchlaufen,  so  bleiben  innerhalb  desselben  die  Funktionen  y, 

9        ,  etc.  stetig  und  endlich  und  folglich  las  st  sich  die 

kleinste  Wurzel  y  in  eine  nach  steigenden  Potenzen  von 
x  fortgehende  Reihe  verwandeln,  sobald  der  Modules 
von  x  weniger  als  der  von  £o  beträgt.  Die  Grosse  £  ist  aber 
nicht  schwer  zu  finden,  weil  sie  den  Gleichungen  (2)  und  (4)  zugleich 
genügen  muss ;  man  hat  nämlich : 

x  m  (f   und  *  »  ^  (5) 

folglich  durch  Elimination  von  x 

Die  letzte  Gleichung  enthält  nur  y  und  ist  also  eine  blos  numerische; 
aus  ihr  erhält  man  für  y  gewisse  Werth e  (Wurzeln),  die  wir  mit  ifo 
Vi  >  %  »  •  •  •  bezeichnen.  Die  Gleichungen  (5)  geben  dann  ebensoviel 
Werthe  für  x,  die  ,  &  ,  etc.  heissen  mögen,  wenn  sie  so  geordnet 
sind,  dass      <  Ii  <  1%  etc.  ist. 

Um  das  Vorhergehende  -  den  Grundpfeiler  der  ganzen  Unter- 
suchung —  an  einem  Beispiele  zu  erläutern,  sei  f(y)  =  ^  y2  -f  y  +  1 
also  diejenige  Funktion  y  in  eine  Reihe  zu  verwandeln,  welche  der 
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y  -  *  (\y2  +  y  +  i)  =  o  (?) 

Genöge  leistet.  Hier  bat  man  zur  Bestimmung  der  rj  gemäss  Formel  (6) 

woraus  für  y  die  beiden  Werthe 

Vo  =  +  ^2  ,  ffi  =  -  V~2 

folgen.    Da  nun  nach  no.  (5)  a:  =  sein  muss,  so   erhalten  wir 

V  + 1 

für  ar  die  Werthe 

&  =  l+Vf  =  V^~1  .  I,  =  =  -(V2  +  1). 

Da  nun  hier  der  Modulus  (absolute  Werth)  von  £0  weniger  als  der  vod 
|,  beträgt ,  so  ist  die  kleinste  Wurzel  der  Gleichung  (7)  für  diejenigen 
x  in  eine  Reihe  verwandelbar,  deren  Modulus  <  VIF— 1  ist.  Die« 
lässt  sich  auch  leicht  direkt  nachweisen ;  aus  (7)  folgt  nämlich 

Die  kleinere  Wurzel  ist  hie? 

y  =  l~~x  —  v  l—**—x2i 

X 

von  welcher  man  leicht  nachweisen  kann,  dass  sie  für  #=0  sich  an- 
nuliert.   Will  man  nun  auf  die  Quadratwurzel  im  Zähler  die  Formel 

i  >  *  >  -i 

anwenden,  so  muss  der  absolute  Werth  von  2ar  +  x2  weniger  als  l 
betragen,  woraus  wieder  x  <  VS—  1  folgt  wie  oben. 

Nennen  wir  jetzt  y1  die  kleinste  Wurzel  der  Gleichung 

y  -  xf(y)  =  0, 

so  können  wir  setzen 

y-xf(y)  =  (y-ar')^(y),  (8) 
wo  y(y)  eine  neue  Funktion  von  y  bedeutet,  von  der  wir  zwar  nicht 
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die  Form ,  aber  wenigsten*  einige  Eigenschaften  angeben  können.  Den- 
ken wir  »iiiK  nämlich  in  der  vorstehenden  Gleichung  y  als  willkflhrliche 
Veränderliche,  so  erhellt  auf  der  Stelle,  dass  wegen  der  Continuität 
and  Endlichkeit  von  f(y)  die  Funktion 

weder  unstetig  noch  unendlich  wird,  so  lange  y  von  y'  verschieden 
bleibt,  und  das  Nämliche  gilt  von  den  Differenzialquotienten  derselben; 
ebenso  leicht  überzeugt  man  sich,  dass  für  y  =  0  die  fragliche  Funk- 
tion weder  verschwindet  noch  unendlich  wird.  Nimmt  man  ferner  die 
Logarithmen  der  Gleichung  (8),  nachdem  man  sie  in  folgender  Form 

l-*ÖÖ«a<l 
geschrieben  hat,  so  ergiebt  sich  leicht 

_  l[\-JM\  =  - /(i  -J)-  *<9),  (9) 

und  da  tf/  (y)  für  y  =  0  weder  Null  noch  unendlich  wurde ,  so  wird 
ty(y)  für  ?/  =  0  nicht  unendlich  und  bleibt  wegen  der  Stetigkeit  von 
^  (jj)  >  >  V    ]  t  etc»  ebenfalls  sammt  seinen  Differenzialquotien- 

ten stetig.    Hieraus  folgt,  dass  tty(y)  sich  in  eine  Reihe  von  der  Form 

ty(y)  =  00  +  6,3,+ 62y*+  ...  (10) 

verwandeln  lassen  muss,  wenigstens  innerhalb  eines  gewissen  Inter- 
valles  für  y.  Da  ferner  in  (9)  y'  die  mit  x  gleichzeitig  verschwindende 
Wurzel  der  Gleichung  y  —  xf(y)  =  0  bedeutet,  während  die  anderen 
Wurzeln  y  für  x  =  0  im  Allgemeinen  nicht  verschwinden,  so  nähert 

sich  der  Quotient  2_  für  abnehmende  x  der  Gränze  Null,  woraus  folgt, 

V 

dass  wenigstens  innerhalb  eines  kleinen  Intervalles  (in  Bezug  auf  x) 
y  x  y'  sein  muss,  so  dass  also  die  Gleichung 

-«-£-rM(*)'+K*),  +  " 

gilt.   Es  wird  also  nach  no.  (10) 

+  [*o  +  0,y  +  62^  +  bzy>+  ...J  (11) 

20* 
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Auf  der  rechten  Seite  lässt  sich  nun  y1  (aber  nicht  y)  unter  gewissen 
Bedingungen ,  die  wir  vorhin  kennen  lernten ,  in  eine  nach  Potenzen 
von  x  fortschreitende  Reihe  verwandeln,  und  das  .Nämliche  gilt  auch 
von  y'm  ,  >/'■  etc.,  weil  diese  letzteren  Funktionen  unter  den  nämlichen 
Bedingungen  stetig  und  endlich  bleiben  wie  y' .  Denkt  man  sich  diese 
Verwandlungen  ausgeführt  und  hieraus  diejenigen  Glieder  zusammen* 
genommen,  die  gleiche  Potenzen  von  x  zu  Faktoren  haben,  so  folgt, 
dass  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (11)  in  eine  nach  steigenden  Po- 
tenzen von  x  fortschreitende  Reihe  verwandelt  werden  kann,  wobei 
die  Coeffizienten  dieser  Potenzen  theils  positive  theils  negative  Poten 
zen  von  y  enthalten.  Was  aber  von  der  einen  Seite  einer  identischen 
Gleichung  gilt,  muss  auch  von  der  anderen  gelten  und  mithin  muss 
sich  auch  die  linke  Seite  der  Gleichung  (11)  in  eine  gleiche  Reihe  ent- 
wickeln lassen,  wobei  das  folgende  Resultat  zum  Vorschein  kommt: 

y  "l    y*'  fVV  +  ,M 

in  welchem  nur  die  Anordnung  die  umgekehrte  ist. 

§•  M. 

Reihe  nenl  wich  eluna  für  imnlizite  Funktionen. 

Da  die  Funktion  f(y)  nebst  ihren  Differenzialquotienten  als  ste- 
tig und  endlich  vorausgesetzt  wurde,  so  ist  auf  dieselbe  das  Mac  Lau- 
rin'sche  Theorem  anwendbar,  und  das  Nämliche  gilt  vom  [f(y)]*  > 
[f(y)Y  etc.    Bezeichnen  wir  zur  Abkürzung  f(y)  mit  Y  und  mit 

(/>F)(0)den  Werth,  welchen  bekommt,  sobald  man  nach  ge- 

schehener Differenziation  y=0  setzt,  so  gelten  jetzt  die  Gleichungen: 

■ 

\f(yW = r»w  + 1  (D  r*i  (0)  +    (/>»  r%,  +      (ß»  r»j  »+..., 

|/(y)P  =  F8(o)  +  f  (0*'s)<o)  +i^<°2F8)(o)  +  r^3  (J>3*"8)(o)  + 

U.  8.  f.,  * 
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und  wenn  wir  diese  Werth«  in  die  Gleichung  (12)  substituiren  und  dar- 
auf AUes  nach  Potenzen  von  y  ordnen ,  so  ergiebt  sich : 

y    1  +  S*    2  +y»    3  +  -  •• 
-  [*o  +  l>iV  +  ft2»2  +  

=~\j  ^«  +  0(/>yI)(»»+TÄ3-(ß2r')to,  + 
+  »"<•)+  I 

+  v  Ip75 (ßs  ,r)(o)  +       (ßJ  r*>«  + . ...  j 


Aus  der  Bemerkung  nun,  dass  die  CoeflSzienten  gleicher  Potenzen  von 

y  einander  gleich  sein  müssen,  ergeben  sich  jetzt  eine  Menge  von 

Gleichungen,  welche  theils  zur  Kenntnis«  von  y',y'2,y/s  etc.,  theils  zu 

der  von  60,^,  A^etc.  führen.  Das  Letztereist  hier  weniger  wesentlich, 

dagegen  ist  die  Gleichung,  welche  sich  durch  Vergleichung  der  Coef- 
.  .  1 

fizienten  von  —  ergiebt,  nämlich 

y 

V'  =  y  F(o)  -r-  j^&r2)  (0)  +  V)m  +  ■  •  .  (1) 

von  hauptsächlichem  Werthe,  denn  sie  enthält  geradezu  die  Auflösung 
unserer  Aufgabe,  die  kleinste  Wurzel  y'  der  Gleichung  y  —  xf(y)  =  0 
in  eine  nach  Potenzen  von  x  fortschreitende  Reihe  zu  verwandeln.  Die 
Bedingungen,  unter  welchen  die  obige  Formel  richtig  bleibt,  bestehen, 
■  ie  wir  bereits  wissen ,  darin ,  dass  f(y)  —  Y  ,  f  (y)  =  DY  ,  etc. 
stetige  und  endliche  Funktionen  von  y  sind,  deren  erste  für  y  =  0 
nicht  verschwindet,  und  dass  endlich  der  Modulus  von  x  kleiner  als 
der  Modulus  des  kleinsten  x  ist,  welches  mau  durch  Auflösung  der 
Gleichungen 
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erhält.  —  Wir  wollen  (Hess  zunächst  durch  einige  Beispiele  erläutern. 
I.    Für  V  =  f(g)  =  ,y  wird 

(/>—i  F»)(o)  =  ,t»-i. 
Die  kleinste  Wurzel  der  Gleichung  y—xtfi  =  0  ist  also: 

„,/  .  Vx*       3*  x* 

Die  Gleichungen  (2)  sind  hier 

e'J  =  yeV  ,  X  =  L 
d.  i.  y  ==  1  ,  x  =  1.     Die  Forme,  (3)  gjjj  demnach  nur  g0  langc>  ^ 

der  Modulus  von  x  weniger  als  I  beträgt.     Diess   kann  man  auch 

c 

leicht  auf  anderem  Wege  einsehen.  Um  nämlich  die  Convergenz  der 
Reihe  zu  beurtheilen,  hat  man 

folglich 

Lim  ^±1  sss 
w* 

und  wenn  diess  <1  sein  soll,  so  folgt  *<I  wie  vorhin;  für  x  >  I 

dagegen  divergirt  die  Reihe  und  gilt  dann  der  Funktion  y'  nicht  mehr 
gleich. 

II.   Für  F  =  /fy)  =  cosy  flndet  sich  D*-icoa»y  auf  folgende 
Weise. 

Wegen 

eoay  =  (i  =  y^I 

hat  man 

cos»y  =  L          -f  +  W,*<— +  ...j 
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folglich 

D-'cos-y  =  I  UmT-***  -f  ^fr—Wr**-** 

(^—»cos-j)«,)  =  ^  {»— >  +  «1(n-2)— i  +  ^(»-4)—»  +  ...  | 

Für  gerade  »,  also  ungerade  *— 1,  beben  sich  in  der  eingeklammerten 
Reihe  die  ersten  und  letzten,  zweiten  und  vorletzten  Glieder  auf; 

Ii  (11111 1I.U  . 

ä*  1  gegen  (n — 2*)»-1  =  — it*-1, 
„l(n_2)»-i     „  =  -Wl(Ä-2)-», 

u.  s.  w., 

und  folglich  ist 

(D-icos^)(0)  DB  0 
für  gerade  it.   Dagegen  hat  man  für  ungerade  n  also  gerade  («  —  1) 

(D-icos^)(0)  =  {»-i+n.M^  +  n.M^T...!  (4) 

oder  ^_ 

(^,F-)fo)  =  (-l)^o., 
wenn  zur  Abkürzung 

««  =  1  {n»-1  +  «!  (n— 2)»-*  +  7^(n-4)«-*+. . .  .1 

gesetzt  wird.  Nach  Formel  (1)  ergiebt  sich  nun,  dass  die  kleinste 
Wurzel  der  Gleichung: 

y  —  x  cos  jy  =  0 

ausgedrückt  wird  durch 

-T"LT3  +  1.2.3.4.B  W 

Um  die  Grenzen  fiir  die  Gültigkeit  dieser  Reihe  zu  bestimmen,  müs- 
sen wir  zunächst  die  Gleichung: 

cosy  =  —  ysiny   oder  y  +  coty  =  0  (6) 
auflösen.    Man  übersieht  sogleich,  dass  die  reellen  Wurzeln  dieser 
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Gleichung  zwischen  y  =  ^  und  V  —  n  >  V  =       und  y  =  2n  etc. 

zu  suchen  sind,  weil  y  und  coty  von  entgegengesetztem  Zeichen  sein 
müssen.  Um  auch  noch  zu  erfahren,  zwischen  welchen  Gränzen  die 
Moduli  der  imaginären  Wurzeln  liegen,  nehmen  wir  y  =  zi,  wodurch 

wird  und  die  Gleichung  y-\-coty  =  0  in  die  folgende  übergeht: 

Für  2=1  wird  die  linke  Seite  negativ,  dagegen  fiir  2=2  positiv  und 
folgl.  Hegt  eine  Wurzel  dieser  Gleichung  zwischen  1  und  2.  Genauere 

Rechnung  giebt  2  =  1,199678...  und  folglich  ist  y= (1,199678...)  V11! 
die  erste  imaginäre  Wurzel  der  Gleichung  y  -f-  coty  =  0.  Diess 
ist  auch  die  kleinste  Wurzel,  weil  ihr  Modulus  weniger  beträgt  als 

Y  *  ~cf  etc-  Vermöge  der  zweiten  Formel  in  no.  (2)  ist  nun  in  unse- 
rem Falle: 


X      —  siny      cosy  ' 

woraus  man  leicht 

x  =  vw 

findet    Diess  giebt  als  kleinsten  Werth  von  x: 

x  =  Vi -(1,199678...)»  =  (0,662742...)  V=T, 

und  folglich  ist  0,622742...  der  kleinste  Modulus  von  x.  Die  Glei- 
chung (5)  besteht  demnach  nur  für 

modo:  <  0,662742...  (7) 

ID,   JEs  sei  f(y)  =  3T+«>  also  die  kleinste  Wurzel  der  Glei- 

chung 

y-x(y**+ä)  =  0 

oder 

ym  _  L  y  +  a  =  0  (8) 

in  eine  Reihe  zu  verwandeln.   Hier  ist  nun  wegen  Y  =  a  -f  y» 
Ou-iyn  —  D^1\€r  +  nla»-1^+nta^*y^+nza*-*y*m+...\ 


Digitized  by  Google 


294 

und  da  nach  geschehener  Differenziation  <y=0  zu  setzen  ist,  so  er- 
bellt,  dass  m  eine  positive  ganze  Zahl  sein  nmss,  wenn  nicht  von  ir- 
gend einer  Stelle  an  (sobald  nämlich  n — 1  >  m  geworden  ist)  die 
Differenzialquotienten  unendlich  gross  ausfallen  sollen.  Unter  der  ge- 
machten Voraussetzung  werden  alle  diejenigen  Differenziaiquotienten 
=0,  bei  denen  nicht 

n — 1  =  m  ,  2m  ,  3m  ,  4m  ,  etc. 

ist.  Man  erhält  nun  leicht  för  *—  1  =  m: 

d.  i. 

(Dmym+i){0)  =  (m  +  lha^l.Z.S..  m; 
ferner  für  n— -1  =  2m: 

ir»)(0)  ==  ftaa"-21.2.3...(2iii) 

oder 

(Ü**  r^+^to)  =  (2m  +  l)4a*»-*1.2.3...(2m); 
dann  wieder 

'  (Z>s«F*-+i)(0)  =  (3m +  l)sa»— »1.2.3.  .(3m) 

u.  s.  w. 

und  mithin  nach  Formel  (1)  für  n  =  1  ,  m  +  1  ,  2m  +  l  ,  3m  +  l  ,  etc. 
dafür  jeden  anderen  Werth  von  n  die  Coeffizienten  verschwinden, 

wofür  man  auch  schreiben  kann: 

y  =  aar  +  jm^a*».*»*1  +  i  (2m)x  a*—1.**"** 

+  I(3m)aa'—«x3«+i  +  ....  (9) 

Um  die  Gränzen  för  die  Gültigkeit  dieser  Reihe  zu  bestimmen,  hat 
man  nach  der  ersten  von  den  Gleichungen  (2): 

y"»  +  a  =  ymy»-1, 

woraus  sich 


- (^7 
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findet   Die  zweite  der  genannten  Gleichungen  giebt  jetzt: 

m— l 

und  folglich  muss  in  der  Formel  (9) 


moda: 


1  fm-l\  -  ,10, 


sein.  —  Nimmt  man  spezieller  x  =  i,  so  hat  man  nach  no.  (9)  fär 
die  kleinste  Wurzel  der  Gleichung: 

ym  _  ay  +  a  =  o  (11) 

die  Formel: 

y'==l  +  ^m0I  +  |-(2m)1l+^(3m)Äi  +  ...  (12) 
und  nach  (10) 


oder 


folglich 


a     m\   a  / 


1  (m-!)»»-1 


1  <,  («-!)"-' 


(13) 


Setzt  man  endlich  noch  nt  — 1  für  m  und  ist,  so  wird  die  kleinste 


Wurzel      der  Gleichung: 


i—jg+jmQ  (14) 


durch  die  Reihe : 
y  =  l+*-(m_J)oI  +  |-(2m-2)1i«  +  J-(3«-3),i>  +  .. 


(m-2)- 


(15) 
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ausgedrückt.  Es  Hesse  sich  übrigens  bei  diesem  Beispiele  eine  Art 
tob  Probe  machen,  wenn  man  nämlich  die  Reibe  in  (15)  rückwärts  in 
die  Gleichung  (14)  substituirte,  wodurch  man  auf  eine  blose  Identität 
kommen  muss,  weil  y'  eine  Wurzel  jener  Gleichung,  also  eines  voo 
den  y  ist,  welches  derselben  genügt.  Bezeichnet  man  zur 
wie  folgt '. 

^(pm-p)^  =  A„  (16) 

y'  =  l  +  J1z  +  ^t*+^2»  +  ...  (17) 
die  Gleichung  (14)  in  der  Form: 


z 

so  ergiebt  sich,  wenn  für  y  aus  no.  (17)  y' 

(l  +  ^i*  +  A%z*  +  Azz*  +  ...)* 
=  Ax  +  A%%  +  Ai%*  +  A^t*  +  ... 

Nimmt  man  die  Logarithmen  und  differenzirt  nachher,  so  wird: 


. . . 


.   At+2A2z  +  3Ati*  +  iAtZ*+. 
A%+1Azx+ZAiz*  +  lAb  2»+.... 

~~      Ai+A2Z  +  J82Ä+^23+... 

Multiplizirt  man  kreuzweis  die  Reihen  und  vergleicht  hierauf  die 
fizienten  gleicher  Poteuzen  von  z,  so  findet  man  folgende  Gleichungen : 

Ax  =  1, 

A%  =  — ^ —  AxAl9 

Ai  =  1?^=5  (4,4,  +  4^,  +  4i4i). 

4.  =  (44.  +  4,4,  +  4,4,  +  4,4,), 

u.  s.  f., 

oder  allgemein: 

4,  =  P'"~J*~'2)  (AlAr-x  +  AtAr-,  +  AlA^i  +  ...+Ar~lAl)  (18) 


Digitized  by  Google 


297 


und  nun  müssen  natürlich  die  nach  der  Forme!  (16)  berechneten 
Werthe  von  Ap  ,  Ap—X  ,  ...  A2  >  ^1  die  vorliegende  Gleichung  erRil- 
len. Es  ist  aber  die  letztere  eine  Rekursions-  und  no.  (16)  eine  in- 
depeodente  Formel,  und  daher  kann  man  auch  umgekehrt  sagen,  wenn 
eine  Reihe  von  Grössen  Al  ,  A2  ,  ...  Ap,  die  man  noch  nicht  näher 
kennt,  der  Rekursionsformel  (18)  genügen  soll ,  so  muss  die  allgemeine 
Form  derselben  durch  die  independente  Formel  (16)  bestimmt  werden. 
Es  ist  übrigens  nichts  weniger  als  überflüssig,  iiir  dieselben  Grössen 
dergleichen  doppelte  Relationen  aufzustellen,  weil  es  häufig  vorkommt, 
dass  man  für  eine  Partie  von  Grössen  sehr  leicht  eine  Rekursionsfor- 
mel finden  kann,  ohne  eine  independente  Formel  angeben  zu  können. 
Wollte  man  in  solchen  Fällen  die  letztere  aus  der  ersteren  durch  suc- 
cessive  Substitutionen  ableiten,  so  würde  man  sich  erst  in  einen  ziem- 
lich umständlichen  Calcül  einlassen,  darauf  aus  den  für  Al  ,  A2  ,  As 
etc.  gefundenen  independenten  Ausdrücken  die  allgemeine  Form  von 
Ap  errathen  müssen  und  hätte  sich  endlich  nach  einem  Beweise  fiir 
dieselbe  umzusehen,  indem  man  zeigte,  dass  Ap±x  unter  derselben 
Form  steht  wie  Ap,  was  oft  wieder  sehr  umständlich  ist.  —  So  hat 
z.  ß.  die  oben  behandelte  Aufgabe  eine  geometrische  Bedeutung.  Stellt 
man  nämlich  die  Frage,  auf  wieviel  verschiedene  Arten  sich  ein  pEck 
durch  Diagonalen  im  mEcke  zerlegen  lässt,  und  bezeichnet  die  Anzahl 
dieser  Arten  mit  Ar,  so  kann  man  sich  durch  eine  einfache  geometri- 
sche Betrachtung*)  überzeugen,  dass  zwischen  Ap  ,  Ap~ x  ,  ^fp_-a,etc. 
die  Rekursionsformel  (18)  statt  findet.   Nach  no.  (16)  folgt  dann  sogleich, 

dass  sich  ein  pEck  durch  Diagonalen  auf  2-(/»m— p)p-i  verschiedene 

P 

Weisen  in  mEcke  zerlegen  lässt. 


*)  M.  s.  hierüber  Grunerts  Archiv  der  Mathematik.  Theil  I.  S.  193.  Setzt 
man  für  (jpm — p)P—i  seinen  Werth,  so  wird: 

{  __Cm—l)(pm—p  —  p  —  2)...Qw— (2p— fr)) 

P  1.2.3  ....  (P  — 1) 

Diess  stimmt  mit  der  a.  a.  0.  durch  Induktion  entwickelten  aber  nicht  weiter 
bewiesenen  Formel  überein ,  wenn  man  statt  p  den  dort  gebrauchten  Buch- 
staben i  setzt.  Das  Obige  enthält  demnach  den  Beweis  für  die  Richtigkeit 
jenes  induktiven  Resultates. 
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§.  55. 

Eni wickehmg  einer  expliziten  Funktion  von  einer 
impliziten  Funktion. 

Um  die  Allgemeinheit  noch  höher  zu  treiben ,  wollen  wir  jetzt 
die  Aufgabe  behandeln,  nicht  schlechtweg  die  kleinste  Wurzel  y'  der 
Gleichung  y — xf(y)  =  0,  sondern  eine  gegebene  explizite  Funktion 
von  ihr,  etwa  F(y')  in  eine  nach  Potenzen  von  x  fortschreitende  Reihe 
zu  verwandeln.  Die  Möglichkeit  dieser  Entwickelung  und  die  Bedin- 
guugen  ihrer  Gültigkeit  sind  a  priori  leicht  einzusehen.  Wäre  nämlich 
F(y')  eine  stetige  und  endliche  Funktion  von  y'  und  wären  es  auch  alle 
Differenz! alquotienten  von  ihr,  wenigstens  innerhalb  eines  Intervalles 
y=0  bis  y'  =  i},  so  würde  man  för  eben  dieses  Intervall  die  Gleichung 

F(y')  =  F<0)  +  2£F'(0)  +  f~  F"(0)  -f  .... 

aufstellen  können.  Da  sich  nun  unter  gewissen  Bedingungen  y'  und 
ebenso  y'2  ,  y'3  in  Reihen  verwandeln  lassen,  die  nach  Potenzen  von 
m  fortgehen,  so  ist  diess  auch  mit  der  ganzen  rechten  Seite  der  vor- 
stehenden Gleichung  und  ebenso  mit  der  linken  der  Fall.  Zu  den 
bereits  bekannten  Bedingungen  für  die  Entwickelbarkeit  von  y'  kommen 
also  noch  die  hinzu,  dass  F(y')fF(y') sF"(y'),etc.  stetig  und  endlich  blei- 
ben müssen  innerhalb  eines  gewissen  bei  y'=0  anfangenden  Intervalles. 

Wollte  man  nun  die  Aufgabe  selbst  dadurch  zu  lösen  versuchen, 
dass  mau  in  der  obigen  Gleichung  för  y'  ,  y'*  ,  y'3  ,  etc.  ihre  nach 
§.  54.  angebbaren  Werthe  setzte,  so  würde  man  sich  in  eine  höchst 
umständliche  Transformation  verwickeln;  viel  kürzer  dagegen  kommt 
man  auf  folgende  Weise  zum  Ziele.  Wir  multipliziren  die  Gleichung 
(12)  in  §.  53.  mit  tf>(y),  wo  <P(y)  eine  nebst  ihren  Differenzialquotienten 
endliche  und  stetige  Funktion  bedeutet  und  vergleichen  in  der  so  ent- 
stehenden neuen  Relation  die  Coeflizienten  von       welche  beiderseits 

y 

vorkommen.   Nun  ist  die  linke  Seite: 

y       1        y       2       y3      3  fl) 
-  [Ä0  +  Äi:y  +  Ma  +  ....]*CV),  ) 
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wobei  sich  wegen  der  der  für  <D(y)  angegebenen  Bedingungen 
<P(y)  =  <Z>(0)  +  |-^(0)  +  f72  <Z>"(0)  +  ... 

setzen  lässt  Der  subtraktive  Theil  des  in  (1)  stehenden  Ausdruckes 
erhält  bei  dieser  Substitution  offenbar  nur  ganze  positive  Potenzen  von 
y  und  wir  brauchen  daher  keine  Rücksicht  auf  ihn  zu  nehmen ,  weil  es 

sich  blos  um  den  Coefüzienten  von  *  handelt.  Der  Minuendus  in  (1) 
wird  jetzt 

^l*(0)  +  £*'(0)  +  g  W(ß)  +  .... 
+        *(0)  +  f-*'(0)  +  £  *"(0)  +  ....  | 

•     +^,*(0)  +  T *,(0  +  fi         +  ■-  1 


und  dabei  ist  der  Coeffizieot  von  —  i 

y 

Die  rechte  Seite  der  Gleichung  (12)  in  {.  53.  wird  ferner  för  f(y)=Y 
nach  Multiplikation  mit  *(y) 

i^F<P(y)  +  2~F*<P(y)+^  F»0>(y)  +  ....  (3) 


und  wenn  wir  auf  jede»  einzelne  Glied  das  Mac  Laurin  sehe  Tl 
anwenden,  was  hier  erlaubt  ist,  weil  unter  den  gemachten  Vorausset- 
zungen ,  F  ,  F»  ,  F»  ,  etc.,  folglich  auch  die  Produkte  F<P(y), 
F**(y)  ,  F3<P(y)  ,  etc.  in  Reihen  von  der  Form  A  +  By  +  Cy*  +  etc. 
verwandelbar  sind,  so  geht  die  Reihe  (3)  in  die  folgende  über: 

^[r*(2tf]o+f-  {Z>LF*(y)]|(0)+^  |/>2[F<P(y)]}(0)  +  ....} 

+  ^[TÄ*W]w  +  f  l^[F*^(y)]Jw+fi  {^[ira*(y)]l(o)+..  .| 
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und  hier  ist  der  Coeffizient  von  1 


x* 


Durch  Vergleichung  dieses  Coeffizienten  von  —  mit  dem  schon  unter 

y 

no.  (2)  gefundenen  ist  nun: 

£  *(0)  +  £J  *'(0)  +  jJjj  «»»(0)  +  .... 

=  Y[r*(»)i'o)+otDfyi<I>(J')]|'«"+  rxji^t»75*^)]!^  +  •••• 

Setzt  man  noch  *(y)=f"(y),  also  *'(y)  =  *w(Sr)  ,  *"(y)  =  .F "(j,),etc. 
so  geht  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  über  in: 

und  nach  dem  Mac  Laurinschen  Satze  ist  F(y0  — F(0)  ihre  Summe, 
weil  ,  fCy)  >  etc.  den  für         ,  ,  etc.  gemachten  Voraus- 

setzungen nach  innerhalb  eines  mit  y=0  anfangendeen  Intervalles  ste- 
tig und  endlich  bleiben.   Wir  haben  daher  nach  dem  Obigen: 

F(2,')=F(0)  +  $lTF(g)fa+f^  l*[FVMt* 

+  I^t^[^F^y)]}(0)  +  ...(4) 

i 

und  hierin  die  Auflösung  unserer  Aufgabe.  Die  Gleichung  selbst  gilt 
so  lange  als  Ay)=  Y  ,  f'(y)=DY  ,  f"(y)~D*Y  ,  etc.,  ebenso  F(y), 
F*(y)  ,  F"(y)  ,  etc.  innerhalb  eines  bei  Null  beginnenden  Intervalles 
stetig  und  endlich  bleiben,  dass  ferner  /'(())  weder  Null  noch  unendlich 
gross  und  der  Modulus  von  x  kleiner  als  der  Modulus  des  kleinsten  x 

ist,  welches  die  simultanen  Gleichungen  Y=zyDY  und  x  =  ^=jjy 
erfüllt. 

Die  gefundene  Formel  lässt  sich  übrigens  durch  einen  sehr  ein- 
fachen Kunstgriff  noch  verallgemeinern.   Man  setze  nämlich : 

r  =  fty)  =  .  F(y)  =  + 

wo  a  eine  willkührliche  Constante  ist;  es  wird  dann 
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=  *(«)  +  J  k(y  +  «)<^(y  +  fl)](c» 


und  hier  bedeutet  nun      die  kleinste  Wurzel  der  Gleichung: 

y-ar^-f  a)  =  0. 

Dabei  wäre  der  Coeflizient  von  j-^ —  in  der  obigen 


■n 


d.  i. 


IS^+^Htf)l  rar  y  =  0. 


Setzt  man  aber  zur  Abkürzung  y  +  a  =  z,  also  dy  =  f/z,  so  wird  für 
y  —  0  ,  z=a,  folglich  der  vorliegende  Ausdruck  gleich 

rfgV&l  rar 
oder  analog  unserer  vorigen  Bezeichnung: 

und  mithin  ist  nach  dem  Obigen: 


*(y'  +  «)  =  *(«)  +  f-  [9  (*)*'(*)](«) l^frW  *'W]lw 


^3 


+  m'^w  •'«Ii«  +  •••• 

Schreibt  man  kurzer  y — a  für  y,  also  auch,  weil  eine  besondere 
Form  von  y  ist,     —  o  fär  y,  so  geht  die  Gleichung  (5)  fiber  in: 

y  —  a—xq>(y)  =  0   oder   y  =  x<p(y)  +  a, 

und  die  vorige  Formel  wird 

#(/)=:*(<,)  +  ^(z)*' (*)](«)  + ^  |/)[^V(:)]|(.)  +  .... 

Setzen  wir  endlich  noch  a  =  z,  so  können  wir  die  angehangenen  Mar- 
ken weglassen,  weil  immer  z  =  z  ist,  und  wenn  wir  noch  f  und  F  für 
<p  und  *  schreiben,  so  wird,  wenn  ff  die  kleinste  Wurzel  der  Glei- 

:: 

y  =  Xf(y)  +  |  (6) 
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bedeutet,  und  also  eine  Funktion  zweier  Yariabelen  x  und  z  igt, 
F  (j,')  =  F(»)  +  f  lf(z)  F(z)]  +  ^DtfWF'  (z)} 

+rx3fli[/'«' '•»]+••.  (7) 

wo  sich  die  angedeuteten  Differentiationen  aul  z  als  unabhängige  Va 
riabele  beziehen  und  /"(x)*  ,  /*(*)3  ,  etc.  der  Bequemlichkeit  wegen  für 

f(z)  ,  f(z)  ,  etc.  gesetzt  sind.  Die  vorstehende  sehr  ellgemeine  Glei- 
chung heisstdas  Theorem  oder  auch  die  Umkehrungsformel  von 
Lagrange  und  gilt  nach  den  für  die  Gleichung  (4)  angegebenen  Be- 
dingungen nur  so  lange  als  f(0)  nicht  =  0  oder  oo  ,  f{y)  ,  f  (y)  ,  /""(y), 
etc.;  ebenso  F(y)  ,  ,  F"(y)  ,  etc.  stetig  und  endlich  innerhalb 

eines  bei  Null  anfangenden  Intervalles  bleiben  und  der  Modulus  von  x 
kleiner  als  derjenige  ist,  welcher  dem  kleinsten,  die  simultanen  Glei- 
chungen 

erfüllenden  x  zugehört.  —  Nimmt  man  in  der  Formel  (7)  nach  Aus- 
führung der  angedeuteten  Operationen  z  —  0,  so  kommt  man  auf  die 
Formel  (4)  zurück. 

§.  56; 

Die  Umkehrung  der  Reihen. 

Um  ein  etwas  allgemeineres  Beispiel  für  die  Formeln  des  vorigen 
Paragraphen  zu  haben,  wollen  wir  eine  Aufgabe  behandeln,  welche 
einige  historische  Berühmtheit  hat,  weil  man  sich  zu  Zeiten  der  cora- 
binatorischen  Schule  viel  mit  ihr  beschäftigte. 

Wenn  zwischen  x  und  y  eine  Gleichung  von  der  Form 

x  =  flo.v  +  «iya  +  <**y*  +  «ay4  +  — •  (i) 

besteht,  worin  die  Reihe  auf  der  rechten  Seite  als  eine  convergente 
vorausgesetzt  wird*),  so  ist  umgekehrt  auch  y  und  ebenso  ym  eine 


•)  Convergenz  ist  desshalb  nöthig,  weil  die  Formel  ron  Lagrange  Jr  als 
eine  bestimmte  endliche  Grösse  voraussetzt,  was  nicht  der  Fall  sein  würde, 
wenn  die  Reihe  a0y  -f-  fl,jr'  -f-  etc.  divergirte. 

21 
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gewisse  Funktion  von  xy  welche  man  auf  folgende  Weise  in  eine  nach 
'  Potenzen  von  x  fortschreitende  Reihe  verwandeln  kann.    Man  setze 
zur  Abkürzung: 

=  <h2t  +  +  o*;/3  +  arf  -f  ....  (2) 

so  ist 

x  =     0/)  oder  auch  y  =  x  —^-r*  (3) 

Vergleichen  wir  diess  mit  der  früher  betrachteten  Relation: 

9-*f(»)  «  0  oder  y  =  */(,), 

so  ist 

und  diese  Funktion  erfüllt  in  der  That  die  im  vorigen  Paragraphen  ihr 
auferlegten  Bedingungen.   Ausserdem  ist  noch,  da  ym  gesucht  wird, 

F(jf)  =  ym  ,  F(y)  =  my-K 

und  folglich  der  Coeffizient  von  x*  in  der  Reihe  (4)  des  vorigen  Para- 
graphen : 

Nach  (4)  ist  nun  ferner: 

 1  


—  n 


Denkt  man  sich  hierauf  das  Binomialtheorem  angewendet,  was  man 
desswegen  darf,  weil  wenigstens  innerhalb  eines  kleinen  Intervalls 

<*iy+ «2ya+«3ya  +  «««  <  l 

ist,  so  kann  man 

(Ä)n==    +  *  *  4      +  7^5  +  •  •  •  (6) 

setzen,  wo  durch  P  gewisse  Coeftizienten  bezeichnet  werden,  die  nur 
von  n  und  den  Constanten  a0  ,  a  l  ,  a.,  ,  etc.  abhängen.    Man  hat  dann : 
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und  da  nach  geschehener  Differenziation  #  =  0  gesetzt  wird,  so 
m  eine  positive  ganze  Zahl  sein,  wenn  nicht  der  (  effizient  in  no.  (5) 
unendlich  werden  soll.  Unter  dieser  Voraussetzung  giebt  es  io  der 
vorstehenden  Reihe  ein  Glied 

worin  der  Exponent  von  y  gleich  n — 1  ist;  diess  geschieht  nämlich 
für  q—n  —  m,  so  dass  man  die  Gleichung  (7)  auch  io  folgender  Form 
darstellen  kann : 


—n  — n  —n  — n 


woraus  sogleich  folgt: 

=s  1.2.3...(m— 

Nach  no.  (5)  ist  nun 

—  Pn_m  der  Coeffizient  von  xn. 
n 

Wollte  man  hier  n  =  0  ,  1  ,  2  ,  etc.  setzen ,  so  würden  mehrere  der 
Grossen  P  negative  Indices  erhalten;  dergleichen  P  müssen  aber  Null 
sein,  weil  in  der  Gleichung 

■ 

(«o  +  oxy  +  a^ß  \  azy*  +  ...)-• 

=     +  *U  +  Ky8  +  .... 

keine  negativen  Potenzen  von  y  vorkommen  können.  Nehmen  wir  nun 
n  —  m  ,  m  +  I  ,  m-f  2  ,  etc.,  so  sind: 


m~J*     m   -yt  m 
die  Coeilizienten  von 

und  die  Gleichung  (4)  des  vorigen  Paragraphen  giebt  jetzt  wegen 
F(y)=yn, 

✓-  =  £3*«+ jfi  fV Wi  +  ^2XW*+...  (8) 

wobei  //  die  kleinste  Wurzel  der  Gleichung 

*  =  a0y  +  al3r*  +  +  a3y*  +  ...  (9) 

bedeutet.    Für  m==l  hat  man  sehr  einfach 

21* 


i  m  {-  P0  x  +I  P*      +  |  %  x*\\  /*  *«  + ...  (10) 

Die  Gränzen  für  die  Gültigkeit  der  Formeln  (8)  and  (10)  sind  leicht 
zu  bestimmen,  wenn  man  bemerkt,  dass 

f(v)  =  _JL_  ,  also  r(v)  =  —  y 

ist,  und  dass  mithin  die  simultanen  Gleichungen: 

M-9T<$)  = 

in  die  folgenden  übergeben : 

=  0,  *  =  ♦(,).  (11) 
Zur  Vollständigkeit  der  gegebenen  Auflösung  fehlt  nun  noch  die  He- 

— m  — m —  i 

Stimmung  der  Grossen  P0 ,  Pl  ,  etc. ,  die  man  leicht  aus  den  folgenden 

n        n         n  n 

Po  t  P\  t  P%  >  P&  »  •  •  • 
ableiten  könnte,  wenn  die  letzteren  bekannt  wären.    Für  diese  lassen 
sich  nun  ebensowohl  independente  als  rekurrirende  Formeln  aufstellen. 
Das  Erste  kann  mittelst  des  Mac  Laurin'schen  Satzes  geschehen ,  wenn 
menn  man  berficfcsichtigt ,  dass  für 

*(y)  =  9>(,y)n  =  (»o  +  fliy  +  *2ya  +  »••)" 

=  P0  +  A.y  +  Ay*  +  Ay3  +  ....  1 

auch  gleichzeitig 

Q(y)  =  O(0)  +  -f-J^l  <D"(Q)  +  ... 

sein  muss,  woraus 

*A  =  a>(0) ,  A  =  J  <tv(0) ,  A  =  o  ^<0> » etc-  j 

folgt.    Man  hat  aber  leicht  folgende  Gleichungen : 
*(#)  =  9>(#A 

*'(y)  =  n<p{y)n-l<p'(y)> 

=  wCts-I)^^)"-3^'  (y)*  +  n<p(y)»~*(p"(y), 
=  »(n~l)(n-2)(n-3)9)(y)«-39)'(y)»  +  3n(»-l)9(y)— V'W^W 

+  n<p(y)«-i<pm(y)f 

u.  s.  f. 
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Für  y  =  0  ergeben  sich  nur 

<p(y)  =  «o  +  «iy  +       +  •  -• 

<p(0)=ao  ,  9)/(0)  =  l.o1  ,  9"(0)  =  1.2.<ia  ,  <pw(0)=  1.2.3. a,  ,  etc. 
leicht  die  Werthe  von  *(0)  ,  *'(0)  ,  ^(0)  ,  etc.  und  hieraus 


P0  =  «on, 

n 

P,  =  Itflo""1«!  » 

Ä  =  "("~2°3W~2)  «.-• «. 3  +  » (—») »o—  «i    +  »"."-« «5 

u.  s.  f. 

wo  es  indessen  sehr  schwer  ist,  das  allgemeine  Gesetz,  wonach  sich 
diese  Ausdrücke  bilden ,  zu  errathen. 

Brauchbarere  Relationen  für  die  gesuchten  Grössen,  welche  man 
die  Polynoraialkoeffizienten  nennt,  giebt  folgende  Rechnung. 
Differenzirt  man  die  Gleichung: 

(ao 


n  n  u  n  \  (13) 


=  h  +        +  3P3y«  +  ... 

lerner  durch  Multiplikation  mit  <*<>  +  °iy  +  «aya  +  •••»  wenn  man  links 
die  Gleichung  (3)  berücksichtigt, 

«(A  +  Af  +  Pttf2  +  •••)  («i  +  *h.y  +  3a,y»  +  ...) 

=  (A  +  2P,y  +  3P3.V*  +  ...)  («o  +  «iy  +  a*y*  +  ...)• 
Fuhrt  man  die  hier  angedeuteten  Multiplikationen  aus,  ordnet  hierauf 
Alles  nach  Potenzen  von  y  und  vergleicht  dann  die  Coeffizienten  glei- 
cher Potenzen  von  y,  so  gelangt  man  zu  folgenden  Relationen : 

■  n 

a0 1\  =  nax  P0 , 
2<x0P2  +  aJPl  =  nalPl  +  2na4P0, 

3o0P3  +  Ugh  +  aJ\  =  "<>iK  +  Sk«%A  +  3na3P0, 

u.  s.  w., 
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woraus  man  auch  leicht  die  folgenden  ableiten  kann: 

n  l  n 

=  5^3  10»-*)%  *5  +  Sb^Po-, 

U.  8.  f. 

d.  i.  flberhaupt  Tür  ein  ganzes  positives  «: 

3».=-V  l(n-.H  DniA-,  +  <*r-#+2)«,A-. 

+  (3»-*  +  3)o3^  +  .-|  (14) 

und  nach  dieser  Rekursionsformel  ist  die  successive  Berechnung  der 
Polynomialkoeffizienten  nicht  schwer. 

Die  Formel  (10),  welche  die  Auflösung  des  sogenannten  Proble- 
me« der  Reihenumkehrung  enthält,  kann  dazu  dienen,  um  aus 
einer  Reihe  für  irgend  eine  Funktion  ty(y)  eine  Reihe  für  die  umgekehrte 
Funktion  abzuleiten.  Eine  Gleichung  wie  x—ty{y)  lägst  sich  nämlich 
in  vielen  Fällen  nach  y  auflösen,  so  dass  mau  y=ztp{x)  findet  und  dann 
nennt  man  jede  der  Funktionen  <p(x)  und  die  Umkehrung  der 

anderen.    Hat  man  daher  für  die  eine  derselben,  etwai//(y),  eine  Reihe 

gefunden,  so  giebt  die  Formel  (10)  die  Reibenentwickdung  der  umge- 
kehrten Funktion,  nämlich: 

•  :  •  S 

vorausgesetzt  nämlicb,  dass  <p(x)  diejenige  Umkehrung  von  ty{y)  ist, 
die  mit  x  gleichzeitig  verschwindet.    Nimmt  man  z.  B.  in  no.  (15) 

y(y)  =  Arctao^,  also  Oq  =1  ,  ^=0  ,  «r2  =        ,  </3  =0 ,  a4= +^ 

etc.,  so  folgt  aus  #  =  Arctan3r  umgekehrt  y  —  fanx  und  folglich  ist 
nach  (16) : 

1    — l  1  —2  1  — J} 

tana:  =  ~  P0  x  +  ^  A*2  +  3  r%x*  +  .... 
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und  nach  no.  (14) 

^*  ~  _  7  *  3        P-*  5         P-  +  7  P-«~  5 

woraus  man 

P*  =  0  ,  ~P%  =  0  ,  ?V  -  0  ,  etc. 
findet,  so  dass  blos  übrig  bleibt: 

tan  x  =  I  >oar  +  *  Ptx*  +     l\x*  +  . . .  (17) 
Die  Gleichungen  (11)  werden  jetzt 

(T+^fenr^  =  0  ,     =  Arctao  y. 
Die  einzige  Auflösung,  welche  die  erste  hat,  ist  y  =  *>,  woraus  x 
~  folgt.   Die  Gleichung  (17)  gilt  demnach  nur  so  lange  als  der  Modu- 

lus  von  x  weniger  als      betragt ,  was  wir  schon  auf  auf  anderem  Wege 

gefunden  haben. 

So  elegant  übrigens  auch  die  Methode,  neue  Reihen  durch  Um- 
kehrung  schon  bekannter  zu  entwickeln,  scheinen  mag,  so  wenig  prak. 
tischen  Werth  hat  sie;  denn  da  das  independente  Gesetz  der  Polyno- 
raialkoeffizienten  sehr  verwickelt  ist,  so  kann  man  auch  in  der  umge- 
kehrten Reihe  (16)  die  allgemeine  Form  der  Coeffizienten  von  x  ,  x*, 
x3  etc.  nicht  independent  angeben,  was  aber  gerade  ein  Haupterforderniss 
jeder  guten  Reihenentwickelung  ist. 


Cap.  X.    Anwendungen  auf  Geometrie. 

§  57. 

Tangenten  und  Normalen  ebener  Curven. 

Schon  früher  einmal  in  §  12.  haben  wir  die  geometrische  Bedeu- 
tung des  Differenzialquotieoten  einer  Funktion  f(x)  für  den  Fall  er- 
kannt, dass  f(x)  das  Bildungsgesetz  derOrdinaten  einer  ebenen  Curve, 
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y  =  /•(*) 

die  Gleichung  der  letzteren  auf  recht  winkliche  Coordinaten  bezogen 
darstellt.  An  fig.  7.  nämlich  sahen  wir,  dass  wenn  x  der  Winkel 
UPT  =  BST  heisst,  welchen  die  Tangente  ST  im  Punkte  P, 
Coordinaten  OA  =  x  ,  AP=zy  sind,  mit  der 
die  Gleichung: 


=  /"(*)  =  tanr  (1) 


statt  findet.  Dort  diente  dieses  Resultat  zur  Veranschaulichung  der 
Operation  des  Differenzirens,  hier  soll  es  uns  auf  dem  Gebiete  der 
Geometrie  weiter  führen. 

■ 

Nennen  wir  in  fig.  7.  OX=l  und  XY=rj  die  Coordinaten  eines 
beliebigen  Punktes  der  Tangente  ST,  so  ist 

.  v  V-y  =  ($-*)tanr, 

wie  sich  sehr  leicht  ergiebt,  wenn  die  Differenzen  r\  —  y  und 
4— x  mittelst  zweier  Hülfslinien  construirt  werden ;  vermöge  des  vorhin 
bestimmten  Werthes  von  tanr  haben  wir  nun  auch: 

und  diese  Relation,  welche  zu  jedem  |  das  zugehörige  tj  finden  lehrt, 
ist  nach  der  Sprache  der  analytischen  Geometrie  die  Gle  ichung  der 
Tange  nfe  am  Punkte  (x,y). 

Errichtet  man  im  Punkte  P  eine  Senkrechte  PN  auf  die  Tangente, 
so  heisst  PN  die  Normale  der  Curve  im  Punkte  (x,y);  nennt  man 
ferner  £  ,  r\  die  rechtwinklichen  Coordinaten  irgend  eines  Punktes  der- 
selben, so  überzeugt  man  sich  leicht  von  der  Richtigkeit  der  Gleichung: 

l—x  —  (y  —  ^tanr 

oder 

v—y  =  1 


tan  x 

und  hieraus  ergiebt  sich: 

'-*  =  -f  «-*)  =  - to«-« »  ® 

als  Gleichung  der  Normale  im  Punkte  (x ,y). 

Will  man  diejenigen  Stücke  der  Tangente  und  Normale  haben, 
welche  zwischen  die  Abscitsenachse  und  den  Punkt  (x,y)  fallen,  also 
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die  Strecken  PS  und  PN,  welche  man  auch  die  Längen  der  Tan- 
gente und  Normale  nennt,  so  braucht  man  blas  zu  berücksichtigen, 
dass  der  Figur  nach 

PS  =  JL-   pn     _iL  9 

smt  cost 

andererseits  aber 

«in*  —       taihT  1 
-  sin  x  —   ,  cos  x— —  — — 

Vl+tan^r'  ^l+tan*r 
ist    Substituirt  man  daher  für  tan  t  seinen  Werth,  so  wird: 

Norm.  =  y  ^1  +  =  f(x)  VTf7(5)».  (5) 

Auch  die  Strecken  AS  und  AN  der  Abscissenacbse,  welchen  man  die 
Namen  Subtangente  und  Subnormale  gegeben  hat,  lassen  sich 
leicht  angeben,  wenn  man  berücksichtigt,  dass  sie  diejenigen  Werthe 
der  Differenzen  £—  x  in  den  Gleichungen  der  Taugente  und  Normale 
sind,  welche  der  Ordinate  97  =  0  entsprechen.  Nimmt  man  nämlich  in 
der  Gleichung  (2)  97  =  0,  so  reduzirt  sich  £  auf  OS  und  folglich  ist,  ab- 
gesehen vom  Vorzeichen,  AS  =  OS —  OA  =  | — x;  in  der  Gleichung 
(3)  wird  ferner  för  ij=0  ,  £  =  ON,  mithin  AN  =  OiV—  OAz=£—x, 
folglich : 

Subn.  =  y  %L=f(x)f-(x) 

Es  folgt  hieraus,  dass  die  Ordinate  y  =  f(x)  die  mittlere  Proportionale 
zwischen  der  Subtangente  und  Subnormale  ist,  was  man  auch  unmit- 
telbar aus  der  Betrachtung  des  bei  P  rechtwinklichen  Dreiecks  SPN 
einsieht. 

Die  Formeln  (4),  (5),  (6)  und  (7)  dienen  hauptsächlich  zur  Auf- 
findung geometrischer  Construktionen ,  mittelst  deren  man  an  einen  gege- 
benen Punkt  (x,y)  einer  Curve  eine  Tangente  legen  kann;  kennt  man 
nämlich  nur  eine  der  Grossen  Tang.,  Norm.,  Subt.,  Subn.,  so  ist  es 
sehr  leicht  die  Tangente  oder  Normale  zu  ziehen,  und  wenn  sich  also 
nur  eine  der  gefundenen  Formeln  geometrisch  construiren  lässt,  so  hat 


jitized  by  Google 


311 

hierin  eine  rein  geometrische  Lösung  des  genannten  Probleme«. 
Diess  mögen  einige  Beispiele  zeigen. 

I.  Nimmt  man  die  Achse  einer  Parabel  zur  Ordinatenachse  und 
eine  durch  ihren  Scheitel  senkrecht  auf  die  Achse  gezogene  Gerade  zur 
Abscissenach.se,  so  ist  die  Gleichung  der  Curve 

x  —  V  py  oder  y  —  — , 

worin  p  den  Parameter  der  Parabel  bezeichnet.   Es  folgt  hieraus: 

dy     2x  fix  

dx~~  p   1  dy~~  ±k 

und  nach  den  früheren  Formeln 

Tang.  =  ~V/>2  +  0Ar)2  ,  Norm.  =  *  Vp+(E)* 

Subt.  =  f  ,  Subn.  =  ^ 

und  da  sich  alle  diese  Ausdrücke  geometrisch  construiren  lassen,  so 
giebt  diess  vier  verschiedene  Regeln  zum  Tangentenziehen,  von  denen 
diejenige  die  einfachste  ist,  bei  welcher  man  von  der  Snbtangenten- 
formel  ausgeht. 

II.  Um  auch  einen  Fall  zu  betrachten,  in  welchem  die  Glei- 
chung der  Curve  nicht  nach  y  auflösbar  ist,  also  y  nicht  als  ent- 
wickelte Funktion  von  x  angegeben  werden  kann,  sei 

tf3—  Zaxy\y*  =  0 

die  Gleichung  der  gegebenen  Curve,  we!che  man  wegen  der  Schleife, 
die  sie  bildet,  das  Blatt  des  Cartesius  genannt  hat  (fig.  18).    Um  hier 

zunächst  den  Dinerenzialquotientcn  ^  zu  finden,  wenden  wir  die  Re- 
gel an,  dass  wenn  zwischen  x  und  y  eine  Gleichung  von  der  Form 

F(x,y)=:0 

besteht,  der  Differenzialquotient  von  y  durch  die  Formel: 

dF(x,y) 
dy  dx 
dx  ~~  dF(x,y) 
.  dy 
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bestimmt  wird,  worin  Zähler  und  Nenner  auf  der  rechten  Seite  parti- 
elle Differeiizialqu  Orienten  bedeuten.    Diess  giebt  in  unserem  Falle: 

dy  3a:4 — 3ay  x2  —  ay 

dx     ty2  — Zax  ~~  y2  —  ax' 

Hieraus  folgt  u.  A. 

9  y*  —  ax  *U^__X 
a 


und  diess  lässt  sich  leicht  geometrisch  construiren,  wenn  man  berück- 
sichtigt,  dass  —  die  vierte  Proportionale  in  a:x  =  x: folglich 
x2  v2  , 

 y,  ebenso  ^- —  x  eine  bestimmte  Gerade  und  der  ganze  Ausdruck 

für  Subt.  die  vierte  Proportionale  — x >y  und  —  —  y  ist 

III.  Die  Gleichung  der  Cykloide  besteht  bekanntlich  darin ,  dass 
die  Coordinaten  u  und  v  vom  Anfange  der  Bewegung  an  gerechnet  die 
simultanen  Gleichungen  *) : 

u  =  r(& — sin#)  ,  v  =s  r(l — -cos#) 


*)  Die  Cykloide  ist  bekanntlich  der  Weg,  den  irgend  ein  Punkt  eines  Krei- 
ses beschreibt,  der  sich  auf  einer  Geraden  fortwälzt,  ohne  zu  gleiten.  Sei  in 
fig.  19.  0  der  Mittelpunkt  dieses  Kreises  OP  =  f  ,  AB  die  gegebene  Gerade 
und  A  die  Stelle,  von  welcher  ans  die  Bewegung  anfing.  Der  Punkt  des  Krei- 
ses, dessen  Bahn  wir  betrachten,  möge  /'sein,  wobei  wir  voraussetzen,  dass 
im  Anfange  P  mit  A  zusammenfiel.  Setzen  wir  noch  AM  —  u  ,  31  P  =  t», 
Z.SOP=&,  «©  ist  klar,  dass  die  Strecke  AS  =  dem  Bogen  SP  ist,  weil  «ich 
der  Kreis  auf  der  Geraden  Aß  abwickelt.    Hieraus  folgt: 

U  =  AS— MS  ■=  AS— PO 

=  r&  —  rnnd-  =  r(&  —  sin#); 
v  =  Ö.V—  00  —  r— rcos# 

=  r(l  —  cos#) 

und  diess  sind  die  oben  erwähnten  Gleichungen.  Für  &  =  iv.  also  wenn  der 
Kreis  eine  halbe  Umdrehung  gemacht  hat,  wird  U  —  .1/7  —  rn  ,  v  —  CD~2r 
nnd  für  ~  2?r ,  also  nach  einer  ganzen  Umdrehung  U  —  2rn  ,  v  =z  0. 
Die  Basis  der  Cykloide  ist  also  dem  Umfange  des  erzeugenden  Kreises  und 
ihre  Höhe  dem  Durchmesser  desselben  gleich. 
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erfüllen,  worin  r  den  Halbmesser  des  erzengenden  Kreises  und  #  den 
Wälzungswinkel  bezeichnet.  Rechnen  wir  aber  die  Coordinaten  vom 
Scheitel  der  Cykloide  aus,  und  die  Höhe  der  Cykloide  zur  Achse  der 
x,  so  ist: 

x  =  2r— v  ,  y  =  r%—u> 
oder  nach  dem  Vorigen: 

x  =  r(i+cosfr)  ,  y  =  r(»-*  +  sin^). 

Um  hieraus  &  abzuleiten ,  differenziren  wir  beide  Gleichungen  nach  0, 
woraus  sich 

g=-r8i„*(g  =  -,(!_  cos») 

und  durch 


—  C08  0- 


-f  cos# 

ergiebt.   Andererseits  ist  aber  unmittelbar 

l-f  cos*  =  £  ,  folglich  1— cos#  = 

und  durch  Substitution  dieser  Werthe  erhalten  wir  jetzt: 

dV  ^.iF^^^x" 

Mit  Hülfe  der  Formein  (4) ,  (5) ,  (6)  und  (7)  findet  man  nun : 
Tang.  =y^~ _|L_  ,  Norm.  =^  £  V  2r,(2i— *)f- 

Subt.  =  y  \f    *     ,  Subo.  =  y  i/lEEf 

und  es  wurde  sehr  leicht  sein,  diese  Ausdrücke  geometrisch  zu  con- 
struiren. 
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§.  58. 

Die  Asymptoten  ebener  Curven. 

Wenn  sich  eine  Curve  oder  wenigstens  einer  ihrer  Zweige  ins 
Unendliche  erstreckt  und  man  successiv  an  alle  Punkte  derselben  Tan- 
genten legt  oder,  was  auf  das  Nämliche  hinauskommt,  wenn  man  den 
Punkt,  an  welchem  eine  Tangente  gezogen  ist ,  auf  der  Curve  ins  Un- 
endliche hinausgehen  lässt,  so  sind  hinsichtlich  der  verschiedenen  Rich- 
tungen, welche  diese  Tangente  nach  einander  annimmt,  zwei  Fälle 
denkbar;  nämlich  entweder  nähern  sich  dieselben  mehr  und  mehr  einer 
bestimmten  Richtung  als  Gränze  oder  nicht,  denn  da  r  immer  eine  ge- 
wisse Funktion  von  x  ist,  etwa  r  =  qc  (./■),  so  muss  für  unendlich  wach- 
sende x  sich  Limgp(./j  entweder  angeben  lassen  (überhaupt  existiren), 
oder  nicht.  Ausserdem  sind  hinsichtlich  der  Lage  jener  successiven 
Tangenten  noch  zwei  Fälle  möglich ;  ihr  Durchschnitt  mit  der  Abscis- 
senachse  wird  nämlich  immer  fortrücken,  entweder  bis  zu  einer  be- 
stimmten Stelle  oder  nicht.  Finden  nun  die  jedesmaligen  ersten  Fälle 
in  diesen  beiden  Distinktionen  gleichzeitig  statt,  so  existirt  eine  ge- 
wisse Gerade,  welcher  sich  die  successiven  Tangenten  der  Curve  un- 
begränzt  nähern,  eine  solche  Gerade  heisst  eine  Asymptote  der 
Curve,  weil  man  auch  sagen  kann,  dass  die  Curve  selbst  sich  dieser 
Geraden  unausgesetzt  nähert  und  ihr  so  nahe  kommen  kann  als  es  nur 
verlangt  wird,  ohne  aber  jemals  dieselbe  zu  erreichen. 

Aus  diesen  Bemerkungen  ergiebt  sich  nun  sogleich  ein  sehr  ein- 
faches Mittel  zur  Entscheidung  der  Frage,  ob  eine  gegebene  Curve 
Asymptoten  habe  oder  nicht.  Erstlich  nämlich  muss  man  untersuchen, 
ob  der  Winkel  x  also  auch  tanr  sich  einer  bestimmten  Gränze  nähert 
oder  nicht;  heisst  xx  dieselbe,  so  ist 

tanr^Lim^.  (t)  . 

Ferner  muss  die  Grosse  OS  in  fig.  20.  einer  angebbaren  Gränze  zueilen; 
da  aber  ÖS  diejenige  Abscisse  g  eines  Punktes  der  Tangente  ist,  für 
welchen  y  =  0  wird,  so  hat  man  nach  Formel  (2)  im  vorigen  Para- 
graphen 
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und  wenn  £j  der  GrHnzwerth  von  £  ffir  unendlich  wachsende  x  heisst, 

&  =Ltet(4P-y  (2) 

Haben  nun  in  (1)  und  (2)  xx  und  |x  angebbare  Werthe,  so  kann  man 
auch  leicht  die  Gleichung  der  Asymptote  aufstellen;  denn  wenn  x*  ,  y 
die  Coordinaten  irgend  eines  Punktes  dieser  Geraden  sind,  so  findet 
offenbar  die  Relation: 

V"  =  (o:'-&)taDT1  (3) 

statt  und  diese  ist  nichts  Anderes  als  die  Gleichung  der  Asymptote  selbst. 

Um  hiernach  zu  untersuchen,  ob  z.  Ii.  die  Parabel  Asymptoten 
habe  oder  nicht,  nehmen  wir 

y  =  VpJ  ,  also  %  =  \i^£> 

woraus 

folgt.  Die  Richtungen  der  Tangenten  nähern  sich  also  immer  mehr 
dem  Parallelismus  zur  Parabelachse.   Ferner  ist 

folglich  Lim|  =  — oc  d.  h.  die  Durchschnitte  der  Tangenten  mit  der 
Parabelachse  rucken  ins  Unendliche  hinaus;  es  giebt  demnach  keine 
Asymptote. 

Für  die  Hyperbel  haben  wir,  wenn  a  die  grosse  und  b  die  kleine 
Achse  bezeichnet, 

ö  a  Var2—  a2     «   4/  - 


V-5 


mithin  durch  Uebergang  zur  Gränze  für  unausgesetzt  wachsende  x 


Ferner  wird 


tanri  =  — . 

a 


t  —  m       b  A/-ä  «     a  V^2— a2       ^    g2—  a*  a2 


x 


zed  by  Google 


316  • 

folglich 

£,  =  Lim  —  =  0, 
x 

Demnach  haben  wir  nach  do.  (3)  als  Gleichung  der  Asymptote : 

und  dieselbe  geht  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten.  Ist  die 
Hyperbel  gleichseitig  d.  h.  b  =  a,  so  wird  tanTt  =  1,  folglich  der  so- 
genannte Asymptotenwinkel  xx  =  45°. 

Man  kann  übrigens  leicht  noch  eine  zweite  Regel  zur  Aufsuchung 
der  Asymptoten  geben,  die  in  manchen  Fällen  von  bequemerer  An- 
wendung sein  wird.  Sie  gründet  sich  auf  die  einfache  Bemerkung, 
dass  wenn  eine  der  Ordinatenachse  nicht  parallele  Asymptote  vor- 
handen ist,  die  Ordinaten  der  Curve  um  so  weniger  von  den  zu  den 
nämlichen  Abscissen  gehörigen  Ordinaten  der  Asymptote  differiren,  je 
grösser  die  Abscissen  selbst  genommen  werden.  Ist  z.  B.  in  lig.  20. 
OA—x  ,  AP=y  ,  AP=y'  und 

y  =  ax  +  ß  (4) 
die  Gleichung  der  Asymptote,  so  hat  man  offenbar  für  PP  =  e 

y  =  ctx  +  ß  +  e, 

wo  nun  e  eine  Grösse  ist,  die  bis  zur  Gränze  Null  abnimmt,  wenn  x 
wächst   Aus  dieser  Gleichung  folgt  nun: 

X  X 

und  folglich,  wenn  man  zur  Gränze  für  unendlich  zunehmende  x  über- 
geht, 

a  =  Lim^  (5)*) 


')  Dicss  Resultat  ist  nur  formell  von  dem  unter  no.  ( 1 )  stehenden  ver- 
schieden, ticisst  nämlich  rl  der  Winkel,  welche  irgend  eine  durrh  die  Glei- 
chung p'  =  aX  +  ß  bestimmte  Gerade  mit  der  Abstisscnachse  macht,  so  ist 
nach  bekannten  Lehren  der  analytischen  Geometrie  «  =  tan  t,  und  folglich 

geht  die  obige  Gleichung  in  tanr,  =  Lim—  über.    Wenn  nun  überhaupt  eine 

Asymptote  exislirt,  so  wird  sich  dieser  Gränzwerth  unter  die  vieldeutige  Form 

£-  stellen  und  man  findet  dann  Lira—  —  Lim  —  ,  wodurch  die  Formel  (5) 
■  x  ax  v  J 

nit(l)  zusammenfällt.    Dadurch  wird  aber  no.  (5)  noch  nicht  überflüssig, 

weil  man  sehr  oft  die  Division  mit  X  ausführen  kann. 
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Hat  man  auf  diese  Weise  a  bestimmt,  so  ergiebt  sich  aus  der  Glei 
chung  y  =  «.r  +  P  +  f, 

ß  =  Lim  (y—ax), 

wodurch  nun  die  beiden  Constanten  a  und  ß,  welche  die  Lage  der 
Asymptote  angeben,  bestimmt  sind.  Diese  Regel  lässt  sich  auch  auf 
implizite  Funktionen  anwenden,  wenn  man  also  blos  die  Gleichung 
kennt,  aus  der  y  noch  zu  eotwickeln  wäre.  Kann  man  nämlich  die 
,    letztere  auf  folgende  Form  bringen: 

'  =  "*+(£)  f  -  =  0' 

wobei  die  Zahlen  ro  ,  n  ,  etc.  der  Grösse  nach  absteigend  geordnet 
sind,  so  ist  auch: 

Weiss  man  nun  im  Voraus,  dsss  Lim  <p  (|)  ,  Lim  vQ^),  ».nicht 
unendlich  gross  werden,  so  hat  man  für  unendlich  wachsende  x,  wegen 

Lim  M-  =  a 
x 

9>W  =  0,  (7) 

woraus  man  «  zu  bestimmen  hat.  Um  ß  zu  finden,  setzen  wir  in  der 
vorhergehenden  Gleichung 

y  —  ux  +  tt  (8) 

so  wird  dieselbe: 

Man  hat  aber  ferner  <p(«  +  A)  =  <p(«)  +  h<p'(«  +  Xh),  mithin,  weil 

(p(a)  =  0  för  h  =  —  : 

x 

und  hierdurch  geht  die  obige  Gleichung  über  in: 

V(«  +       +  +      +  ...  =0. 

Ist  nun  eine  Asymptote  vorhanden,  so  ist  ß  bb  Lim  (y— aar),  folglich 
geht  dann  nach  no.  (8)  *  in  0  über,  und  die  vorige  Gleichung  giebt: 
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ß<p'  (a)  +  Lim  ^SSL  =  0 


d.  i. 

1)  für  «<«i  —  1  ,  ß=0  \ 

*>„   «  =  -Jg  j  (9) 

3)  „    n>  m  — 1  ,  ß=z±&.  I 

Im  ersten  Falle  geht  die  Asymptote  durch  den  Anfangspunkt  der  Coor 
dinaten  und  ist  ganz  einfach 

y'  — 

ihre  Gleichung;  im  zweiten  Falle  wird  letztere 

y  =  «  _  *W  (10) 

und  im  dritten  Falle  existirt  gar  keine  Asymptote,  weil  der  Durch- 
schnitt der  Tangente  mit  der  Abscissenachse  ins  Unendliche  wegruckt. 

Um  diess  auf  ein  Beispiel  anzuwenden,  sei  die  gegebene  Curve 
das  Cartesianische  Blatt,  oder 

F{x\y)  =  x*  -  Zaxy  +  y*  =  0. 
Stellt  man  sie  in  der  Form 


dar,  so  ubersieht  man  auf  der  Stelle,  dass  hier  Lim£  nicht  unend- 

x 

lieh  sein  kann ;.  denn  man  hat  auch 

und  hier  ist  auf  der  Stelle  klar,  dass  wenn  £  unendlich  würde,  die 

x 

ganze  linke  Seite  unendlich  würde  und  also  nicht  mehr  =  0  sein  könnte. 
Wir  haben  daher  nach  no.  (11) 

«•  +  1  =  0  ,  «  «  —  1; 

ausserdem  ist  hier 

<p(a)  =  as  ,  1>(a)  =  —  Satt 

folglich 

(«)  — 3««  o  _ 

9^(0)  ~~    3a*   ~     o  ~~ 

2« 
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wegen  a  =  —  I.    Mithin  ist 

y'  =  —  x  —  a 

die  Gleichung  der  Asymptote  des  Cartesianischen  Blattes.  In  fig.  18 
ist  dieselbe  mitgezeichnet  und  dabei  ^LX'BT  =  45°  und  OB  =  a. 

Aehnliche  Schlüsse  sind  auf  alle  algebraischen  Curven  anwendbar. 


Die  Tangenten  und  Normalebenen  der  Curven  von  doppelter 

Krümmung. 

Jede  doppelt  gekrümmte  Curve  hat  bekanntlich  zwei  Gleichungen, 
weil  man  sie  als  den  Durchschnitt  zweier  Flächen  betrachten  kann. 
Bezeichnen  nämlich 

=  0  ,  V{x,y,z)  =  0  (1) 

die  Gleichungen  der  sich  schneidenden  Flächen ,  so  gehören  diejenigen 
Coordinaten  x  ,  y  ,  x9  welche  beide  Gleichungen  simultan  erfüllen,  dem 
Durchschnitte  beider  Flächen,  also  der  Curve  doppelter  Krümmung  an. 
Eliminirt  man  aus  denselben  einmal  y  und  eiumal  x,  so  erhält  man 
zwei  Gleichungen  von  der  Form: 

x  —  q>(z)  ,  y  =  (2) 

und  diess  sind  die  Gleichungen  der  fraglichen  Curve.  Giebt  man  nun 
dem  z  ein  beliebiges  Inkrement  dz,  so  ändern  sich  auch  x  und  y  etwa 
um  dx  und  dy;  um  aber  anzudeuten,  dass  diese  Aenderungen  xonJz 

herrühren,  wollen  wir  statt  derselben  (^jp)      und  ^  8cnrei* 

ben.  Sind  jetzt  in  fig.  21.  P  und  Q  die  beiden  Punkte  der  Curve,  welche 

und  1  -.•»•■«. 

•  +  (S)  a  • » +  09 

zu  Coordinaten  haben,  so  lässt  sich  die  Grosse  und  Richtung  der 
Sehne  PQ  sehr  leicht  angeben;  die  erstere,  die  etwa  q  heissen  möge, 
durch  die  einfache  Bemerkung,  dass  o  die  Diagonale  von  einem  recht- 
winklichen  Parallele pipedon  ist,  welches  dx  ,  Jy  ,  dz  zu  Seiten  hat. 
Hieraus  folgt: 
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Neimen  wir  ferner  X  ,  ft  ,  v  die  Winkel,  welche  mit  drei  durch 
P  den  Coordinatenachsen  parallel  gelegten  Geraden  macht,  so  ist: 

cos  i  SS  —  ,  COSft  =  ty.  ,  cos  V  =  ~ 
«»der  zia: 


Az 

cos  A  =r 


v  m 


Jz 

cos  |tt  r= 


V(f)4+(f)l+«' 


1 

cosv  = 


V(£)X*V+1 


Lassen  wir  nun  den  Punkt  Q  immer  näher  an  P  rücken ,  so  ist  die 
Tangente  SPT  der  Gransfall  der  Sekante  und  die  Winkel,  welche  ST 

CT 

mit  jenen  drei  durch  P  gelegten  Geraden  (sekundären  Coordinatenach- 
sen) macht,  sind  die  Gränzwerthe  der  Winkel  A  ,  p  ,  v.  Nennen  wir 
o  ,  |S  ,  y  die  Winkel,  welche  die  Tangente  in  P  mit  den  Coordinateu- 
achsen  oder  den  ihnen  parallelen  Geraden  macht,  lassen  nun  das  un- 
abhängige Inkrement  4z  bis  zur  Granze  Null  abnehmen,  und  bemer- 
ken, dass 

Lim^=^  ,  Lim^=^ 
dz     dz  Az  dz 

ist,  so  erhalten  wir  zur  Bestimmung  der  Richtung  der  Tangente  die  Formeln: 

dx 
dz 

cos  a  r= 


V  (£)•+(*)' +I 


cos  ß  = 


*   \  (3) 


+ 1 


cosy  " 


v  off*  m  * 
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woför  man  vermöge  der  Gleichungen  (2)  auch  schreiben  kann 


cos« 


1 

cos  y  —  — „     — . 

V <p'  (2)*  +  <j?  (2)*  +  1 

Es  hat  nun  auch  keine  Schwierigkeit,  die  Gleichungen  der  Tangente 
anzugeben.  Nennen  wir  nämlich  £  ,  rj  ,  £  die  Coordinaten  irgend  eines 
Punktes  derselben  und  r  seine  Entfernung  vom  Punkte  (ar,y,z),  so  ist 

l—x  —  rcos«  ,  rj—y  =  rcosß  ,  £— z  =  rcosy; 

folglich 

-3?__cos«    y—y_.  cos/3 

z    'cosy'  £—2  cosy 


oder 


cos«  /(,     »  cos/S  /f,  » 

*  y  cos  y 


und  wenn  man  hier  für  cos  er  ,  cosß  ,  cosy  die  vorherbestimmten  Wer 
the  setzt,  so  wird: 


£  =  *  +  £«-*) 
n  =  9  +  %  «-«>. 


(5) 


oder,  was  das  N jimliche  ist: 


|  =  .r  +  V'(2)  (t-i) 
n  m  y  +      (2)  (£-«) 


j  (6) 


und  diess  sind  die  Gleichungen  der  Tangente,  weil  man  mittelst  die- 
ser Formeln  £  und  rj  finden  kann,  sobald  £  willkührlich  angenommen 
worden  ist. 

Legt  man  durch  den  Punkt  P  eine  Ebene  MN  senkrecht  auf 
der  Tangente  ST,  so  nennt  man  MN  die  Normalebene  der  turve 
im  Punkte  (#,y,z).   Ihre  Gleichung  findet  sich  auf  folgende  Weise. 
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Mao  denke  sich  von  O  ein  Perpendikel  p  auf  die  Ebene  MN  herab- 
gelassen und  ausserdem  nach  einem  beliebigen  durch  die  Coordinaten 
1  ,  n  ,  f  bestimmten  Punkte  derselben  von  O  aus  eine  Gerade  q  ge- 
zogen, welche  mit  p  den  Winkel  co  einschließen  möge.    Es  ist  dann: 

p  z=z  qcoso, 

heissen  ferner  a  ,  ß  ,  y  die  Winkel,  welche  p,  und  u  ,  v  ,  m  die, 
welche  q  mit  den  drei  Coordinatenachsen  macht,  so  ist  nach  einer  be- 
kannten Formel  der  analytischen  Geometrie: 

cos  o>  =s  cos  u  cos  a  +  cos  v  cos  |3  -f-  cos  cd  cos  y , 

folglich  durch  Multiptikation  mit  q  : 

p  =     cos  ti)  cosa  +  (q  cos  v)  cos  0  +  (ocosco)cosy, 

oder 

p  ss  £cosa  -f-  ri  cos  ß  -f  ^cosy.  (7) 

Diese  Gleichung,  welche  für  irgend  einen  Punkt  (|  ,  17  ,  f)  der  Nor- 
malebene besteht,  muss  aber  auch  für  den  ebenfalls  in  der  Normal- 
ebeue  liegenden  Punkt  (xty,x)  gelten,  so  dass 

p  =  arcosa  ~\-  ycosß  +  xeosy 

ist,  woraus  man  durch  Subtraktion  von  (7) 

0  =  (|-*)oos«  +  Oj-yJcosjS  +  U-*)cosy 

oder 

^(i_*)+i?s£(,-,)  +  t-,  =  o 

cos  y  cos  y 

erhält  Berücksichtigt  man ,  dass  die  hier  betrachteten  Winkel  a  tß  ,  y 
mit  den  in  (3;  und  (4)  vorkommenden  identisch  sind,  so  wird  jetzt: 

S  «-*)  +  g  (l-jr)  +  f-*  =  0  (8) 

oder 

q>'{i)&-x)  +  ^(z)(i?-y)  +  f-z  =  0  (9) 
die  Gleichung  der  Normalebene. 

Um  diess  auf  ein  Beispiel  anzuwenden,  betrachten  wir  diejenige 
krumme  Linie,  welche  den  Durchschnitt  einer  Kugel  und  eines  gleich- 
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seitigen  hyperbolischen  Paraboloids  bildet.  Nennen  wir  a  den  Halb- 
messer  der  ersteren  und  b  die  Seite  de«  «weiten ,  so  haben  wir 

•T*  +  y*  +  22  —  Oa  =  0  ,  or*  —  y*  — ■  6*2  =  0 

für  die  Gleichungen  der  beiden  genannten  Flächen.  Aus  ihnen  ergiebt  sich 

und  durch  Differenziation: 

« 

dx__    1     -     —2» +  6»     _  rn 
1         -2:-6»  , 

und  nun  kann  man  die  Gleichungen  der  Tangente  und  Normalebene  im 
Punkte  (x,y,z)  ohne  Weiteres  hinschreiben. 


§.  60. 

Die  Tangentialebenen  und  Normalen  der  Flachen. 

In  der  Gleichung  einer  Fläche  F(x,y ,  z)  =0  sind  bekanntlich  zwei 
Coordinaten,  etwa  arund  yt  willkührlich,  dagegen  die  dritte  z  eine  Funk- 
tion der  beiden  anderen,  welche  man  durch  Auflösung  jener  Gleichung  nach 
z  erhält,  wobei  etwa  zz=f{x,y)  zum  Vorschein  kommen  möge  Geben 
wir  nun  den  Coordinaten  x  und  y  ein  paar  willkührliche  Inkremente 
Ax  und  Ay ,  so  nimmt  auch  z  um  eine  gewisse  Grösse  Az  zu,  welche 
von  Ax  und  Ay  auf  bestimmte  Weise  abhängt.  Um  diess  zu  veran- 
schaulichen, wenden  wir  uns  an  lig.  22.,  worin  Pein  beliebiger  Punkt 
der  gegebenen  Fläche,  HA  =  x  ,  KA  zzz  y  ,  AP  =  z  ist.  Lassen 
wir  x  um  die  Strecke  tft=Ax  zunehmen  und  von  B  eine  Senkrechte 
aufsteigen,  so  stossen  wir  auf  einen  zweiten  Punkt  Q  der  Fläche,  wo- 
bei wir  BQ  =  z  +  dx  setzen  wollen,  um  anzudeuten,  dass 

die  Differenz  Az,  welche  zwischen  AP  und  BQ  statt  findet,  von  dem 
Zuwachs  Ax  herrührt.  Geben  wir  ebenso  dem  y  ein  Inkrement  AC 
=  Ay  und  ziehen  wieder  CR\\  02,  so  erhalten  wir  eines  dritten  Punkt 
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R  der  gegebenen  Fläche,  für  welchen  CR  =  z  +  y^l^Ay  sein  möge, 

um  anzudeuten,  dass  sich  die  jetzige  Aenderung  des  z  von  Jy  her- 
sch  reibt.   Es  sind  demnach 

die  Coordinaten  von  P:   x   ,   y   ,   z  , 

»  x  ,  y  +      ,  z  +  4?- 

Durch  die  3  Punkte  PfQ,R  wollen  wir  nun  eine  Ebene  legen,  deren 
Gleichung  *) 

il* +  C  =  Q  (1) 

heissen  möge,  worin  A  ,  B  ,  C  erst  noch  zu  bestimmen  sind.  Da  P, 
Q  ,  R  in  dieser  Ebene  liegen  sollen ,  so  müssen  ihre  Coordinaten  die 
Gleichung  derselben  befriedigen,  es  muss  also 

Äx  +  By  +  2  +  C  bb  0, 
/*r)  +  %  +  z  +  f^j)  Ax  +  C  =  0, 

4r  +  +  1  +  4  +  C  =  0 

sein  und  aus  diesen  Gleichungen  lassen  sich  die  Unbekannten  A,ByC 
sehr  leicht  eliminiren.  Durch  Subtraktion  der  ersten  Gleichung  von 
der  zweiten  und  dritten  erhalt  man  nämlich: 

AAx  +  (^)  Jx=0  - B*  +        = 0: 

folglich 

Man  könnte  nun  auch  C  mittelst  der  ersten  Gleichung  bestimmen  und 
dann  Alles  in  no.  (1)  Substituten ;  man  gelangt  aber  rascher  zum  Ziele, 

■ 

*)   Gewöhnlich  stellt  man  die  Gleichung  der  Ebene  unter  der  Form 

<*£  +       +  C£  +  d  =  0 

dar;  dividirt  man  dieselbe  mit  C  und  setzt  SL  =  A  ,  ^-  —  B  y  ^  -  C  ,  so 

C  C  * 

erhält  man  die  oben  benutzte  Form.  Auch  ist  leicht  einzusehen,  dass  a  ,  b, 
c  ,  d  nicht  von  einander  unabhängig  sind,  während  diess  mit  A  ,  B  ,  C  statt 
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von  110.  (1)  die  darauf  folgende  Gleichung  subtrahirt;  dies« 
giebt 

AQ-Jt)  +  B(r,-y)  +  f-J  =  0, 
fotglich  vermöge  der  Werthe  von  A  und  B : 

Lassen  wir  jetzt  die  willkürlichen  Aendcrun<.en  Ax  und  zfy  bis  zur 
Gränze  Null  abnehmen ,  so  rücken  die  drei  Punkte  P  ,  Q  ,  R  immer 
näher  an  einander  und  die  Kappe,  welche  die  Ebene  durch  P  ,  Q  und 
R  von  der  Fläche  abschneidet,  zieht  sich  zu  einem  blosen  Punkte  P 
zusammen;  die  schneidende  Ebene  wird  zur  Tangentialebene  und  die 

Differenzenquotienten  ^ggj  und  (^)  werden  zu  partiellen  Diffe- 
renzialquotienten ,  weil  die  Grosse  Az  in  Dur  von  *X  und  in 

(^y)  nur  von  Ay  abhängt.   Wir  erhalten  demnach: 

t-*=(£)ö-*> +  (£)(*-»>•  » 

oder  auch  in  leicht  verständlicher  Bezeichnung: 

als  Gleichung  der  Tangentialebene. 

Es  ist  nun  ebenso  leicht ,  die  Gleichungen  der  Normale  im  Punkte 
(x,yyz)  aufzustellen.    Dieselben  seien: 

so  müssen  die  Coordinaten  x ,  y  tz  dieselben  befriedigen,  weil  der 
Punkt  P  in  der  Normale  selbst  liegt.    Es  ist  also  zugleich 

x  =  Az  +  a  ,  y  =  Bz  +  b\ 

folglich  durch  Subtraktion: 

l-x  =  A(S-z)  ,  v-y  =  B<t-t)i 

und  wenn  wir  er  ,  ß  ,  y  die  Winkel  nennen,  welche  die  Normale  mit 
den  Coordinatenachsen  macht,  so  muss  ganz  so  wie  in  §.  59. 

t  Cosa,.      .  cosß  /u       x  ..v 

=  7^ß~~z)'  v  ~  v  —  T^rz      2)  (4) 

tos  y  cos  y 
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sein.  Die  Winkel  a  ,  ß  ,  y  finden  sich  Hof  folgende  Weis«.  Heisst 
p  das  Perpendikel  vom  Anfangspunkte  der  Coordinaten  auf  die  Tan- 
gentialebene, so  sind  die  Winkel,  welche  dasselbe  mit  den  Coordina- 
tenachsen  einschliesst,  mit  den  Winkeln  a  ,  ß  ,  y  offenbar  identisch, 
weil  die  Normale  ebenfalls  auf  der  Tangentialebene  senkrecht  steht. 
Demnach  ist  wie  in  §.  59. 

£cosa  -f-  rjcosß  +  £cosy  =  p 

die  Gleichung  der  auf  p  senkrechten  Ebene  d.  h.  der  Tangentialebene. 
Diese  Gleichung  muss  nun  mit  der  bereits  gefundenen  in  (2)  identisch 
sein,  höchstens  konnte  sie  um  einen  constantem  Faktor  k  davon  diffe- 
riren,  so  dass 

*coso  =  (£)  • kcoBß = (|)  - Acosy  =  - 1 

wäre.    Hieraus  findet  man 

**(C08»«  +   CO8*0  -f  COS*y)  =  (^)2+(^)Ä  +  1 

Es  ist  aber  überhaupt  immer 

cos*«  -f  cos*|5  +  cos*y  =  1 

und  demnach 

und  iur  den  so  bestimmten  Werth  von  k  ergeben  sich  aus  uo.  (5)  dio 
Formeln; 

— -  Ks)  • cosß  =  r®«-»— i  (7) 

mittelst  deren  die  Gleichungen  der  Normale  in  no.  (4)  die  einfachere 
Form  annehmen: 

*  -  *  -  (S)  «-* » » = 9  -  ($)  «-*>•  ® 
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Für  das  elliptische  Paraboloid  hat  man  z.  B. 
und  hieraus  findet  man  ohne  Schwierigkeit 

j_,  =  |(i-*) 

und 

|=  *_g<t-»).,=»-Jftt-s) 
für  die  Gleichungen  der  Tangentialebene  und  Normale. 


Grcifswald,  gedruckt  bei  F.  W.  Kunikc. 
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Erste  Abteilung. 

nie  Integration  entwichener 
Funktionen. 


Cap.  I.    Allgemeine  Begriffe  und  Fundamentalsatze 

der  Integralrechnung. 

§  1. 

Bezeichnungsweise  in  der  Integralrechnung. 

Wenn  es  das  Geschäft  der  Differenzialreehnung  war,  aus  gege- 
benen Funktionen  neue  Funktionen  mittelst  bestimmter  Rechnungs- 
operationen abzuleiten,  so  ist  es  umgekehrt  die  Aufgabe  der  Integral- 
rechnung, von  den  derivirten  Funktionen  zu  den  ursprunglichen  Funk- 
tionen, durch  deren  Differenziation  sie  entstanden  sind,  oder  wenig- 
stens entstehen  könnten,  zurückzugehen.   In  der  bisherigen  Schreib- 
weise ausgedruckt  lautet  diess  :  Die  Differenzialreehnung  hat  aus  einem 
gegebenen  F(x)  die  Funktionen  F'(x),F"(x)  ,...F(»)(ar)  abzuleiten,  da- 
gegen liegt  es  der  Integralrechnung  ob,  aus  der  gegebenen  derivirten 
Funktion   wter   Ordnung   FW(ar)   vdie    vorhergehenden  Funktionen 
-FXn~1)(a),...F/ (x),F(x)  zu  bestimmen.    Sowie  nun  aber  ein  höherer 
Differenzialquotient  nichts  anderes  als  das  Resultat  einer  mehrmals 
nach  einander  ausgeführten  einfachen  Operation  (der  Differenziation) 
ist,  so  muss  auch  der  Regressus  von  FW(x)  bis  zu  F(x)  in  der 
Wiederholung  einer  und  derselben  Operation  bestehen;  denn  ist  man 
von  dem  gegebenen  F(")(x)  zunächst  auf  F(n~l)(x)  zurückgegangen, 
so  kann  man  jetzt  F^l)(x)  als  gegeben  ansehen  und  eine  ganz  ähn- 

1 
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liehe  Rechnung  wie  vorhin  fuhrt  dann  offenbar  auf  (x) ,  von  hier 

aus  weiter  auf  F(n~z)(x)  u.  s.  w.,  so  dass  es  also  blos  darauf  an- 
kommt, diejenige  Rechnuogsoperation  kennen  zu  lernen,  mittelst  deren 
man  von  dem  Differenzialquotienten  einer  Funktion  auf  diese  selbst 
zurückkommt. 

.  Da  es  sich  bei  dieser  Aufgabe  offenbar  um  eine  Relation  zwischen 
einer  gegebenen  Funktion  und  ihrem  ersten  Differenzialquotienten  han- 
delt, so  ist  es  das  Natürlichste,  sich  unter  den  in  Cap.  V.  der  Diffe- 
renzialrechnung  entwickelten  Formeln  umzusehen,  ob  sich  nicht  eine 
darunter  für  unseren  Zweck  brauchen  Hesse ;  hierzu  empfiehlt  sich  nun 
am  Besten  die  unter  Nro.  2.  verzeichnete,  nämlich: 

F(b)-F(a) 

=  LinU|F'(«)-f  ^(«  +  «5)  + Fl(a  +  2ö)  +  ...  +  F'(<i+lT=U)\ 

*     b  —  a 


worin  sich  das  Zeichen  Lim  auf  die  unbegränzte  Zunahme  der  ganzen 
positiven  Zahl  n,  oder  die  unendliche  Verringerung  von  Ö  bezieht.  Be- 
zeichnen wir  den  gegebenen  Differenzialquotienten  F' (x)  mit  f(x)  und 
berücksichtigen,  dass  die  in  Parenthese  stehende  Reihe  dadurch  aus 
f(x)  entsteht,  dass  man  der  Reihenach  x=a,  n  f  d\«-f-2(S,...tf  f  n—lö 
setzt,  so  können  wir  der  obigen  Formel  mit  Hülfe  eines  Summenzeichens 
2  eine  compendiösere  Gestalt  geben,  nämlich: 

F(b)  ~  F(a)  =Lim  Zf(x)  8  , 

<* 

wobei  das  Summenzeichen  auf  ganz  dieselbe  Weise  angewendet  ist, 

als  wenn  man  etwa  för  f(a)  +  ftb)+f(c)+...  +/(*)  kurz  Ef(x)  schriebe.^ 

Jede  der  Grössen  a,a-f  d%a-f  26*,...  differirt  hier  von  der  darauffolgenden 
um  <5,  oder  aus  irgend  einem  Werthe  von  x  ergiebt  sich  der  nächst- 
folgende durch  Vergrösserung  des  x  um  ö  und  in  so  fern  bildet  6  eio 
Inkrement  von  x.  Deuten  wir  diess  dadurch  an,  dass  wir  /ix  für  ^ 
schreiben,  so  ist 

F(b)  -  F(a)  =  Lim  Zf{x)dx. 

a 

Um  aber  der  beständigen  Wiederholung  von  Lim  überhoben  zu  sein, 
brauchen  wir  uns  nur  zu  erinnern,  dass  Jx=d  für  unendlich  wach-  , 
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sende  »  gegen  die  Gränze  Null  convergirt,  dass  mithin  das  Inkrement 
dx  in  das  Differenzial  von  x  ubergeht,  wenn  man  wie  immer  unter 
dx  einen  Zuwachs  von  x  versteht,  auf  welchem  die  Bedingung  haftet, 
ihn  bis  zur  Null  herabsinken  zu  lassen.  So  nimmt  denn  die  vorige 
Gleichung  die  kurze  Form 

F(b)  —  F(a)=2f(x)dx 

a 

an,  wobei  es  zur  besseren  Unterscheidung  üblich  geworden  ist,  statt 
des  griechischen  Buchstaben  einen  etwas  gedehnten  lateinischen  zu 
brauchen,  obgleich  diess  desswegen  nicht  nüthig  wäre,  weil  das  Z 
hier  durchaus  dieselbe  Bedeutung  wie  in  jeder  anderen  Formel  hat  und 
die  Operation  des  üeberganges  zur  Gränze  schon  durch  den  Gebrauch 
des  dx  statt  Ax  hinlänglich  bezeichnet  ist  Wenn  also  f{x)  den  Diffe- 
renzialquotienten  einer  noch  unbekannten  Funktion  F(x)  bezeichnet,  so 
hat  die  letztere  die  Eigenschaft 

F(b)-F(a)=fabf(x)dx  (1) 

und  dabei  nennt  man  den  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  :  Das  zwi- 
schen den  Gränzen  a  und  6  genommene  Integral  von  f(x)dx 
oder  auch  :  Das  bestimmte  Integral  von  f(x)dx  mit  den  Inte- 
grationsgränzen  a  und  b.  Da  hier  a  und  h  noch  ganz  beliebig 
sind,  so  kann  man  sich  b  etwa  als  willkührlich  veränderlich,  a  cou- 
stant  denken,  und  demnach  b  mit  x  selbst  identifiziren ;  es  wäre  dann 

F(x)  -  F(a)  =  f'f  (*)  dx  (2) 

und  hiermit  die  anfangs  gestellte  Aufgabe  gelbst  Denn  durch  Diffe- 
renziation  nach  x  wurde  sich  ergeben 

oder  weil  der  früheren  Voraussetzung  nach  — g~  =  f(x)  war 

^\_faS  f(x)dx~\=f(x).  (3) 

Wäre  also  die  unbekannte  Funktion  y  zu  bestimmen ,  welcher  die  Eigen- 
schalt 

i 
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zukäme,  so  Hürde  durch  blosse  Vergleichung  mit  (3)  folgen 

y=fj{x)dx  (5) 

uud  da  hier  alle  Rechnungsoperationen  vollständig  bekannt  sind,  so 
wäre  dem  Prinzipe  nach  nichts  mehr  zu  leisten  übrig.  Anders  aber 
sind  die  Anforderungen  der  Technik,  welche  sich  mit  einer  biosen 
Andeutung  von  Operationen  nicht  begnügt;  bis  jetzt  nämlich  haben  wir 
weiter  nichts  als  eine  Uebersetzung  der  in  der  Einleitung  zur  DifferenziaJ- 
rechnung  geführten  Betrachtungen  in  die  Sprache  der  Integralrechnung 
gegeben,  die  Schwierigkeiten  jedoch,  welche  der  direkten  Integration 
mittelst  der  Formel  (5)  entgegen  stehen,  sind  noch  ganz  die  früher 
auf  S.  11  bezeichneten.  Dagegen  bietet  uns  die  nun  vollständig  be- 
kannte Differenzialrechnung  die  Mittel  zu  der  schon  dort  angedeuteten 
indirekten  Losung  unserer  Aufgabe. 

Kennt  man  nämlich  eine  Funktion  F(x),  deren  Differenzialquotient 
mit  einer  gegebenen  Funktion  f{x)  zusammenfallt,  so  heisst  F(x)  das 
unbestimmte  Integral  von  f{x)dx  und  man  bezeichnet  diess  durch 

F{x)=ff{x)dx, 

so  dass  also  umgekehrt 

d f r(x)  dx = dF{x)  =  f{x)  dx  (6) 

ist  und  sich  folglich  die  Zeichen  d  und J* gegenseitig  aufheben,  etwa 

wie  die  der  Wurzelausziehung  und  Potenzirung.  Hiernach  ist  e«  nun 
leicht,  diejenige  Funktion  y  zu  bestimmen,  welche  der  Gleichung 

fa=f  W  0Q,er  dy  =f(x)  dx 

* 

Genfige  leistet;  bezeichnen  wir  nämlich  mit  C  eine  ganz  willkührlichc 
von  x  unabhängige  Grosse,  so  ist 

y=ff{x)dx  +  C,  '  (7) 

denn  indem  man  diese  Gleichung  mit  der  Rücksicht  differenzirt,  dass 


5 

dC 

^=0  Ist  und  die  Formel  (6)  benutzt,  kommt  man  in  der  That  auf 
die  gegebene  Gleichung  zurück. 

Aus  dem  unbestimmten  Integrale  lässt  sich  nun  auch  wieder  das 
zwischen  den  Glänzen  a  und  6  genommene  herleiten,  indem  man  in 
F(x)  einmal  x=a,  dann  x=b  setzt  und  den  ersten  Werth  vom  zweiten 
«ubtrahirt    Diess  giebt  dann  die  Gleichung 


f{x)  dx 


[mror=6]    [fur#  =  a] 
welche  nichts  weiter,  als  die  Identität  der  beiden  Resultate  ausdrückt, 

■ 

die  man  durch  indirekte  und  direkte  Integration  erhält 


§2. 

Entwicklung  der  Fundamentalformeln. 

Nach  den  so  eben  gemachten  Bemerkungen  ist  nichts  leichter  als 
die  Autstellung  der  einfachsten  Integral  formein,  und  in  der  That  be- 
steht dieselbe  in  fast  nichts  Auderem  als  einer  Abschrift  der  gewöhn- 
lichsten Differenzialformeln ,  mit  veränderter  Bezeichnung. 

1.   Die  Formel  zur  Differenziation  der  Potenz,  nämlich 
=  1*      oder  d  (?£)=X>-><I* 

m 

giebt  sogleich 

wo  C  eine  willkührliche  Constante  bezeichnet.  Für  *  =  fi+l  wird 
daraus 

und  diess  gilt  für  jedes  fi  excius.  ft=  —  1,  denn  in  diesem  Falle  würde 
1=0  und  dann  darf  man  nicht  mehr  die  vorhergehende  Differenzial- 
gleichung  gebrauchen  wollen.  Geht  man  von  der  etwas  allgemeineren 
Differenzialformel 

» 
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au»,  so  gelangt  man  zu  der  ebenfalls  für  jedes  ft  exclusive  f*=— 1 
geltenden  Integralformel 


(-+«*)M*r=^2j^  +  C  (1) 

Für  den  Fall  f*= — 1  dagegen  nimmt  das  Integral  eine  andere  Form 
an,  wie  wir  sogleich  sehen  werden. 

2.    Differenzirt  man  —  l  (xm)  so  wird 


und  folglich  umgekehrt 


mx™- 1  ,  dx 

 dx  =r  — 

xm  x 


f 


Hier  würde  es  voreilig  sein,  statt— —  l(xm)  kurzweg  Ix  setzen  zu  wollen, 
denn  alle  die  Funktionen,  welche  aus  —  l(xm)  hervorgeben,  wenn 
man  dem  m  verschiedene  Werthe  ertheilt,  zerfallen  in  zwei  Klassen, 
deren  Prototype  Ix  und—-  l(x2)  sind;  die  ersteren  entsprechen  den 

ungeraden,  die  zweiten  den  geraden  Werthen  von  m.    Für  blos  posi-, 
tive  x  sind  beide  Funktionen  identisch,   für  negative  x  dagegen  ver- 
schieden, denn  l(—x)  ist  unmöglich,  weil  man  e  nicht  auf  eine  solche 

Potenz  erheben  kann,  dass  ~  x  herauskommt,  -i-  ist  aber  mög- 


lich und (.r3).   Die  Frage ,  ob 

— +  Coders:  4  *  (*2)  +  C 


zu  setzen  sei,  entscheidet  sich  jedoch  sehr  leicht  durch  die 
Bemerkung,  dass  das  links  stehende  Integral  dasselbe  bleibt,  wenn 
man  —  x  an  die  Stelle  von  x  setzt,  denn  es  ist 


/d(-x)       P-d.r  Pdx 
—x      J   —x    J  x 


und  dieselbe  Eigenschaft  muss  natürlich  auch  die  auf  der  rechten  Seite 
stehende  Funktion  von  x  haben;  nun  ist  aber  nicht  /(— x)  =l(x),  wohl 

"2       xf)  —  ~2~  l  U'2)  "nd  daher  muss  man 
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Ä„  |/(^)  +  c 


setzen.  Weiss  man  im  Voraus,  dass  x  nur  positive  VVerthe  erhält, 
so  kann  man  allerdings  kürzer  l(x)  lür  4  l  (•'  ")  schreiben,  man  darf 
diess  aber  nicht  mehr,  sobald  man  im  ferneren  Verlaufe  einer  grösseren 
Rechnung  vor  negativen  Werthen  von  x  nicht  sicher  Ist.  Eine  etwas 
allgemeinere  Formel  folgt  noch  aus  der  Gleichung 

d[_  2Ä  J  =  a  + 

nämlich  die  sehr  häufig  vorkommende  Integralformel 

dx  l(a  +  bx)* 


3.  Sehen  wir  uns  ferner  in  der  Differenziajrechnung  nach  solchen 
Gleichungen  um,  in  welchen  die  derivirte  Funktion  eine  etwas  zu- 
sammengesetztere algebraische  Form  hat,  so  begegnen  wir  in  §  7 
zunächst  zwei  rationalen  Differentialquotienten,  nämlich  : 

d  [—4==-  / (V*  +  VI*  y~\=  -^hr  Formel (19) 

rfDv=r Arctan  V!  *  ] =^fe  FormcI  " 

und  hieraus  fliessen  die  Integralformeln 

P_dx_  1_  .  rfH^V  +  C 

J  a-bx*  ~Wri  1  \.Vä-*rbxJ  T 

Ferner  finden  sich  daselbst  zwei  Gleichungen,  worin  die  derivirte  Funk- 
tion ein  Radikal  enthält,  nämlich  : 

it-WA~Vr^]=OT  Fotme,(22) 

i[^lfcf^]=^  Fon„e.(IS) 

und  diess  giebt 

f     «*       =    *    Arcs.nl/ Lr  +  C 
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4.  An  diese  Integrale  algebraischer  Differenzialformeln  reihen 
sich  diejenigen,  worin  Exponenzial-  oder  geometrische  Grossen  unter 
dem  Integralzeichen  /  stehen.    So  haben  wir  zunächst 

folglich 

'  +C  (8) 

und  noch  einfacher  wenn  a=ze  ist 

fe*dx=e*+C  (0) 
Aus  den  Gleichungen 


erhält  man  ferner 


—  tfl  — - —  l  =  sin  axdx, 


.  COS  (IX  ~. 

smaxdx—  —  -f  C  (10) 


cosaxdx=^^--^C\  (U) 

Ganz  ähnlich  lassen  sich  die  Gleichungen 

{lS~cotax~^_  dx 

V  a    J  sin2aa: 
a  /^t&nax~\  _  dx 

V  a  J~cos2ax 

benutzen  und  geben 


j 


dX  rot«/' 


dx         tan  ax  - 
cos*ax  +  C-  <13> 


5.    Berücksichtigt  man  endlich  noch  die  Formeln 

^2«^^  ]  =  cot 
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so  gelangt  man  zu  den  Integralen 


ß 


tan  cucdx—  jp—  /  (cos  ax)2  -f  C,  (14) 


cotaxdx=  igj-  / (sin cur)2  -f-  C  (15) 


und  hiermit  haben  wir  uns  in  Besitz  des  nichtigsten  Apparates  für  die 
ferneren  Untersuchungen  gesetzt. 

§  3. 

Allgemeine  Reductionsforineln. 

Wenn  die  Differenzialformeln,  deren  Integration  verlangt  wird, 
nicht  so  einfach  sind ,  als  die  15  Fundamentalgleichungen  es  voraus- 
setzen, so  muss  man  dadurch  zum  Ziele  zu  kommen  suchen,  dass  man 
sie  in  einzelne  Theile  zerlegt,  welche  für  sich  integrabel  sind ;  man 
setzt  in  diesem  Falle  das  Integral  eines  complizirteren  Ausdruckes  aus 
den  Integralen  seiner  einzelnen  Bestandteile  zusammen.  Sind  diese 
einzelnen  Bestandteile  der  gegebenen  Differenzial Formel  durch  Addi- 
tion oder  Multiplikation  verbunden,  so  geht  die  Zusammensetzung  des 
Gesammtintegrales  nach  den  folgenden  Regeln  vor  sich. 

1.  Es  sei  zunächst  F(x)  die  Summe  zweier  anderen  Funktionen 
0(x)  und  ^(ar),  und  die  Differenzialquotienten  der  drei  Funktionen 
mögen  f{x),  <p(x),  y(x)  heissen,  so  hat  man  zunächst  die  beiden 
Gleichungen 

F(a) =  (1) 

f  (x)  dx  =  (p(x)  dx  +  y(x)  dx 
=z[<p(x)  +  il>(x)]dx, 

so  folgt  aus  der  zweiten  Gleichung  durch  Integration 

ff{x)  dx  =/[<p(x) + 1>(x)]  dx.  (2) 

Vermöge  des  Zusammenhanges  zwischen  F(x)  und  f\x) ,  <D(x)  und 
<p(x),  W(x)  und  ilt(x)  ist  aber  auch 

F(x)=ff(x)dx,  Q(x)=f<p(x)dx,  V(x)  =/^(ar)rf* 

und  daher  lässt  sich  die  Gleichung  (1)  auch  in  der  Gestalt 

/ f{x)  dx=f  <p(x)  dx  -\-fty{x)  dx 

darstellen.   Durch  Vergleichung  mit  (2)  ergiebt  sich  hieraus  die  Formel 
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f[<p(x)  +        dx  =/<p(x)  dx  +fy(x)  dx,  (3) 

d.  h.  das  Integral  einer  Summe  ist  gleich  der  Summe  der  Integrale 
von  den  einzelnen  Bestandteilen,  wobei  man  sich  leicht  überzeugen 
wird,  dass  der  Satz  gültig  bleibt,  wie  gross  auch  die  Anzahl  der  Sum- 
manden sein  möge.  Hiernach  ist  es  z.  B.  sehr  leicht,  das  Integral 

zu  entwickeln,  wenn  n  eine  ganze  positive  ganze  Zahl  bedeutet;  das- 
selbe kann  nämlich  auch  unter  der  Form 

f{\  +x  +  ar2+*3  -f ....  -f-  x^l)dx 

dargestellt  werden,  und  diess  giebt  nach  unserer  Regel 

fdx+fxdx  +  fx2dx  + ...  +fxn~ldx 

=  x  +  y         ^  :c3  +  ...-f-  i-a^»  +  C, 

wobei  C  die  Summe  aller  der  willkührlichen  Constanten  bezeichnet, 
welche  man  den  einzelnen  Integralen  hinzufugen  kann. 

2.  Wäre  F(x)  ein  Produkt  aus  einem  constanten  und  variabeleo 
Faktor,  also  etwa 

F(x)  =  kQ(x),  (4) 

so  giebt  die  Differenziation  unter  der  Voraussetzung,  dass  dF(x)~f\x)<tx, 
d&(x)  =  <p(x)dx  ist 

f(x)  dx  =  k<p{x)  dx , 
und  folglich  umgekehrt  die  Integration 

jf(x)  dxz=f  k(p(x)  dx.  (5) 

Andererseits  ist  aber  auch  F(x)  =  / f{x)dx ,  4>{x)  =J<p(x)dx,  und  mit- 
hin lässt  sich  die  Gleichung  (4)  unter  der  Gestalt 

Jf{x)dx  =  kf<p{x)dx 

darstellen,  was  durch  Vergleichung  mit  (5)  zu  der  Formel 

fkq>{x)dx  =  kfq>(x)  dx  (6) 

führt,  und  in  dieser  spricht  sich  die  Regel  aus,  dass  constante  Fakto- 
ren der  Differenzialformel  vor  das  Integralzeichen  treten.  Hiernach 
ist  z.  B. 


zed  by  Google 
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f(Ax  +  Ära  +  Cr3  +  +  Mxm)dx 

=/Jxdx  +  fBx*dx  + ....  +  fMxmdx 
=  Afxdx  +  Bfx2dx  +  ....  +  Mfxmdx 

<j«2  ->«3  «j«4  ffn  \  1 

=^+ä|-+c^+...+m^i  +  c. 

3.  Auch  für  die  Integration  der  ans  zwei  variabelen  Faktoren  be- 
stehenden Di fferenzial Formeln  lässt  sich  leicht  eine  Reduktionsformel 
entdecken.  Aus 

d[0{x)  W(x)]  =  ®(x) .d*P(x)  +  W{x) . dO(x) 
folgt  nämlich  durch  Integration 

$(x)  W(x)  ^f${x).dV{x)  +  fdO(x).  W(x). 

Setzen  wir 

d*P(x)  =  $(x)dx,  also  *F(x)=fy(x)dx, 
so  folgt  hieraus 

&(x)  fil>(x)dx=f®(x)Wx)dx  +fd$(x)fy(x)dx, 

oder,  wenn  wir  dO(x)=^(x)dx  nehmen  und  das  zweite  Glied  auf  der 
rechten  Seite  transponiren, 

®(x)  fy(x)dx— f  <P'(x)dxfip(x)dx  —f®(x)q(x)dx. 

Schreiben  wir  der  Symmetrie  wegen  q>  für  O  und  die  Gleichung  selbst 
in  umgekehrter  Ordnung,  so  ergiebt  sich 

fcp(x)  ty(x)  dx  =  (p(x)  f ty(x)  dx  —fcp'  (x)dx  f  ip(x)  dx ,  (7) 

und  diess  ist  die  Formel  für  die  sogenannte  partielle  Integration. 
Für  den  ersten  Augenblick  wäre  man  geneigt,  sie  für  eine  solche  zu 
halten,  welche  die  Schwierigkeiten  vermehrt,  statt  sie  zu  vermindern, 
weil  auf  der  rechten  Seite  zwei  Integrationen  nach  einander  postulirt 
werden ;  man  darf  aber  nicht  vergessen,  dass  in  vielen  Fallen  das  In- 
tegral f^(x)dx  sehr  leicht  zu  finden  und  der  Differenzialquotient  <p'(x) 
so  einfach  sein  kann,  dass  sich  die  Integrationen  rechts  ohne  Mähe 
bewerkstelligen  lassen.   So  hat  man  z.  B.  für  y(x)=x,  ^(x)=^x: 

/  xe*  dx  —  xfe*  dx  —  fdxf  e* dx 

=  xe* — /  dx  ex=(x—  1)  e* -|- C, 

ferner  für  q>(x)=lx,  ^i(a?)  =  l: 
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JLcdx=lxfdx— C^I^x 
—x{lx—\)  +  C. 

Ein  etwas  coniplizirteres  Beispiel  wäre  y(x)  =  Arctan*,  ty(x)=x; 
giebt 

/ Arctan  x .  xdx  =  Arctan  x  f  xdx  —j* ^  ^^fxdx 

dx 

und  wenn  man  berücksichtigt«  dass 


=  Arctan x,\x%— J  j  "^ba  ^2* 


x*   _1_  I 


ist, 

/ a:  Arctan  xdx 

] 

=  Ja:2  Arctan  x—  \f(l  —  fq^ä)  Ar 

=  i*2  Arctan  x — \fdx  +  iy  j-^ 
=  i        1 )  Arctan  x—  \x  +  C. 

Diese  Beispiele  zeigen  hinreichend  die  grosse  Brauchbarkeit  der 
Formel  für  die  partielle  Integration. 

4.  Handelt  es  sich  um  die  Integration  einer  Differenzialformel, 
worin  der  Faktor  von  dx  eine  Funktion  von  einer  anderweiten  Funk- 
tion darstellt,  also  um  ein  Integral  von  der  Form 

so  wird  die  Reduktion  desselben  oft  dadurch  möglich,  dass  man  eine 
neue  Variabele  einfuhrt  und  so  das  Integral  durch  Substitution  in 
ein  anderes  transformirt ,  das  vielleicht  weniger  Schwierigkeiten  darbie- 
tet. Setzt  man  nämlich  q>(x)=z,  und  will  jetzt  z  als  die  Variabele,  in 
Bezug  auf  welche  integrirt  wird,  ansehen,  so  muss  man  zunächst  x 
als  Funktion  von  z  bestimmen,  d.  h.  die  Gleichung  <p(x)  =  z  nach  x 
auflosen,  wodurch  man  ein  Resultat  von  der  Form  x  —  ty{z)  erhält. 
Daraus  folgt  dx=^^>'(z)dz  und  mithin 

ff[<P(*)]dx=Mt)1>'(z)dz.  (8) 
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Man  fibersieht  nun  gleich,  dass  die  Integration  rechts  in  vielen  Fällen 
ausführbar  sein  wird,  wobei  namentlich  die  partielle  Integration  sehr 
gute  Dienste  leisten  kann;  hat  man  nun  auf  diese  Weise  etwa 

ff(z)l>'(z)dz=F(z)  +  C 

gefunden,  so  ergiebt  sich  jetzt  vermöge  des  Werthes  von  x 

//19(X)]^=:F[9(X)]  +  C, 

und  hiermit  unmittelbar  das  gesuchte  Integral.  So  z.  B.  kann  man  in 
dem  Integrale 


(Ii 

e*=rz  setzen,  woraus  x—lz  und  dx~  —  folgt;  es  wird  dann 

1 


dzz=  Arctanz  +  C, 


und  folglich  vermöge  der  Bedeutung  von  z 

da: 


f; 


:=Arctan(e')  +  & 


Hiermit  schliesst  sich  die  Reihe  der  allgemeinen  Formeln,  mittelst 
deren  man  die  Integration  zusammengesetzter  Ausdrucke  auf  die  ein- 
facherer zu  reduziren  suchen  muss.  Ihre  Anzahl  ist,  wie  man  sieht, 
sehr  gering,  um  so  grösser  dagegen  ihre  Anwendbarkeit  und  man  kann 
in  der  That  ohne  sie  kaum  einen  Schritt  in  der  Integralrechnung  thun. 
Zahlreicher  aber  sind  die  speziellen  Reduktionsmethoden,  welche  dann 
eintreten ,  wenn  die  gegebene  Differenzialformel  dieser  oder  jener  be- 
sonderen Klasse  von  Funktionen  angehört,  ja  die  ganze  Integralrech- 
nung ist  eigentlich  nichts  Anderes  als  die  Auseinandersetzung  aller  der 
einzelnen,  aus  besonderen  Eigenschaften  der  zu  integrirenden  Funktio- 
nen abgeleiteten  Kunstgriffe,  wodurch  man  sich  das  Geschäft  der  In- 
tegration in  den  verschiedenen  Fällen  auf  verschiedene  Weise  erleich- 
tern kann. 
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Cap.  II.    Die  Integration  rationaler  algebraischer 

Diflerenzialformeln. 

§  4. 

Grundzüge  des  Verfahrens. 

Rationale  algebraische  Funktionen  heissen  bekanntlich  diejenigen, 
in  welchen  nur  Potenzen  der  veränderlichen  Grösse,  mit  constanten 
Grossen  durch  eine  endliche  Anzahl  von  Additionen ,  Subtraktionen» 
Multiplikationen  oder  Divisionen  verbunden  vorkommen.  Das  allge- 
meine Schema  derartiger  Funktionen  ist  demnach 


Kommen  im  Zähler  höhere  Potenzen  von  x  vor  als  im  Nenner,  so  kann 
man  diese,  wie  man  sagt,  u nacht  gebrochene  rationale  und  alge- 
braische Funktion  leicht  in  eine  etwas  andere  Gestalt  bringen.  Durch 
wirkliche  Ausführung  der  Division,  so  weit  diess  möglich  ist,  erhält 
man  nämlich  einen  Quotienten,  welcher  eine  ganze  rationale  alge- 
braische Funktion  von  x  ist,  und  einen  Rest,  in  welchem  der  Zähler 
niedrigere  Potenzen  als  der  Nenner  enthält  und  daher  eine  acht  ge- 
brochene rationale  algebraische  Funktion  von  x  genannt  wird;  oder 
schematisch  ausgedrückt  wäre  das  Resultat  von  der  Form  : 

q>  (x)  =  a  +  ßx  +  yx?  +       +  kr*  \ 

vi  +  Fs+yfa*+r~+x'afi  [  (l) 

+A'+B'x  +  C*2+ ....  +  N'x*'  ) 

So  z.  <13.  würde  man  die  unächt  gebrochene  Funktion 

5*3  +  1 

in  }  (2) 

<r^r    ,-29  +  35* 

zerlegen.    Das  Integral  fcp(x)dx  zerfällt  demnach  in  die  zwei  Integrale 

/(«  +  /3*  +  y*2  +  _  +  Xx2)dx 

und 


■ 
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/c'  +  ft'* +  /**  +  .. ..  +  *** 
~ÄT\B,x  +  Cx2  + ....  +  > 

von  denen  das  erste  sehr  leicht  durch  Integration  der  einzelnen  Be- 
standteile zu  entwickeln  ist  und 

«*+ß^  +  y^+  + 

giebt.  Somit  reduzirt  sich  die  Aufgabe  von  der  Integration  rationaler 
algebraischer  Funktionen  überhaupt  auf  die  der  ächt  gebrochenen  Funk- 
tionen dieser  Klasse  und  damit  bestimmt  sich  sogleich  das  Thema  un- 
serer Untersuchung. 

Bleiben  wir  einstweilen  bei  dem  numerischen  Beispiele  in  (2) 
stehen,  worin  es  sich  blos  noch  um  die  Integration 

29  +  35* 
x*-Zx  +  2x 

handelt.  Hier  ist  die  Bemerkung  von  Gewicht,  dass  der  Nenner  der 
Di flferenzial formet  auch  unter  der  Form  eines  Produktes  nämlich 
(*— 1)  (*— 2)  dargestellt  werden  kann.  So  wie  nun  die  Summe  zweier 
Bruche  mit  verschiedenen  Nennern  ein  Bruch  ist,  welcher  das  Produkt 
aus  jenen  Nennern  zum  Nenner  hat,  so  kann  man  sich  auch  umgekehrt 
denken ,  dass  ein  Bruch  der  letzteren  Art  in  die  Summe  zweier  Bruche 
der  ersten  Art  zerfallbar  sein,  also  eine  Gleichung  von  der  Formel 

-29+35*       —29  +  353? 
.r2  —  3*  +  2  ~~  (*-l)  (*— 2)  - 

A  B 


-  x-l  +  *-2 

existiren  müsse.  Um  nun  die  Werthe  von  A  und  B  zu  finden  bringe 
man  rechts  Alles  auf  gleichen  Nenner,  dann  wird 

-29-1-35*     -(2A  +  B)  +  (A  +  B)x 
*2— 3*  +  2~        (*  — 1)~(*-2) 

und  da  die  Nenner  identisch  sind,  so  vergleiche  man  die  Zähler,  wor- 
aus für  A  und  B  die  beiden  Gleichungen 

2^  +  Ä=r29,i4  +  Ä=35 

und  durch  deren  Auflösung  die  Werthe  ^  =—6,  /?=41  folgen.  In 
Her  That  ist  auch  identisch 


16 

— 29  +  35*_         6  41 
*2-3x  f2""       x—  1    f  .r  -  2  ' 

Jetzt  hat  die  Integration  keine  Schwierigkeit  mehr;  denn  man  erhält 

Hieraus  geht  hervor,  dass  es  bei  der  Integration  acht  ge- 
brochener rationaler  algebraischer  Funktionen,  d.  i.  bei  Integralen  von 
der  Form 


J  F(x) 


dx 


worin /"(a*)  und  F(x)  ganze  rationale  algebraische  Funktionen  bedeuten, 
hauptsächlich  auf  zweierlei  ankommt,  nämlich  erstens  auf  die  Ver- 
wandlung von  Fix)  in  ein  Produkt  von  der  Form 

F(x)= (a— a)  (ar—  b)  (x-c) ...  (x— k)  (3) 

und  dann  auf  eine  Zerlegung  nach  dem  Schema 

m  _  a.  .  B  .  c  .  .  K  U\ 


Von  diesen  Aufgaben  ist  die  erste  dadurch  lösbar,  dass  man  die 
Wurzeln  der  algebraischen  Gleichung  F(x)=0  aufsucht,  denn  nach  einem 
bekannten  Satze  findet  die  Gleichung  (3)  unmittelbar  statt,  wenn  a,  b, 
c...k  die  Wurzeln  der  Gleichung  F(x)=Q  bedeuten.  Weniger  nahe 
dagegen  liegt  die  Auflösung  des  zweiten  Problemes,  nämlich  die  Be- 
stimmung der  Grössen  A,  B,  C, ...  in  der  Gleichung  (4),  und  damit 
müssen  wir  uns  folglich  zunächst  beschäftigen. 

* 

§  5. 

Die  Zerlegung  acht  gebrochener  Funktionen. 

» 

Die  erste  Frage,  nämlich  die  nach  der  Möglichkeit  einer  Zer- 
legung dem  aufgestellten  Schema  (4)  gemäss,  ist  leicht  zu  beantworten. 
Dass  in  der  That  die  fragliche  Gleichung  keinen  Widerspruch  enthält, 
zeigt  sogleich  der  Versuch  alle  Glieder  der  rechten  Seite  auf  gleichen 
Nenner  zu  bringen;  der  neue  Zähler  würde  nämlich 
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A(x— b)(x— c)...  (ar— k) 
+B(x—a)  (x—c)...(x—k) 
+  C(x-a)(x-b)...(x-*) 

sein,  und  da  in  jeder  Horizontalreihe  eines  der  Binome  a),(x— b)  etc. 
fehlt,  so  ist  die  höchste  Potenz  von  x,  welche  überhaupt  vorkommen 
kann,  um  eine  Einheit  niedriger  als  die  Anzahl  der  Grössen  a,b,  c... 
d.  h.  als  der  Grad  der  Funktion  F(x).  Denkt  man  sich  die  Multipli- 
kationen ausgeführt  und  Alles  nach  Potenzen  von  x  geordnet,  so  nimmt 
das  Resultat  die  Form 

+  .(1) 

an,  wobei  P,  Q,  Rt...  aus  A,  B,  C,...  und  a,  b,  c,...  zusammen- 
gesetzt sind,  doch  so,  dass  nur  erste  Potenzen  vou  A,  Bt  6\...  und 
auch  keine  Produkte  aus  je  zweien  oder  dreien  dieser  Unbekannten 
vorkommen.   Der  Zähler  (1)  rauss  nun  mit  f{x)  oder 

«/+/3'*  +  y'*a+---  (2) 

identisch  sein,  und  da  die  Dimension  von  f{x)  niedriger  als  die  von 
F(ar),  also  wenigstens  um  eine  Einheit  geringer  ist,  so  folgt  jetzt, 
dass  die  Reihen  in  (1)  und  (2)  entweder  gleichviel  Glieder  besitzen, 
oder  die  letztere  .deren  weniger  als  die  erste  hat;  in  diesem  zweiten 
Falle  könnte  man  aber  die  Reihe  (2)  ergänzen,  indem  man  die  fehlenden 
Potenzen  von  x  mit  dem  Coeflizienten  Null  versehen  hinzusetzte  und 
man  darf  daher  immer  annehmen,  dass  beide  Reihen  gleich  viel  Glieder 
besitzen.  Ist  nun  x*  die  höchste  in  F{x)  vorkommende  Potenz,  also 
n  der  Grad  von  F(x),  so  ist  x*- 1  die  höchste  in  Nro.  (1)  auftretende 
Potenz  von  x  und  folglich  die  Gliederanzahl  der  Reihe  =n.  Durch 
Vergleichung  von  (1)  und  (2)  folgt  jetzt  weiter 

P=a>,Q=ß',R  =  y>,r.  (3) 

und  unter  diesen  Gleichungen  könnten  nach  der  vorigen  Bemerkung 
einige  vorkommen,  deren  rechte  Seite  die  Null  ist.  Vermöge  der  Be- 
deutung von  P,  Qy  stellt  aber  Nro.  (3)  nichts  Anderes  als  n 
Gleichungen  zwischen  den  n  Unbekannten  A,  B,  C,...  und  den  ge- 
gebenen Grössen  a,  6,  c,  .  ,  a',  ß',  /  dar,  und  da  jene  Gleichungen 
vom  ersten  Grade  sind,  so  ist  ihre  Auflösung  jederzeit  möglich  und 
liefert  für  jede  Unbekannte  einen  einzigen  Werth. 

Wollte  man  diese  Bestimmung  selbst,  die  nun  noch  übrig  ist, 
auf  dem  gewöhnlichen  Wege  der  Elimination  versuchen,  so  würde  man 
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auf  grosse  Weitläufigkeiten  stossen;  kurzer  dagegen  kommt  man  auf 
folgendem  Wege  zum  Ziele.  Es  sei  H  irgend  eine  der  Grossen  At 
B,  C,...,  so  stelle  man  die  Gleichung 

unter  der  kurzen  Form 

dar,  indem  man  das  Aggregat  aller  der  h  nicht  enthaltenden  Glieder 
mit  y  (.r)  O  (x)  bezeichnet.  Dieses  Aggregat  selbst  ist  ein  Bruch, 
dessen  Nenner  das  Produkt  aus  x~—  a,  x — ö,...x> — k,  mit  Ausschluss 
von  x — h  darstellt,  und  daher  findet  zwischen  F(x)  und  #(ar)  die  eiu- 
fache  Relation 

F(x)=z(x-h)Q(x)  (5) 
statt.    Multiplizirt  man  damit  die  Gleichung  (-1),  so  wird 

f(x)  =r  HO  (x)  +  (x—A)(p  (x) 
und  daraus  ergiebt  sich  für  x  =  /i 

Um  hier  das  unbekannte  &{h)  los  zu  werden,  differenziren  wir  die 
Gleichung  (5);  diess  giebt 

F'  (x)^(x-h)  0'(x)  +  0(x) 

und  für  .T—h 

F'(A)=0>(A) 

nd  wenn  dieser  Werth  von  O(k)  in  (6)  substituirt  wird 

TW 

also  der  Reihe  nach  :    .  . 

A"F'(a)f  Ä  — F(6)»  C— F'^)'"*  (7} 
und  hiermit  haben  alle  Unbekannte  ihre  Bestimmung  gefunden.  Will 
man  F  {h)  =  ®(h)  durch  a,  b,  c,...  unmittelbar  ausgedruckt  sehen, 
so  braucht  man  sich  nur  zu  erinnern,  dass 

Q(x)=z(x-a)(x-b) ..  .(.r-£)(.T-t) . . .  (x-lc) 
ist  und  darin  h  für  x  zu  setzen. 

Die  vorige  Untersuchung  ruht  übrigens  auf  einer  Voraussetzung, 
die  sich  zwar. schon  in  der  Bezeichnung  ausspricht,  aber  doch  noch 
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besonders  hervorgehoben  werden  muss,  nämlich  auf  der  der  Ungleich- 
heit von  a,  b,  C,..*.  Denn  wären  auch  nur  zwei  dieser  Grössen  einander 
gleich,  etwa  beispielsweis  c=6  und  einfach  F{x)  =  (x— a)(x— b)(x— c) 
=(x—u)(x — b)2,  so  würde  die  Gleichung 

f(*)  ±   ■    *    .    C  A_      B  +  C 

F(x)    x-a  +  x-b     x—c  ~~  ;c— a  +  x-b 


worin  man  B-{-C  kurz  mit  einem  Buchstaben  I)  bezeichnen  konnte, 
nicht  mehr  richtig  angenommen  sein;  denn  da  F(x)  von  der  dritten 
Dimension  ist,  rauss  f(x)  unter  der  Form  a-\-ßx  +  yx*  stehen,  und  so- 
bald man  jetzt  die  Gleichung 

u  +  ßx  +  yx1  A  I) 

(x~a)  (x — b) (x—c)~  x'—a  '  x~b 


mit  (x — a)(x—  6)(ar—  er)  multiplizirt  und  beiderseits  die  Coeffizienten 
gleicher  Potenzen  von  x  vergleicht,  so  findet  man  drei  Gleichungen 
zur  Bestimmung  von  nur  zwei  Unbekannten  A  und  Z),  woraus  die  Un- 
möglichkeit der  A  und  D  oder  die  Unrichtigkeit  der  obigen  Annahme 
hervorgeht.  Diess  würde  ganz  ähnlich  und  noch  stärker  der  Fall  sein, 
wenn  die  Gleichung  F(x)  mehrere  gleiche  Wurzeln  besässe  und  über- 
haupt 

F(x)  =  (x— a)m (x-b)n  (x—c)p  ...  (8) 

wäre,  wo  m,  n,  p,.-  positive  ganze  Zahlen  bezeichnen.  Hier  verfahrt 
man  nun  auf  folgende  Weise.   Es  ist  zunächst  leicht  zu  sehen,  dass 

gesetzt  werden  darf,  worin  fo(p)9...  gewisse  vor  der  Hand  noch 

unbekannte  ganze  rationale  und  algebraische  Funktionen  bezeichnen, 
deren  Grad  jedesmal  geringer  als  der  des  Nenners  ist,  über  welchem 
sie  stehen.  Da  nämlich  F(x)  vom  Grade  m  f  n  -fp  +  ...ist,  wobei  kurz 

m  +  n  +  |>  -|  ...=* 
sein  möge,  so  ist  f\x)  von  der  Form 

f(x)  =  a  +  ßx  +  yx*  +  -  +  *  x*-1 
wo  a,  ß,  y...a  bekannte  Grössen,  die  theilweis  =  0  sein  können,  be- 
zeichnen.  Setzen  wir  nun 
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fx        =      +  ft  * +  ft  X*\      +  ft 

/*,  (#)  =    + fax  +  y4** + ...  +  v4a*-* 

U.  8.  W. 

und  multipliziren  darauf  die  Gleichung  (9)  mit  Nro.  (8),  so  wird 

=  («i  +  ft  *  +tt     +    +f*i  <*-«" 

+  («a  +  fear  +  y*x*  +  ...  -f  va*»-i)  (x-a)>*  {x-cp ... 

+  

und  hieraus  wären  die  «unbekannten  Constanten  txx  iß1 , ...  cr2,  jS2, ...  zu 
entwickeln.  Denkt  man  sich  die  angedeuteten  Multiplikationen  ausge- 
führt, so  enthält  jede  Horizontalreihe  alle  Potenzen  von  x  von  der 
nullten  bis  zur  <ro  +  n  +p  +  :..  —  !)'"»  d.  h.  und  das  Resultat 

nimmt  die  Form 

a  -f  ßx  +y x2 -f ...  +  1 

=  P  +  Q.r  +  Rx*  +  ...  +  Sa«- 1 

an;  dabei  bezeichnen  P,  Q,  A',...  Grossen,  welche  aus«!  ,ft  »P*»- 
zusammengesetzt  sind,  doch  so,  dass  nur  erste  Potenzen  dieser  Un- 
bekannten, aber  keine  Produkte  von  je  zweien,  dreien  etc.  darin  vor- 
kommen. Da  nun  P=tx,  Q=ß,...S=o  sein  muss,  so  erhält  man  jetzt 
.  *  Gleichungen  ersten  Grades  zur  Bestimmung  der  *  Unbekannten,  und 
damit  rechtfertigt  sich  die  Möglichkeit  einer  Zerlegung  nach  dem 
Schema  (9). 

Man  kann  aber  noch  einen  «Schritt  weiter  gehen.    Sei  nämlich 
y(x)  irgend  eine  der  Funktionen  fx  (x) ,f2(x),...  und 

»(*) 

ein  beliebiges  Glied  der  Reihe  in  (9),  so  lässt  s':ch  durch  Anwendung 
des  Taylors cli en  Theoremes  dieses  Glied  in  r  andere  zerlegen,  deren 
Zähler  constant  sind.    Dem  genannten  Theoreme  zufolge  ist  nämlich 


y(x)=q(k  +  x-h) 

+  lXr  

Es  steht  aber  y(x)  unter  der  Form  a'  +  /S'a:-f /.ra  +  ..  +  Q'xr~l  und 
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folglich  ist  i^(r)(^)=0,  ebenso  y(r)(x-{-  Xx— A)=0,  und  damit  ver- 
schwindet das  letzte  Glied  der  vorigen  Reihe.  Setzen  wir  noch  zur 
Abkürzung  y(h)  =  Ut^'(h)  =  Hlt ~.1&-*(S) »A-t«  so  ergiebt  sich 
jetzt  durch  Division  mit  (x-hy 

^(*) 

Bezeichnen  wir  endlich  1.2... Ä*  kurz  mit  /.',  und  wenden  diese 
Zerlegung  auf  jedes  einzelne  Glied  der  Gleichung  (9)  an,  so  wird 

■<&-«  n 

A        At        1  A%  1   ,  Am-\  1 

(ar~a)*+   F  (a;— a)"—1  +  J  (x— «)•— 4  +  "  +  (m-1)'  ar-a 

B       Bx       1         Z?fl       1   .  Bn-x  1 

+       A)»  +  f        6)»-» +2'  {x  y-^V^-ff»-* 

+  .  

H        H,        1  //»       1  ZA-,  1 

"*"(#— *)*  +  1'  (ar-A)^-1  +  2'  (a:—A)r-2  + •*'"*"  (r— 1)'  ar-A 

+  

Die  Bestimmung  der  Coeflizienten  kann  man  nun  entweder  durch 
wirkliche  Ausführung  des  bisher  Mos  angedeuteten  Calculs  ermöglichen, 
oder  auch  folgenden  kürzeren  Weg  einschlagen.  Sei  q>(x):  0  (x)  das 
Aggregat  aller  der  Glieder,  welche  keine  Potenzen  von  (x  —  h)  ent- 
halten, also 

f(x)_     H       ,  //,     _1   ,F,        1  ,    Hr-l  1 

F(ar)~ (ar-Ä/  +  1'  Cr-A)'-1  +  2'  (x-A)'-a+-+  (r-1)'  A 

so  sind  <p(x)  und  <&tej  zwei  rationale  und  ganze  algebraische  Funk- 
tionen und  zwar  die  letztere  gleich  dem  Produkte  der  Nenner  (x— <i)m, 
(ar— b)n  , ...  mit  Ausschluss  von  (x—h)r  ,  also 

Aus  der  Gleichung  (11)  folgt  dann  durch  Multiplikation  mit. 
F(x)=z(x—h)r<P(x),  wenn  zur  Abkürzung 
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//+      (x-h)  +  *^L(*_Ä)r-i=jr 


Re«etet  wir«),  die  neue  Gleichung 

■ 

f(x)  =  X*  (x)  +  (x-h)'  9  (x) 

oder 

*     f(x)  -  X*  (x)=(x—h)r  <p  (x). 
Der  yte  Differenzialquotient  hiervon  ist  für  ?<r 

=  Vo  (x-hy  <pb)  (x)  +    r  (2:— A/-1  <p  <r-*>  O)  +  » 

+    r  (r-l; ...  (r— 17  + 1)  (x-hy-9  <p  (x), 

wobei  q0fqt  ,iy2,.:.  wie  gewöhnlich  die  Binorainalkoeffizienten  des  Ex- 
ponenten 7  bedeuten  und  die  bekannte  Regel  für  die  Differenziation 
der  Produkte  in  Anwendung  gebracht  worden  ist.  Setzen  wir  jetzt 
x=h,  so  annullirt  sich  wegen  qr<r  die  ganze  rechte  Seite;  ferner 
wird  nach  Nro.  (13)  für  x—h 

~~    '  dx        *  Hx*        ' "' 

und  folglich  bleibt 

/<*>  (A)-[7o  B *(«(*)  +  7l  Äi  *<t-i)  (A)  -f  ?a  //a         (A)  + ...]. 

Setzt  man  nun  fl  =  0,l,2,3,...(r— t),  so  erhSlt  man  zur  Bestimmung  der 
r  Unbekannten  //,/7i,//2,...Zir,,_i  folgende  r  Gleichungen  : 

f(h)  =  H*(h)  . 

/•'(A)  =  10^(Ä)  +  11//1*(A) 

f"  ») = 2o  //     (A)  -f  2t  //,  *  (A)  +  %H**  (A) 


/*  fr-D  (A)=(r-l)0^*(f-1)  (A)  +  (r-l), /Ii  *<^*>(A)  + ... 

...  +  (r-l)r-i^r-i*(A) 

also  der  Reihe  nach 

*(A)* 

u.  s.  f. 

Auf  gleiche  Weise  lassen  sich  alle  übrigen  Coeffizienten  bestimmen, 
was  freilich  unter  Umstanden  eine  ziemlich  lange,  wenn  auch  nicht 
schwere  Rechnung  geben  kann.  . 
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§  6. 

Allgemeine  Hegel  zur  Integration  acht  gebrochener  rationaler  alge- 
braischer Differenzialfonneln. 

Nach  den  Untersuchungen  über  die  Zerfallung  acht  gebrochener 
rationaler  algebraischer  Funktionen  hat  es  nicht  die  mindeste  Schwie- 
rigkeit mehr,  derartige  Funktionen  zu  integriren.  Da  nämlich  der 
Quotient 

A*) 
F(*) 

sich  in  eiue  Reihe  Brüche  zerlegen  lässt,  welche  säramtlich  unter  der 


begriffen  sind,  so  reduzirt  sich  das  Integral 


rn 
J  F( 


ilx 


auf  eine  Summe  einzelner  Integrale,  deren  gemeinschaftlicher  Typus 
durch 


ausgedruckt  wird.  Ist  nun  *  von  der  Einheit  verschieden ,  so  wird  das 
Integral 

fär  *—  — .  1  dagegen  wird 

« 

und  so  kann  man  in  jedem  Falle  die  einzelnen  Bestandtheile  des  Inte- 
grales völlig  entwickelt  angeben.  Um  nach  dieser  Methode  z.  B.  das 
Integral 

/I  9j?»+9a?— 128 

su  entwickeln,  verfährt  man  folgendermassen.  Zunächst  sucht  man  dio 
Wurzeln  der  Gleichung 

x»-5**+3*  +  9=0 
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auf;  eine  davon  nämlich  ar=3  erräth  man  leicht,  und  durch  Division  mit 
x— 3  kommt  man  auf  eine  quadratische  Gleichung  mit  den  Wurzeln 
x  =  —  1 , x=  3;  demnach  sind  a:  —  3,J?  +  l,ar  —  3  die  Faktoren  von 
.T3_ 5**+3a;+9  oder  diese  Funktion  ist  =  {x  —  3)*  (x  +  1).  Setzt 
man  ferner 

9*»-f9:r-128         Ar  +  /?  C 
a:'— 5*a  +  3:r  +  9  -  (x-3)*  +  :r  +  l 

so  findet  man  leicht  ^(  =  17,  ß=  —  56,  C=  — 8,  ferner 

17*-56=-5  +  17(.r— 3) 

und  folglich 

9x2+9x  — 128     _^     5  17  8_ 

Die  Integration  der  einzelnen  Bestandteile  giebt  hier 

P  9ag  +  9x— 128 

• 

Diese  Integrationsmethode  ist  immer  anwendbar ,  wenn  die  Coeffi- 
zienten,  welche  in  F(x)  vorkommen,  in  Zahlen  gegeben  sind,  weil  man 
jede  numerische  algebraische  Gleichung  wenigstens  näherungsweis  auf- 
lösen kann.  Sind  dagegen  jene  Coeflfizienten  allgemeine  Symbole  (Buch- 
staben), so  lassen  sich  auch  nur  so  weit  allgemeine  Integral formem 
aufstellen,  als  die  Auflösung  litteraler  Gleichungen  möglich  ist,  also 
nur  bis  zum  vierten  Grade,  wenn  nicht  besondere  Formen  von  F (x) 
in  dieser  Hinsicht  Vortheile  darbieten. 

Besondere  Erwähnung  verdient  noch  ein  Fall,  der  fiir  einen 
Augenblick  Bedenken  erregen  könnte,  nnmlich  das  Vorkommen  imagi- 
närer Wurzeln  in  der  Gleichung  F(sr)  =  0.  Diess  ändert  jedoch  in 
dem  ganzen  Verfahren  nichts,  weil  die  Gleichungen 

y([.+J^.Ss±gfü+;  ^  m 

welche  allein  in  Anwendung  gebracht  werden,  für  imaginäre  k 
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wie  für  reelle  k  bestehen ,  was  man  auf  folgende  Weise  einsieht.  Sic 
k=*+kV  — t,  so  ist  bekanntlich,  wenn 

e»  =  (*  +  x)*+*',tana>=^  (3) 

gesetzt  wird, 

x  +  k  =  q  (cos  co  +  V— -1  sin  co) 

folglich 

frr +  ß^Mcos  (f  + 1)  w  +         p«+  ^inC*  + 1)  co 

irr-  -  r+r  

Hieraus  ergiebt  sich  durch  Differenziation  nach  x  sehr 


=  „'  jco8(,  +  l)«,  g  -?8in(,  +  l)<»g| 

+        e.  j«ia(,  + 1) cos(«  + 1) •  <f* 

Nun  findet  man  aber  aus  den  Gleichungen  (3)  ohne  Schwierigkeit 
dQ  x\%         da  m   X  

zugleich  aber  auch 

1   X  +  *  

008  "  ~~  Vl-f  tan2co  "  V (xT*j*T& 

*     •       -     tan  co  X  

8,nW~Vl  +tan2w  ~V    +  *)2  +  A2 

und  folglich 

</o  tfco  sino) 

=  cos  cö,—-  =—.——. 

• 

Mittelst  dieser  VVcrthe  {Timmt  die  Gleichung  (4)  die  Gestalt 

-PSF] 

= o«  {cos  (*  + 1)  co  cos  co  +  sin  (*  +  1)  m  sin  co}  rfar 
+  V-i  ^{sin(j  + 1)  to cos  o)  —  cos (*  +  1)  co  sin  co|  dx 
=  o*{cosico  +  V^lsuuco)  dx=  [o(cosco  +  V^Tsinw)]«^ 


(4) 
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an,  fär  den  Fall  des  imaginären fex+l'V^E  Nach  dem  Begriffe  des 
Integrales  folgt  hieraus  sogleich  die  Richtigkeit  der  Gleichung  (1)  für 
imaginäre  k.  Eben  so  leicht  ergieht  sich  die  der  zweiten.  Es  ist 
nämlich  för  k  =  x  +  X\T^l 

i  l(x  +  *)»=  l(x  +  x  +  X  V^l) 

=  1  /[  (x  +  x) *  +  A*]  +  V^l  Arctaii  j—j, 

folglich  durch  Differenziation 

d.  i.  . 

woraus  durch  Umkehrung  nach  dem  Begriffe  der  Integration  der  Beweis 
resultirt,  dass  die  Gleichung  (2)  auch  Air  imaginäre  k  Bestand  hat 

Sind  nun  einige  der  Wurzeln  a,  b,  c, ...  der  Gleichung  F(x)z=zO 
imaginär,  so  stellt  sich  das  Integral 


unter  eine  theilweis  imaginäre  Form,  da  aher  das  Integral  selbst 

falls  reell  sein  muss,  wegen  der  Realität  von  so  folgt  a  priori,  dass 

das  Imaginäre  in  jener  Form  nur  scheinbar  sein  kann.  Diess  bestätigt 
sich  in  der  That  durch  die  Bemerkung,  dass  die  imaginären  Wurzeln 

jederzeit  paarweis  vorkommen  und  dass  wenn  A=x-f-jl  V  — 1  eine  der- 
artige Wurzel  ist,  irgend  eine  andere  von  den  Grössen  a,  6,  c,  ... 

etwa  h  von  der  Form  x  — X  V  — I  sein  muss.  Diesen  zwei 
Wurzeln  entsprechen  dann  die  Integrale 


(5) 


oder  wenn  t=l  w8re 
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(6) 


und  das  Aggregat  der  zwei  Integrale  in  (S)  und  (6)  ist  jederzeit  reell, 
nämlich  im  ersten  Kalle 


l  t 


1 

- 

wenn  #  —  x  +  A ^—1=0 (cos  co  -f  V~^I  sin  w)  gesetzt  wird,   und  im 

zweiten  Falle  n  wr ,  xa 

=  2/|>  +  *)a  +  ila]. 

Nach  diesen  allgemeinen  Erörterungen  gehen  wir  zu  den  Fällen 
über,  in  welchen  die  Gleichung  F(x)=0  eine  Auflösung  in  Buchstaben  zu- 
lässt;  es  sind  deren  nur  vier,  nämlich  F (x)  =  x2  -f-  ax  +  ß ,  F  (x) 
=(x*+ax  +  ß)n,  F(x)  = xn ± lund F(x) = x**  —  2arBcosy+l ;  denn  ob- 
schon  man  die  Gleichung  F(*)=0  auch  för  den  Fall,  dass  F(x\  vom 
3ten  oder  4ten  Grade  ist,  allgemein  auflösen  kann,  so  sind  doch  die 
Ausdrucke  für  die  Wurzeln  zu  complizirt,  als  dass  man  für  unseren 
Zweck  davon  Gebrauch  machen  könnte. 


...  §  7-  .  . 

Entwicklung  für  den  Fall  F  (x)=x2  +  ax  +  ß. 

Da  die  Dimension  von  f(x)  immer  niedriger  als  die  von  F(x) 
vorausgesetzt  wird,  so  kann  f{x)  nur  von  der  Form  +  sein. 
Nennen  wir  a  und  6  die  Wurzeln  der  Gleichung 

ara  +  «a:+0=O  (1) 

und  setzen  .  „ 

x2  +  ctx+ß  ~~  x  —  a  +  x—b 


M  ergiebt  sich  ohne  Schwierigkeit 

und  für  die  so  bestimmten  WTerthe  von  A  und  B  ist  nach  dein  Vorigen 
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J    x*  +  ax+ß  ax-J  x-a+J  x~^b 

=\Al{x-a)*+\Bl{x-b)*+a  (3) 

Hier  kann  man  sich  denken ,  dass  die  wiilkührlicbe  Constante  von  der 
Form 

sei ,  wo  C  wieder  eine  wülkflhrliche  Constante  bezeichnet,  und  dann  wird 
vt  x\-& 

*  +  ax+ß  ^=M^-2a)«+  \Bl<;2x-W!P+  C  (4) 

was  wegen  der  Werthe  von  a  und  h  bequemer  ist,  wie  man  sogleich 
sehen  wird.  Substitairt  man  nämlich  für  die  Wurzeln  a  und  b  ihre 
Werthe : 

— l-k^      I  m 

erst  in  Ä  und  B  und  darauf  in  die  Gleichung  (4),  so  ergiebt  sich  so- 
gleich : 

Will  man  in  dieser  Formel  die  Symmetrie  aufgeben,  so  kann  man  sie 
leicht  vereinfachen,  indem  man  diejenigen  Grössen  zusammennimmt, 
welche  gleiche  Coeffizienten  besitzen ;  diess  giebt 

/Jx  +  ß'  aa'-  2  ff r2x  +  «  +  V  «»  -  4/?~|a 

x*  +  *x  +  ßdx-  4Vr^ir4^    L2;r  +  «~V«*=4pJ 

+  j/[(2^«)2-(ß2-4fl]HC. 
Setzt  man  i«'/[42],  so  folgt  noch 

+4  v^-47  lr,T^fJ + c ) 

Diese  Formel  gestattet  unmittelbare  Anwendung  sobald  V^&^Tß  reel, 
also  a2>4/3  ist;  för  o2<4/3  dagegen  bedarf  sie  einer  Umwandlung, 
indem  man 
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SfT?=*\r=\  statt  V7F=Iß 

setzt.  Bringt  man  jetzt  auf  der  rechten  Seite  von  (C)  die  bekannte 
Formel 

2-Tfei<^i)-Are.a„£=l-Areta„f 

fär  p=2x  +  a,  q—V  Aß — aa  in  Anwendung,  so  geht  das  zweite  Glied 
auf  der  rechten  Seite  voo  (6)  in 

VTßZ^Ä  L2    Arcian  vip^  J 

über,  wobei  man  das  erste  durch  Auflösung  der  Klammer  zum  Vor- 
schein kommende  Produkt  auf  die  Weise  in  die  Constante  C  einrechnen 
kann,  dass  man 

««'-2g' 

setzt;  es  ergieht  sich  dann  zufolge  der  bisher  gemachten  Bemerkungen 
für  «*<4/3: 

««'-2/3'  2ar  +  « 

• 

Wären  endlich  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung  .t2+ «* +  /3=0  ein- 
ander  gleich,  also  4/3=«»  und  ar2+  ax  +  ß  =  (x  +  ±ct)*,  so  kann  man 
keine  der  Formeln  (6)  und  (7)  benutzen,  weil  ihre  Herleitung  auf  einer 
nicht  mehr  gültigen  Zerföllung  beruht.  Man  setzt  in  diesem  Falle 


*m±£  A  B 

x*+ax  +  ß  -  (w  +  lay**  x+l*a 

findet  für  A  und  B  die  Werthe  A=ß'  -  \  ««* ,  B=<x' ,  und  hat  durch 
Integration 

J  x*  +  «x  +  ßdx-AJ  (x  +  i«V+Vx-Ffr 

=  (?  -  i  mf)  +  af  1  /  (x + i  «)  *  +  C , 

wofür  man  wegen  (x  +  \  a)2=zx2  +  ax  +  ß  auch 


30 

**  +  ß'    -  jgjg 


schreiben  kann. 

Die  Formeln  (6) ,  (7)  und  (8)  lassen  sich  übrigens  auch  auf  einem 
anderen,  mehr  vom  Besondern  zum  Allgemeineren  gehenden  Wege 
auffinden,  was  wir  uoch  mit  wenigen  Worten  andeuten  wollen.  Zer 
legt  man  nämlich 

*£±£    .     ,         *  ,  o,  l 

x*  +  «x  +  ß™     **  +  <u:+0+P       +  + 

so  erhellt,  dass  es  zunächst  nur  darauf  ankommt,  die  Integrale 

/xdx  A  r  dx 

zu  entwickeln,  und  da  hier  das  zweite  Integral  etwas  einfacher  als  daa 
erste  ist,  so  fangen  wir  bei  ihm  die  Untersuchung  an.  Setzen  wir  zur 
Abkürzung   

so  ist,  wie  auf  der  Stelle  erhellt, 

/dx  P  x 

x*+«x       -J  (x  +p)*-<jra 

und  dieses  Integral  geht  durch  die  Substitution  .r  +  />  =  z  in 

/dz  P  dz 

über,  dessen  Werth  sich  unmittelbar  aus  der  Formel  (4)  in  §.2  findet; 

Substituiren  wir  rückwärts  zuerst  den  Werth  von  %  und  darauf  die 
Werthe  von  p  und  q,  so  wird 

Wäre  dagegen  a2<40,  so  setze  man 

p=ia,y=iV4/3-«* 

und  dann  hat  man 

p       dx  P  dx 


uigmzea  Dy 
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und  mit  Hülfe  der  Substitution  x+p=i  wird  hieraus 


^i^Arctai.J  r  C. 


f; 


wenn  man  sogleich  die  Forniel  (5)  in  §.  2  benutzt.  Vermöge  der  Werthe 
tou  z,  p  und  q  ergiebt  sich  nun 

dx  2  '  2x4-a 

TO^=7l^Arc,anv^f +c  (10) 

Fflr  4/?=«»  endlich  hat  man  unmittelbar 

  r  **    _  _J_,,, 

Es  hat  nun  auch  keine  Schwierigkeit  mehr,  das  zweite  der  gesuchten 

Integrale  zu  entwickeln;  für  X=zx*  +  ax  +ß  ist  nämlich 

■ 

dXz=z2xdx  +  adx  , 

oder 

xdx=\dX—~dx 

folglich  durch  beiderseitige  Division  mit  X  und  nachherige  Integration 

/xdx     )_  PdX     «  /V.r         •  . 

d.  i.  nach  der  Bedeutung  von  X 

Da  man  nun  in  jedem  Falle  den  Werth  des  Integrales  rechts  aufstellen 
kann,  so  ergiebt  sich  von  selbst  der  Werth  des  Integrales  links;  geht 
man  nach  vollständiger  Entwicklung  för  die  drei  Fülle  wieder  auf  das 
Integral 

zurück,  so  findet  man  dafür  ganz  dieselben  Formeln  wie  vorhin  unter 

■  #  *  .  _  _  . 


(6),  (7)  und  (8).  Man  kann  diese  letzteren  noch  etwas  verallgemeinern, 
wenn  man 

setzt  und  darauf  beiderseits  mit  C  dividirt.  Es  ergiebt  sich  so  ohne 
Schwierigkeit 

L  aus  Fjro.  (8)  für  o*  =  4öc 

/A  +  Bx  2Ac-Bb    ,  B„L  .  n    v, ,  ~ 

a-h^+^=-c(6  +  2c^)  tB»tli»te  (11) 

2.  für  6a>4flc  nach  Nro.  (6) 

/A+Bx  __  lAc-Bb     r  6  4  2 tvr  +  V6* —Aac 


(12) 


3.  für  62<4ac  nach  Nro.  (7) 

A  +  Bx  %Ac—Bb  .         b  +  2cx  . 

a+bx+cx*  dx~  c  VÄhT=F ArCtan  V35SZJI  (13) 

und  dabei  sind  immer  die  Logarithmen  constanter  Grössen  mit  in  die 
früheren  Integrationsconstanten  eingerechnet. 

§8. 

Entwicklungen  für  den  Fall  F(x)  =  (a  +  bx  +  cx2)** 

Aus  dem  Bisherigen  geht  hervor,  dass  sich  auch  Integrale  voo 
der  Form 

%A  4  Bx+  Cx2+  ...  +  Mxm 


(axbx  +  cx*)*         dx    "  (1) 

vollständig  entwickeln  lassen  müssen;  setzen  wir  nämlich  m<2»  vor- 
aus und  nennen  h,  k  die  Wurzeln  der  Gleichung  et  +  6ar+  cara=0,  so 
nimmt  das  Integral  die  Form 

m 


dx 


(x—h)*(x-k)» 
an  und  reduzirt  sich  auf  die  Reihe  Integrale 
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/Hdx  ,  p  uxdx  rii„-xi\x 

/»  Ärfj?      ,     /*      #1^       ,        ,  PKn-xdX 

welche  sämmtlich  vermöge  der  bekannten  Werthe  von  //,  //, 

J£,  Ki9  entwickelbar  sind;  die  wirkliche  Ausführung  dieses  Ge- 
dankens ist  jedoch  so  weitläufig,  dass  wir  einen  anderen  Weg  einzu- 
schlagen genothigt  sind. 

Bezeichnen  wir  zur  Abkürzung  a  +  bx  +  cx2  mit  X,  so  findet 
man  durch  Integration  der  einzelnen  Summanden  in  (1),  dass  sich  das 
fragliche  Integral  auf  die  folgenden  reduzirt 

+       +        +  -  (2) 

so  dass  es  also  blos  darauf  ankommen  würde,  das  Integral 


~^,m<2«  (3) 


zu  entwickeln,  weil  sich  daraus  alle  einzeluen  in  (2)  vorkommenden 
Integrale  für  m  =  0, 1 ,2,3,...  von  selbst  ergeben  würden.  Gesetzt  nun, 

es  gäbe  eine  Regel,  nach  welcher  man  aus  dem  Integrale J*][  der 

Reihe  nach  die  Integrale 

p  dx    Prix       Pdx     .  . 

J  !P>J  3P  >-J  x»  w 

und  dann  eine  zweite,  wonach  man  jp?  ^'ie  'l,te§ra^e 


ableiten  könnte ,  so  wäre  offenbar  die  Aufgabe  als  damit  gelöst  zu  be- 
trachten, in  so  fern  man  so  die  Ausführung  der  in  (3)  postulirten  In- 
tegration auf  einen  blosen  Mechanismus  gebracht  hätte;  um  aber  eine 
solche  Regel  zu  finden  bedarf  es  der  Aufsuchung  von  Gleichungen 
zwischen 

/xmdx     pxm~xdx  pxm~2dx 
~~W  'J  \J  X» 

einerseits ,  und  dann  wieder  zwischen 


/dx     P  dx      P  dx 
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indem  man  nach  diesem  Schema  das  Integral  in  (3)  auf  immer  einfa- 
chere Integrale  zurückfährt,  bis  man  auf  eines  von  den  im  vorigen  Para- 
graphen entwickelten  Integralen  stösst. 

Dieser  Gedanke  lässt  sich  nun  aul  folgende  Weise  ausfahren. 

xm — * 

I.  Differenzirt  man  -j^=Zl  mit  der  Bemerkung ,  dass  dX—  (6  \1cx)dx 

» ■ 

ist,  so  ergiebt  sich 

» 

.  /xm~ x\     ,      .  . xm~2  xm~ 1 

d  \X^ )  =  X^  Ar— (n-I)  --p-  (6  +  2  cx)  dx. 

Multiplizirt  man  Nenner  und  Zähler  des  ersten  Bruches  mit  X—a+bx+cx* 
und  ordnet  darauf  Alles  nach  Potenzen  von  x,  so  ergieht  sich  ohne 
Schwierigkeit 

<^0  =  -(2»-»-l)c.*"V'3- 


—  {n—m)  h .  Kw  — 1)  a .  — . 

und  hieraus  ergiebt  sich  durch  Integration 


*m~l        M  s%  pxmdx 

xm~*dx 


•   .     -  („_«)  bf  + (m^i)  ajf 


oder 


/ 


xmdx  1  1 

=~  (2» -m_I)c~  Ä»=^ 

(w— ;w)6     />£^j£        (//<—!)  a  fxm-2dx 
Cln-m-l)cJ      X»     +  (2n—m~l)cJ  2& 

Hiermit  ist  eine  Ueduktionsformel  gefunden,  welche  das  Integral  zu- 
nächst auf  zwei  andere  zurückbringt,  worin  und  statt  xw 
im  Zähler  stehen;  wendet  man  auf  diese  letzteren  die  Formel  selbst 
wieder  an,  indem  man  m—t  für  wi  schreibt,  so  konthit  man  auf  zwei 
andere  Integrale,  welche  x"*~2  und  xm~*  im  Zähler  haben,  und  wenn 
man  diese  Reduktion  so  fortsetzt,  so  gelangt  man  in  letzter  Instana 
zu  den  beiden  Integralen 


/xdx  Pdx  _ 
~X?     J  Xn  W 


für  welche  sich  ebenfalls  wieder  Reduktionsfornieln  aufstellen  lassen, 
wie  man  sogleich  sehen  wird. 


Digitized  by  Google 


35 

II.  Aus  der  Gleichung  (b-\-1cx)dx=zdX  folgt  zunächst 

ferner  durch  Division  mit  Xn  und  nachherige  Integration 

t    PdX  b_Pdx 
^  ä  A»  ~  2c,/   A«  "~  2c,/  A» 

/atf*  1  1  b  Pdx 

T=~2(^^X«=r-2cV  Ä*  <8> 

und  hieraus  erkennt  man  auf  der  Stelle,  dass  es  blos  noch  auf  das 
Integral  rechts,  das  zweite  in  Nro.  (7),  ankommt. 

III.  Dividirt  man  die  Gleichung  (6  +  2c x)  dx  =  X  durch  (b  -f  Sex) Xn, 

so  ist 

dx  dX 


Xn  —  (b  +  2cx)X»' 

multinlizirt  man  ferner  diese  Gleichung  mit  der  folgenden,  von  deren 
Richtigkeit  man  sich  leicht  überzeugt, 

4c  X—  (iac — 0*)  ss  (6 + 2  c*)2 

so  wird 

4  ,A  AK  dT  ((>+%CX)dX 

und  durch  Integration,  wenn  zur  Abkürzung  Aac—  b2  mit  k  bezeichnet 
wird : 

Auf  das  Integral  rechter  Hand  kann  man  die  bekannte  Regel  partieller 
Integration  auf  folgende  Weise  anwenden  : 

b  +  2cx         2c    p  dx 

und  wenn  man  diess  in  die  Gleichung  (9)  substituirt,  nimmt  letztere 
die  Form  an  : 

,    C  dx      ,Pdx  b  +  2cx         2c     P  dx 


man  durch  Vereinigung  des  Gleichartigen  auf  beiden  Seiten 
und  nachherige  Division  mit  k  die  Formel 

3* 
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/dx         b  +  '2cr        ('2  m -3)  2c  p  dx 
Ä*  — (w-l)*A»-»  +  {n~\)kj  ~X^~  (10) 

findet,  welche  zur  Reduktion  von  dem  Integrale  mit  A»  auf  das  ein- 
fachere mit  A»-1  dient;  durch  mehrfache  Anwendung  der  Formel  selbst 

/dx 
~Y  i  "ovon  man  in  jedem  Falle  den  Werth 

angeben  kann. 

Um  den  Gang  dieser  Rechnungen  an  einem  Beispiele  zu  zeigen, 
wollen  wir  die  Entwickelung  des  Integrales 

*x*dx 


f 


A3 

andeuten.    Aus  Nro.  (10)  wird  für  «=2 

/dx  j±%C£  2c  Pdx 
x*-    kX    +  kj  X 

und  fär  w=3 

/dx       6-t-2cx       3c  P 
X*-    2kX*    +  ~kj 

und  wenn  man  die  erste  Gleichung  in  die  zweite  suhstituirt,  so  erhält 


dx 
Am- 


ilian 


J  ^ausgedrückt  durch^ , 

wobei  das  letztere  Integral  als  bekannt  angesehen  wird.  Die  Formel 
(8)  giebt  ferner : 

/xdx  1  b  Pdx 

~X^         JeX*  ~  TcJ  Ab- 
setzen wir  weiter  n=3,m=2  in  Nro.  (6),  so  wird 

/x2dx  1    x  Pxdx  Pdx 

wo  nach  dem  Vorigen  alle  auf  der  rechten  Seite  stehenden  Integrale 
bekannt  sind.    Für  m=3  ergiebt  sich  ferner  aus  Nro.  (6): 

/x*dx  a  pxdx 

A3   -     2cX*  +  7J  Jp" 

wo  rechts  wieder  Alles  bekannt  und  somit  das  fragliche  Integral  ent- 
wickelt ist. 
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§9. 

Entwickclungen  für  den  Fall  F(x)  =  .v»  —  i. 
Wenn  es  sich  uro  die  Ausführung  einer  Integration  von  der  Forin 


^  _  |-  ,  n  ganz  und  positiv 


handelt,  so  braucht  man  hierzu  nur  die  Kenntniss  des  Integrales 

worio  m  eine  ganze  positive  Zahl  bezeichnet,  und  man  wird  sich  von 
der  Richtigkeit  dieser  Behauptung  gleich  durch  die  Bemerkung  uber- 
zeugen, dass  f(x)  von  der  Form  A  +  Bx  \  Cx*\...  +  Lx*  ist  und 
folglich  das  obengenannte  Integral  in  eine  Summe  von  Integralen  zer- 
lallt, welche  sämmtlich  unter  der  Form  von  (1)  stehen. 

Um  nun  den  Bruch 

MR 

in  eine  Reihe  Parti  all  mir  he  zerlegen  zu  können,  müssen  wir  zunächst 
die  Wurzeln  der  Gleichung  .r"— 1*=0  oder  ar*— + 1  aufsuchen.  Diess 
hat  nicht  die  mindeste  Schwierigkeit,  wenn  man  sich  erinnert,  dass 
dem  Moivre'schen  Theoreme  zufolge 

(cos—  4-  \T — 1  srn--^  =  cosAtt4;  V— IsinA* 
V      n  n  / 

mithin  für  ein  gerades  A 

ist  und  folglich  die  Wurzeln  der  Gleichung  xn  =  lunter  der  Form 


^cos 


hn     .  i — =  .  hn 
x  =  cos  —  +  V  —  1  sin  — 

•  • 

enthalten  sind,  wo  man  für  h  jede  gerade  Zahl  setzen  darf.  Gleich- 
wohl hat  hier  x  nicht  unendlich  viel  verschiedene  Werthe,  wie  man 
wegen  der  Willkührlichkeit  von  h  glauben  könnte,  und  man  überzeugt 
sich  hiervon  auf  folgende  Weise. 
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Ist  n  eine  gerade  Zahl,  so  kann  man  die  unendliche  Reihe  der 
geraden  Zahlen,  welche  fär  h  gesetzt  werden  dürfen,  folgendermassen 
gruppiren  : 

0,  2,  4,  6,  ...  n-2,  w 
2n— (n— 2)  ,2«-(>-4)  ,...2w-2,2» 

2« +2,  2»  +  4  , ...  2w  +  (»~2) ,  3n 
4  N  -(n— 2) ,  4»  -  (»— 4) ,  ...  4  n -2  ,  4 » 

U.  6.  f. 

Die  Zahlen  der  ersten  Horizontalreihe  gehen  nun  nach  Nro.  (2)  für 
x  folgende  Werthe 


-fl.cotf  1-  V  —  Isin  —  i  cos  1-  V  — lsm —  , 

n  —  n         n  —  n 


COS 


•<3) 


Nimmt  man  jetzt  für  A  die  Zahlen  der  zweiten  Horizontal  reihe ,  so  er- 
hält man  die  vorstehenden  Werthe  noch  einmal  aber  in  umgekehrter 
Ordnung;  die  Zahlen  der  dritten  Reihe  liefern  wieder  die  Grossen 
unter  Nro.  (3)  in  derselben  Folge,  die  Zahlen  der  vierten  Horizontal- 
reihe wieder  das  Nämliche  in  umgekehrter  Ordnung  u.  s.  f.  Als  wirk- 
lich verschiedene  Werthe  von  x  bleiben  daher  nur  die  schon  angege- 
benen übrig,  und  wenn  wir  noch  zur  Abkürzung 

V-l  =  z,*=fr  M 

setzen,  so  sind  jetzt  für  ein  gerades  n  die  Wurzeln  der  Gleichung 
xn  —  1  =0  folgende : 

cos  2  fr  +  isin  2  fr,  cos  2  fr  -  i  sin  2  fr, 

cos4fr +  tsin4fr.  cos 4*—  I  sin  4 fr, 

cosöfr  -f  tsinöfr.  cosöfr- tsin6fr,  W5) 


cos(*  -  2)  fr  +  i  ain(«*-2)  fr,      cos  (n-2)  fr  -  t  sin  (n~2)  fr , 

I  .  p.a.. 

Für  ein  ungerades  n  dagegen  kann  man  die  Werthe  von  h  fol- 
gendermassen gruppiren  : 
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0,  2,  4,  6,  ...  »— 3,«— 1 
2fr— (n  -  l) ,  2to  — (»—  3) , ...  2n  -4,  2w— 2 
2n,2n  +  2,...2n  +  (n— 3),2/t  +  (w— 1),  . 

und  auch  Wer  giebt  die  erste  Horizontalreihe  allein  verschiedene  Wer- 
the  fiir  x,  die  anderen  Horizontalreihen  dagegen  bringen  immer  nur 
dieselben  Werthe  wie  jene  erste  hervor.  Bei  derselben  Bezeichnung 
wie  vorhin  sind  demnach  fiir  ein  ungerades  n  die  Wurzeln  der  Glei- 
chung x*  — 1  =  0  folgende  : 

+  1. 

cos  2  fr  + t  sin  2  fr ,  CO«  M — i  sin  2  fr , 

cos4-fr-|-4'sin4fr,  •      cos4fr  —  isin4fr, 
cos6fr  +  tsinöfr,  cosöfr— tsinfifr,  t 


cos         fr  + 1  sin  (n-1)  fr,       cos  (n-1)  fr- 1  sin  (n  - 1)  fr. 
Nach  der  Hegel  fiir  die  Zerlegung  der  gebrochenen  Funktion 

TT*)  ' 

erzeugt  jede  Wurzel  r  der  Gleichung  F(*)=0  einen  Partialbruch  von 


der  Form 


R  ~  fir) 

 ,  wo  /c= 

x  —  r  i4  (r) 


ist.  Diess  giebt  nun  in  unserem  Falle  wo  alle  Wurzeln  r  unter  der 
Form  r=  cos  A  fr + isin A fr  stehen ,  und  f(x)  =  xm~l ,  F(x)  =     - 1  ist , 

»_  (cos^fr  +  isinAfr)"»-1 
Ä-^sAfr  +  isinAfr)»-« 

=  -  { cos  A  (m-w)  fr + i  sin  A  (m  -»)  fr } 
w 

d.  i.  wenn  man  die  Gleichung  «fr=»  und  ferner  beachtet,  dass  A 
jederzeit  eine  gerade  Zahl  ist,  *        •  , 

R  =  —  {cos  Am  fr  +  isin  Awifr). 
«  ■ 
Der  Wurzel  *r  =  cosAfr  +  tsinAfr  entspricht  also  der  Partialbrucfc 

1    cosAmfr-fisinAmfr  ^ 
n  x  -  (cosAfr  +  isinAfr) 
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Ebenso  giebt  die  conjugirte  Wurzel  x  —  cos A0-  —  «sin h&  den  analogen 
Partialbruch 

1     cos  hm&  —  i  «in  hmO 

n  .r  — (cosÄtf  — isinAtf)*  w 

Berücksichtigt  man  nun,  dass  die  in  (5)  verzeichneten  Wurzeln 
aus  der  Form  cos  h  &  ±  i  sin  h  &  dadurch  hervorgehen,  dass  man 
/t=0,2,4,...7i  nimmt,  so  erhellt,  dass  man  mir  in  (7)  und  (8)  dieselben 
WTerthe  für  h  zu  setzen  und  alle  so  entstehenden  Glieder  zu  addiren 
hat,  um  sogleich  für  ein  gerades  n  die  Zerlegung  des  fraglichen  Bru- 
ches vor  sich  zu  sehen ,  und  dass  für  ein  ungerades  n  entsprechend 
IS'ro.  (6)  »  =  0,2,4,...«— 1  zu  substituiren  ist.  Um  jedoch  gleich  von 
vornVerein  imaginäre  Grössenzu  vermeiden,  addiren  wir  die  conjugirten 
Partialbruche  (7)  und  (8),  wodurch 

2  cos  h  m  &  (x  —  cos  h  fr)  —  sin  h  m   sin  h  fr 

n  ,ra-2*cosAfr  + 1  (9) 

zum  Vorschein  kommt,  und  dieser  Ausdruck  bildet  in  der  Zerlegung 
von  x"*— 1 :  (xn  —  1)  denjenigen  Bestandtheil ,  welcher  zwei  gegenüber- 
stehenden Wurzeln  in  (5)  und  (6)  entspricht.  Rechnen  wir  noch  ferner 
hinzu,  dass  die  Wurzel  .r  =  -f  1  den  Partialbruch 

1  1 

n  x—l 

und  ebenso  x=  —  1  den  entsprechenden  Bruch 

1  1 


•  » 


n  (— l)"-1  x  +  1 

liefert,  so  folgt  jetzt  ohne  Schwierigkeit  : 
a)  für  gerade  n 


xn—l 


  l     1      i      «•  CQBhm&(x— cos h&)  ~  sm hm& sm& 

~~  n  x—  1  +  n  — 2#cosA#  +  1 

,  (-1)"    1  • 

wobei  sich  das  Summenzeichen  auf  die  Werthe  A=2,4,6,  ...  (»-2) 
bezieht; 

b)  für  ungerade  n 
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Xn~  1 

11        2     cos  hm&(x —  cos  h  &)  —  wn  hm  &  spi  fr 

wobei  h  =  2,4,6, ...(«  — 1)  zu  setzen  ist. 

Hieraus  findet  sich  nun  das  fragliche  Integral  sehr  leicht,  indem 
man  Alles  mit  dx  multiplizirt  und  darauf  integrirt;  berücksichtigt 
hierbei  die  Gleichung 

fl  cos  hm  fr  (x  —  cos  h&)  —  sin  Arn  #  sin  # 

x*- 2«cosA*+l. 

=  i  cos  hm  &l(x*  —  2x  cos  hd>  + 1) 

.r  sin  Ad 
i  sin  Arod  Arctan  ^^ri 

so  resultiren  auf  der  Stelle  die  nachstehenden  Integralformeln  : 
«)  für  ein  gerades  n  und  A=2,4,6,...(m— 2) : 

xm~1dx 


f 


f 


xn  —  1 

in» 


=  ^/(x-l)«  +  ^i^/(^  +  D2 

+  i  2conhm&.l(x*— 2xcosAd  +  1) 
2  ,  .r  sin  Ad 

6)  für  ein  ungerades  n  und  A=2,4,6,...(n— 1) : 

/xm~l  dx 
x«—l 

-f  -  2:cosAmO  .  /(*a-2*cosAd  +  l) 

2  a: sin  Ad 

+  -  Z  sin  Am  d .  Arctan  J^JJd 

wobei  stets  d  =  -  ist. 

»  71 


(10) 


OD 


1  • 


Setzt  man  iu  diesen  Formeln  *=~,  so  geht  das  auf  der  linken 
Seite  befindliche  Integral  in 
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.  „  rt"-,d: 


über,  und  wenn  man  darauf  beiderseits  mit  an^m  dividirt,  so  erhält 
man  die  vollständige  Entwicklung  eines  etwas  allgemeineren  Integrales. 


§  10. 

Enlwickelungen  ßr  den  Fall  F  (x)  =  x»  +  f. 

Dem  Calcul  des  vorigen  Paragraphen  völlig  parallel  läuft  der- 
jenige, welcher  zur  Kenntniss  des  Integrales 


/xm~l  d.v 


führt.  Der  erste  Schritt  besteht  nämlich  in  der  Auflösung  der  Gleichung 
a:«-f  1=0  oder  xn=  —  1,  und  diese  ist  sehr  leicht,  wenn  man  berück 
sichtigt,  dass  für  jede  ungerade  Zahl  Ä 


Ccos^+v^i,in^y=_i 

\       n   '  n  J 


ist  und  folglich  die  Wurzeln  der  fraglichen  Gleichung  unter  der  ge- 
meinschaftlichen Form 

h,7t  ,  ./ — =■  .  hit 

x  =  cos  1  V  —1  sin  — 

n  —  n 

enthalten  sein  müssen ,  wobei  man  für  h  jede  ungerade  Zahl  Substituten 
darf.  Ordnet  man  aber  für  ein  gerades  n  die  Werthe  von  h  folgender- 
massen 

1,  3,  5,... w — 3,w— 1, 
2w_(n— l),2M-(n— 3),  ...2n-3,2n— 1, 
2w+l,2n+3,...2n  +  («-3),27i  +  (n— 1), 
,  u.  s.  f. 

so  erkennt  man  leicht,  dass  die  in  der  zweiten,  dritten  etc.  Horizontal- 
reihe enthaltenen  Werthe  von  h  nur  zur  Wiederholung  derjenigen 
Wurzeln  dienen,  welche  schon  die  erste  Reihe  geliefert  hat  und  das.« 
folglich  für  ein  gerades  n  die  Gleichung  xn  -f  1=0  folgende  Wurzeln  hat: 

cos#  +  tsin#,  cos#—  t'sin#, 

cos3#  +  £sin3#,  cos3#-  tsin3#, 


cos  (n  —  1)  &  +  i  sin  (n  - 1)  #  ,  cos  (n  - 1)  #  -  i  sin  (it  —  1)  , 


9) 
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wobei  wieder  i  und  #  zur  Abkürzung  für  V  —1  und— gebraucht  worden 

rC 

sind. 

Für  ein  ungerades  n  dagegen  lässt  sich  die  Reihe  der  ungeraden 
Zahlen  folgendermassen  gruppiren: 

l,3,5,...*-2,rt 

2m  —  (n  -2) ,  2n — («  -4) , ...  2n  -  3 , 2«  —  1 , 

2m  + 1 ,2/i  +  3 , ...  2«  +  (m— 2) ,  3m  , 

u.  s.  w. 

und  auch  hier  liefern  die  zweite,  dritte  etc.  Horizontalreihe  keine 
neuen  Wurzeln.  Daher  sind  (ur  ein  ungerades  n  die  Wurzeln  der 
Gleichung  ;r«+l  =  0: 

cos#-f-  tsin#,  cos -O"  —  tsin#, 

cosS^  +  isinS-ö",  cos3# — isin3#, 


cos  (m— 2)  £  +  i  si  n  (n— 2)  # ,  cos  (n  -2)  &  -  i  si n  («—2)  & , 

—  L 

Ganz  wie  im  vorigen  Paragraphen  bleibt  nun  hier  die  Bestimmung  der 
Parti  alb  nie  he  und  zwar  desshalb  weil  /*(•£)— 1  und  F'  (a;)=nx*— 1 
in  beiden  Untersuchungen  vollkommen  identisch  sind,  und  daher  wird 
hier  wie  dort  derjenige  Partialbruch,  welcher  zwei  conjugirten  Wurzeln 
unserer  Gleichung  entspricht,  durch 

2  cos  h  m  &  (x  —  cos  h  d)  —  sin  h  m  fr  sin  h  & 
n  a?  —  *lx  cos  h&  +  1 

ausgedrückt.   Daraus  folgt  denn  sehr  leicht 

«)  für  gerade  n 

^"  +  1 

2      cos  hm&ja:  —  cos  Afr)  —  sin  Am  fr  sin  U  9 
~  n  ^cosAfr  +  1 

wobei  sich  das  Summenzeichen  auf  die  Werthe  A  =  l  ,3,5,... (m—  1) 
bezieht;  ferner 

b)  för  ungerade  n 
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Xm~ 1 

2  „  cos Am  fr {x— cosAft)  —  sin  Amfrsin  Aft     (  — l)"»-1 
~m  — &rcosA#-r  1  +  x\\ 

m 

worin  A  — 1,3,5,.. .n  zu  nehmen  ist. 

i 

Multiplizirt  man  die  gefundenen  Gleichungen  mit  dx  und  inte- 
grirt  darauf,  indem  man  rechts  von  der  schon  im  vorigen  Paragraphen 
an  derselben  Stelle  benutzten  Formel  Gebrauch  macht,  so  ergeben 
sich  die  Integrale : 

a)  für  gerade  n  und  h  =  1,3,5 , ...  (n — 1) : 


=  izcosÄw^./(.ra  —  2a:cosÄ#+l)  f  0) 


n 

2  „  .   .  .rsihA# 
+  *  2:81,1  hm&' Arctan *cosA#-l 


6)  für  ungerade  n  und  A=1,3,5,...m: 

=  i 2Acosm#./(:r2  — 2xcosÄ#  +  1)  >  ^ 

2„.   f    *\    4  .rsinAtf        (— l)"—1        ,  «v9 

Setzt  man  in  diesen  Formeln  x=—  und  dividirt  nachher  beiderseits 

a 


mit  a*-m,  so  erhält  man  ebenso  leicht  die  Entwickelung  des  Integrales 

2m-lfiz 


f 


z»  +  a" 

welches  um  eine  Constante  reicher  als  das  oben  behandelte  ist. 


Bisher  hatten  wir  vorausgesetzt,  dass  (m— 1)  eine  positive 
sei,  und  wir  konnten  uns  hierauf  beschränken,  weil  im  entgegenge- 
setzten Falle,  also  wenn  das  zu  entwickelnde  Integral  unter  der  Form 

J       ~J      +1)**  (/; 

steht,  eine  Zerfallung  desselben  in  Partialbriiche  nach  dem  Schema 
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P  <p{x)dx 

+J  ^=±r 

worin  g>  eine  ganze  rationale  algebraische  Funktion  bezeichnet,  vorge- 
nommen werden  kann.   Kürzer  indessen  findet  man  den  Werth  des 

Integrales  (7)  mittelst  der  Substitution  durch  sie  verwandelt 

J 

sich  nämlich  das  fragliche  Integral  wie  folgt 

x»>(x»±i)  -  J      1      ~V  yn±* 

und  hier  kann  die  Integration  auf  der  rechten  Seite  leicht  dadurch  be- 
werkstelligt werden,   dass   man  in   den  bisher  entwickelten  Formeln 
«■fit  — 1  und  y  für  m  und  x  schreibt;  substituirt  man  nachher  rück- 
1 

wärt«  y  =  -  ,  so  erhält  man  das  gesuchte  Integral. 

Wir  Mollen  endlich  noch  mit  wenigen  Worten  die  Entwicklung 
des  Integrales 

J  2ar»cosy+l  w 

andeuten,  welche  nach  der  bisher  angewendeten  Zerfallungsmethode 
ebenfalls  sehr  leicht  ist.    Um  zunächst  die  Wurzeln  der  Gleichung 

1 

x*»  —  2xn cos  y  -f  1  —  0  oder  xn  +  —  =  2  cos  y  (0) 

zu  finden,  setzen  wir  a:=p(cosa)  +  »sin«)  und  erhalten  so 

cos»  oo  \  /sin  71  (a  ^ 

Qn  (cosMco  ±  isinuco)  H  r  =  2  cosy 

Q 

oder 

^pn  +  ~  ^  cos «ra +  i^on  —       sin  n co = cosy. 

i 

Da  rechts  keine  mit  i  verbundene  Grösse  vorkommt,  so  muss  links  der 
Faktor  von  i  der  Null  gleich  sein,  was  für  jedes  co  der  Fall  ist,  wenn 
9=1  genommen  wird.  Es  bleibt  dann  2cnsnco=2cosy  übrig,  woraus 
für  eine  beliebige  gerade  Zahl  h, 
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wa  —  hn  +  y  oder  co=  ■ 
folgt.  Die  Wurzeln  der  Gleichung  (9)  sind  demnach  in  der  Form 

*=co.*f±r±<.jD*?±z 

«  n 

enthalten  und  man  erhält  sie  vollständig,  indem  man  Ä=0,2,4,...(2«-2) 
setzt,  denn  die  weiteren  Werthe  von  k  geben  nur  Wiederholungen 
schon  vorher  da  gewesener  Wurzeln.    Setzt  man  noch  zur  Abkürzung 

•  n  n  ' 

so  sind  die  2/i  Wrurzeln  der  Gleichung  (9)  : 

cos/ +  i  sin/ ,  cos/—  i sin y' 
cos  (20 + /)  +  i  sin  (20  +  /)  ,  cos  (20 + /)  -  »sin  (20  +  f) 
cos(40-f/)  +  isin(40  +  /) ,  008(40+/)— isin(40-f  y') 
•    •••»•••••  •«••..••.. 

cos(2^0+yO+iVin(2¥=20+/) ,  cos  (27^0 +/)—tsin(2^0+/). 

Nennen  wir  r  irgend  eine  dieser  Wurzeln,  so  entspricht  ihr  der  Partial- 
bruch 

f{r)     1   r"—1  \ 

F(x)x  —  r~~  2nrn~1  (r«— cosy)  x  —  r 

und  indem  man  für  r  alle  oben  angegebenen  Werthe  setzt,  so  erhält 
man  durch  Addition  derselben  die  Zerlegung  von 

___________  • 

x*n  —  2;r"cosy  +  l ' 

nachherige  Multiplikation  mit  dx  und  Integration  der  einzelnen  Glieder 
führt  dann  zur  Entwicklung  des  Integrales  (8),  wobei  man  das  Ima- 
ginäre wieder  dadurch  wegschafft,  dass  mau  die  von  conjugirten  Wur- 
zeln herrührenden  Bestandteile  vereinigt.  Im  speziellen  Falle  y=n 
kommt  man  auf  eine  Gleichung  zurück,  welche  mit  der  Formel  (3)  zu- 
sammenlallt, sobald  man  in  dieser  2«  an  die  Stelle  von  n  setzt. 

Aus  dem  Integral  (8)  kann  man  endlich  noch  das  etwas  allgemeinere 

/zm~*dz 
j*»— 2a"2»cosy  +  «a*      .  . 

dadurch  ableiten,  dass  man  x=z  -substituirt  und  mit  d2*-™  die  ent- 
stehende Gleichung  theilt. 
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Cap.  III.    Die  Integration  irrationaler  algebraischer 

Diflerenzialformeln. 

§  ü. 

Begränzung  der  Aufgabe. 

So  leicht  verhältnissmSssig  die  Integration  rationaler  algebraischer 
Differenzialformeln  war,  so  schwer  ist  die  der  irrationalen  Differenziale, 
sobald  man  nicht  bei  den  einfachsten  Fällen  stehen  bleiben  will.  Bevor 
wir  jedoch  auf  die  hieher  gehörenden  Entwicklungen  eingehen ,  müssen 
wir  erst  die  Form  der  zu  behandelnden  Differenziale  naher  betrachten. 
Bezeichnen  wir  mit  *  (x) ,  <p  (x) ,  {x) ,  %  (x) , ...  rationale  ganze  algebraische 
Funktionen  und  mit  m,  p,  y  , ...  ganze  positive  Zahlen,  so  wn'rde  der 
Ausdruck 

P   ? 


/ 


AVq>(x)+BVn>{r)  +  ~dx 


m 


V*(x) 

ein  sehr  allgemeines  Schema  von  einem  Integrale  mit  irrationaler  al- 
gebraischer Differenzialformel  darstellen  und  zugleich  ubersieht  man, 
dass  die  hier  postulirte  Integration  sich  auf  eine  Reihe  einzelner  In- 
tegrale reduzirt,  von  denen  das  erste 


'2Sä  dx  .  (D 

als  Schema  ftir  alle  gelten  kann.  In  zwei  sehr  hSufig  vorkommenden 
Fällen  la'sst  sich  hier  die  Irrationalität  des  Zahlers  wegschaffen,  nämlich 
wenn  entweder  p=zm  oder  <p(x)  —  et  +ßx  ist.  Im  ersten  Falle  ist  durch 

m 

Multiplikation  von  Zähler  und  Nenner  mit  V<p(x) 

m  _  


V<P(^)  V0(x)<p(x) 
dabei  ist  das  Produkt  zweier  ganzen  rationalen  Funktionen  offenbar 
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II  .Uli 

/ 


wieder  eine  ganze  rationale  Funktion ,  die  etwa  F(x)  heissen  möge, 
und  da  tp  (x)  von  der  Form  |  ßx  \  y .r'2  \  ... ,  so  kommt  in  diesem 
Falle  die  verlangte  Integration  auf  eine  Keine  Integrale  von  der  Form 

xldx 

zurück,  worin  /  eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet.  Im  zweiten  Falle 
9> (x)  =  «  +  ßx  setze  man  a-\-ßx~iP,  folglich 

,    x  =  — ß — ,  <lx  z=?ß  tp—*  dz 
so  geht  das  Integral  (1)  in  das  folgende 

i  r  z.pzp-hu 
ß  I  ™  

J  V 

über,  wo  offenbar  die  im  Nenner  unter  dem  Wurzelzeichen  vorkommende 
Funktion  eiue  ganze  und  rationale  ist  und  mit  F(z)  bezeichnet  werden 
könnte.  In  beiden  Fällen  also  lässt  sich  das  Integral  eines  irrationalen 
algebraischen  Differenziales  in  letzter  Instanz  auf  die  Form 

x--'dx  —ß  a^p^-xqdx  (3) 

bringen,  wo  vi  und  <j  ganze  positive  Zahlen  sind  und  F(x)  eine  ganze 
rationale  algebraische  Funktion  bezeichnet  Hiermit  sind  freilich  nicht 
alle  möglichen  Fälle  erschöpft,  indem  es  Differenzialformeln  giebt,  bei 
welchen  man  den  Zähler  nicht  durch  blose  algebraische  Transformation 
rational  macheu  kann,  aber  es  bestimmt  uns  die  Form  (3)  wenigstens 
unsere  Aufgabe,  weil  nur  sie  einige  unmittelbare  Integrationen  gestattet 
und  man  in  allen  übrigen  Fällen  zu  dem  allgemeinen,  später  erörterten, 
Mittel  der  Integration  durch  Näherung  seine  Zuflucht  nehmen  muss. 

Das  Technische  der  vorhin  erwähnten  Transformationen  wird 
man  leicht  aus  den  folgenden  Beispielen  ersehen. 

i.     fe&a  r    i4*»     -  • 

J  VT^*  J 


—  dx 

V(i-^)(1+^ 

Jdx  r  x*dx 

V  \  -x*  J   V  1  — X* 
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2.  Vermöge  der  Substitution  1 — x=i3  wird 

f  J£E*-**=  f  -i — -Mz 


zV/z 


=  -3 


V  3— 3z 

wo  man  nacli  geschehener  Integration  für  z  seinen  Werth  VJZ^x  zu 
setzen  hätte. 

§  12. 

Reduktionsformeln  für  die  einfuchsten  Fälle. 

Seine  einfachste  Gestalt  erhält  das  Integral  (3) ,  wenn  F(x)  unter 
der  Form  a  +  bxn  steht,  wo  n  eine  positive  ganze  Zahl  sein  muss, 
und  es  ist  in  diesem  Falle  nicht  schwer  ßlr  das  Integral 

fsF—Ha+bafydx  (I) 

eine  Reihe  von  Reduktionsformeln  zu  entwickeln,  wodurch  es  in  jedem 
Falle  auf  ein  wesentlich  einfacheres  Integral  zurückgeführt  werden 
kann.  Dabei  möge  zur  Abkürzung  immer  a  +  bxn  mit  X  bezeichnet 
werden. 

Wendet  man  zuerst  das  Prinzip  der  partiellen  Integration  auf 
das  in  (1)  aufgestellte  Integral  an,  so  wird 

fxm~ 1  XPdx=XP fx™~ldx  — fp  XP^dX/x^-hlx 

=  Xp  —  x^^^-fXP-hlX.x^. 
in  m  * 

Vermöge  der  Bedeutuug  von  X  ist  aber  dX=nbx»~ldx:  und  folglich 

f™-lXrdx=—X»>XP  -  ^fxm  +  n-lXp-ldx 


(D 


und  durch  Transposition ,  wenn  man  das  Integral  rechts  als  Unbekannte 
ansieht  und  durch  die  übrigen  in  der  Gleichung  vorkommenden  Grössen 
ausdrückt 

Xp- i dx  =  ^  -  ~bfx^  i  XPdx 

und  hieraus  ergiebt  sich,  wenn  man  m—n  fiir  m  und  zugleich  p+l 
für  p  setzt: 
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und  diese  Formel  wird  man  da  benutzen,  wo  man  das  gegebene  Inte 
gral  auf  ein  anderes  von  derselben  Form  zurückfuhren  will,  worin  gleich 
zeitig  m  vermindert  und  p  vermehrt  worden  ist;  so  z.  B.  erhält  man 
für  m=3,w=2,p  =  -»die  Reduktion 

r    x*dx  x  1  P  dx 

wo  sich  der  Werth  des  Integrales  rechts  unmittelbar  unter  den  Funda 
mentalformeln  findet. 

Es  ist  ferner  völlig  identisch 

fxm-lXPdx=/x'»-lXP-1  (a  +  dx 

=afxm-1Xp-1dx  +  bfx»  +  »-  'Ar-1  tfx 

und  durch  Vergleichung  mit  Nro.  (1)  wegen  der  Identität  der  linken 
Seiten 

xm  Xp      npb  P  ,       .  _ 

m  m  J 

=:afxm-1XP-1dx+bfxm+*-lXP-ldx. 

Hieraus  folgt,  indem  man  das  erste  Integral  der  rechten  Seite  als  üb 
bekannte  ansieht, 

oder  p  +  1  für  p  gesetzt 

ma  ma       J  w 

Schreibt  man  m  —  n  ffir  m ,  sieht  das  Integral  rechts  nunmehr  ats  ub- 
bekannt  an  und  drückt  es  durch  das  auf  der  linken  Seite  stehende 
aus,  so  findet  man  analog 

y?     .  v   ,      x**-«Xp  +  1       (m  — »)a    C  1V  ,~ 

und  dless  ist  eine  sehr  brauchbare  Formel,  wie  sich  bald  nachher 
zeigen  wird. 

Wenden  wir  ferner  auf  das  zweite  in  der  Gleichung 

W»-1  XPdx^r  a  /xm~lXP—1  dx  +  b  fx» + »  -«Ar-1  dx 
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rechts  vorkommende  Integral  die  Reduktionsformel  (2)  an,  so  ergiebt 
sich  leicht 

fxm-lX?dx 

und  daraus 

xm  Ap  nva 
f*~i»d*=  +  -£-fx»->X^,l.r.  (5) 

Schreibt  man  endlich  />  |  1  für  />  und  drückt  das  Integral  auf  der 
rechten  Seite  durch  das  auf  der  linken  Seite  aus,  so  wird  noch 

Von  diesen  sechs  Reduktionsformeln  sind  die  letzten  drei  am  häu- 
figsten anwendbar,  weil  es  bei  einem  ganzen  positiven  m  fast  immer 
darauf  ankommt,  m  ohne  Aenderung  des  p  zu  verringern  und  weil  es, 
sobald  man  fxm—lXPdx  auf  diese  Weise  bestimmt  hat,  mittelst  der 
Formeln  (5)  und  (6)  sehr  leicht  ist,  hieraus  neue  Integrale  abzuleiten, 
worin  p  grosser  oder  kleiner  als  vorhin  ist.  Wir  wollen  diess  an  einem 
Beispiele  zeigen.  Sei  zunächst  m  =  2,j>=  —  also  das  zu  entwickelnde 
Integral : 

/*  xm~x dx  /(- 

9=J  vrm  (,) 

ao  erhält  man  zunächst  aus  Nro.  (4) 

xm~2 ^~aT~bx2     (m— 2) a  P  xm~\tx  % 
V~  ~ <m-l)6  {m-\)bj  V~«+6P' 

irendet  man  die  Reduktionsformel  auf  das  Integral  selbst  wieder  an, 
indem  man  in  ihr  m — 2  ftir  m  schreibt,  so  reduzrrt  sich  y  auf  ein  In 
tegral  von  der  Form 


f 


Man  ubersieht  auf  der  Stelle,  wie  sich  diese  Reduktionen  fortführen 
lasse»,  und  dass  man  in  letzter  Instanz  auf  eines  der  beiden  Integrale 


/xdx  p  dx 


kommen  muss,  je  nachdem  m  gerade  oder  ungerade  i«t.    Beide  Inte- 

4* 


grae  sind  aber  leicht  zu  entwickeln;  setzt  man  nämlich  im  ersten 
;ra=z,  so  folgt  Ixdx  —  dz  oder  xdx  —  \dz  und  folglich  ist  dasselbe 

wie  man  nach  der  Fundamentalformcl  (I)  in  §.  2  gleich  erhält  Daher 
ist  wegen  des  Werthes  von  i^-x1 

/xdx  V  TTf  bx* 

Das  zweite  der  in  Nro.  (8)  verzeichneten  Integrale  ist  unmittelbar 
mittelst  der  Fundamentalformeln  (6)  und  (7)  in  §.  2  zu  entwickeln,  wo- 
bei man  jedoch  unterscheiden  muss,  ob  b  positiv  oder  negativ  ist,  indem 
für  diese  beiden  Fälle  die  Gsstalt  des  Integrales  verschieden  ausiallt. 

Hat  man  so  das  unter  Nro.  (7)  aufgeführte  Integral  gefunden, 
so  können  nun  die  Formeln  (5)  und  (ü)  zur  Entwickelung  der  Integrale 

f&—*(fl  +  bsfl)  dz  und /j:—1  (a  +  Aar«)     dx  (9) 

dienen ,  worin  /  eine  ungerade  positive  Zahl  bezeichnet.  Setzt  man 
nämlich  in  der  Gleichung  (5)  n~l  ,p  —  \,  so  wird 

fx^Ha+^d*^^^  +  ^f*^\(*+bx*)rkd* 

und  da  das  Integral  rechts  bekannt  ist,  so  findet  man  hiermit  den 
Werth  des  ersten  in  (9)  verzeichneten  Integrales  für  Jc=1.  Für  p=\ 
ergiebt  sich  ferner  aus  der  Formel  (5)  eine  Relation  zwischen 

fx™-1  (a  +  bx*)ldx und fxm~  l(a  +  bx*)l£lx 

wo  nun  das  Integral  rechts  nach  dem  Vorigen  bekannt  ist.   Gebt  man 

5     7  k 

auf  diese  Weise  weiter,  indem  man  p=  ~,  ^  ,  ...  -y  setzt,  so  er- 
hellt augenblicklich ,  dass  man  mittelst  dieser  fortwährenden  Reduktion 
den  Werth  des  ersten  in  Nro.  (9)  aufgeführten  Integrales  vollständig 
entwickeln  kann. 

Setzt  man  ferner  in  Nro.  (6)  p~  —  \,  so  wird 
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und  dabei  ist  das  Integral  rechts,  folglich  nun  auch  das  auf  der  linken 
Seite  bekannt.  Weiter  giebt  dann  p-=  —  g  nach  Formel  (6)  eine  Rela- 
tion zwischen  den  beiden  Integralen 

(a  +  bx*)~  *  £r  und  fxm~l  (a  +  kr2)- 1  da- 
von denen  das  zweite  nach  dem  Vorigen  entwickelbar ,  also  auch  das 

7  9 

erste  als  bekann«  anzusehen  ist.    Indem  man  sofort  »  ~"2 ' 

—  k 

-  -j- setzt,  gelangt  man  successiv  zur  vollständigen  Entwickelung 

des  zweiten  in  Nro.  (9)  angegebenen  Integrales. 

Die  Reduktionsformeln  (1)  bis  (6)  dürfen  übrigens  auch  für  jedes 
andere  als  positive  m  und  n  in  Anspruch  genommen  werden  und  zwar 
aus  dem  einfachen  Grunde,  weil  ihre  Herleitung  nur  auf  identischen 
Gleichungen  und  den  beiden  Formeln  für  d(xv)  und  fx^dx  beruht, 
welche  überhaupt  für  jedes  u  gelten  mit  Ausnahme  von  ft— 0  in  der 
ersten  und  \x~ —  1  in  der  zweiten.  Man  kann  daher  ganz  analoge 
Betrachtungen,  wie  sie  för  das  Integral  in  (7)  geführt  wurden,  auch 
auf  das  folgende  / 

dx 


S  x* 


x>»\l\'  a  +  bx2 

anwenden  und  durch  Benutzung  der  Formel  (3),  worin  —  wi  an  die 
Stelle  von  m  zu  setzen  wäre,  würde  man  das  fragliche  Integral  jeder- 
zeit auf  eines  der  beiden  folgenden 

dx 


J   x\  a  +  bx2  J 


xV  a  +  bx2  +  bx2 

zurückbringen.   Den  Werth  des  zweiten  Integrales  kennen  wir  bereits; 

um  noch  den  des  ersten  zu  linden  substituiren  wir  x—  -  in  dasselbe, 

2» 

wodurch  es  in 


J  4/~7T~  J  Vh"«j 
2V  a+7* 
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übergeht  und  nun  leicht  entwickelbar  ist.  Mit  Hülfe  der  Formeln  (5) 
und  (6)  würde  man  daraus  auch  die  Werthe  der  allgemeinereu  Inte- 
grale 

P  dx   p(a  j-6£*)l* 

ftir  jedes  positive  ungerade  k  leicht  ableiten  können. 


§  13. 

Integralion  von  dx  :  \^ a  f  bx  +  c.v2. 

Wir  wenden  uns  nun  zur  Entwicklung  des  sehr  häußg  vor- 
kommenden Integrales 


f  STt 


dx 


V  a  +  bx  4-  cx2 

welches  aus  dem  früher  unter  Nro.  (3)  in  §.  11.  angeführten  Schema 
dadurch  hervorgeht,  dass  man  für  F(x)  eine  Funktion  zweiten  Grades, 
7  =  2  und  7/2  =  ]  nimmt.  Vergleichen  wir  das  fragliche  Integral  mit  den 
Fundamentalformeln  (7)  u.  (6)  in  §.  2.,  so  erhellt  auf  der  Stelle,  dass 
man  den  Werth  desselben  leicht  Onden  würde,  wenn  man  es  in  ein 
anderes  von  derselben  Form  transformiren  könnte,  worin  jedoch  das 
mit  der  ersten  Potenz  der  Variabelen  behaftete  Glied  unter  dem  Radi- 
kale nicht  vorkommen  dürfte.    Sptzen  wir  noch 


so  ist 


a  b 

—  =  8  ,  —  =  or 
c     r  c 


/dx  _1_   p  dx 
Va+6x±cx*  ~  \T^J  V'ßTaxT'** 
und  hier  macht  sich  die  Unterscheidung  eines  positiven  oder  negativen 
cnothwendig,  was  auch  den  citirten  Fundamentalformeln  nach  zu  er- 
warten stand. 

1.    Für  ein  positives  c,  wo  also  in  (2)  die  oberen  Zeichen  gelten, 
hat  man  identisch 

dx 


/dx  p  
V  ß  +  ctx+x*    J  V^Hh 


indem  hier  ganz  dieselbe  Zerfällung  wie  in  §.  7.  mit  x*+ctx+ß  vorge- 
nommen worden  ist.    Setzen  wir  zur  Abkürzung 
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ß  —  {  cP^zt  m<d.r  |  4«=a  (3) 
wo  2  die  neue  Variabele  ist,  so  geht  das  obige  Integral  in 

dz 


f 


über  ,  dessen  Werth  der  Fundamental  forme!  (7)  zufolge 

ist    Setzt  man  hier  fär  z  und  e  ihre  Werthe,  so  folgt 

da: 


f 


=  W0r-Ha+  Vß+ctx  +  x*)*+C 


und  wenn  man  noch  fär  a,  ß  ihre  Werthe  einführt  und  beiderseits  mit 
V7  dividirt,  nach  Formel  (2) 

uud  wenn  man  die  Constante  sich=  C  -f  T"A=  '  (2c)*  denkt,  so  er- 

*  V  C 

giebt  sich 

2.    Für  ein  negatives  c,  wo  also  in  Nro.  (2)  das  untere  Zeichen 
genommen  werden  muss,  ist  ähnlich 

/dx  P  dx  
V *■   J  V ß +  X-(or— 

d.  i.  fü*r/3  +  >a2=#und;r  —  \a— z,  wo  i  die  neue  Variabele  bedeutet 


A 


wobei  die  Fundamentalformel  (6)  in  §.  2.  benutzt  worden  ist.  Vermöge 
der  Werthe  von  #  und  z  hat  man  nun  weiter 
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  I 

und  wenn  man  für  a  und  ß  ihre  Werthe  setzt  und  darauf  beiderseits 
mit  STc  dividirt,  so  kommt 

■ 

—  _    1    *     •  2cx—b 

V  a  +  bx-cx*  ~  VI  ArCS,D  VI^TP  +  C  (5) 
Will  man  statt  des  Aresin  lieber  Arctao  sehen,  so  braucht 
die  bekannte  Formel 

Aresin  u = Arctan      *_ — 

Vl-ii2  x 

in  Anwendung  zu  bringen;  man  erhält  so 

'          dx  _  _J_  Arcta  2er— 6   

V«  +  6ar- er*      V  c    T°      2  VTfa +  6*  -  er2) 
doch  ist  diese  Form  weniger  elegant  als  die  vorhergehende. 


§  14. 

Integration  allgetneiner  Irrational  formein. 

Es  hat  nun  auch   keine  Schwierigkeit,   Formeln  aufzustellen, 
mittelst  welcher  man  die  allgemeineren  Integrale 

/     -  f?dx  und  P  gg 

/   V~a+bx±cx*     J  *myra~+bx±c& 

unter  Voraussetzung  eines  ganzen  positiven  m  entwickeln  kann.  Be- 
zeichnen wir  kurz  a  +  bx±cx*  mit  X,  so  hat  man  zunächst  durch 
Differenziation  des  Produktes  xm~1VX, 

■  * 

wie  man  sogleich  unter  Berücksichtigung  des  Satzes  VX=  •  *  ein. 

Vx 

sehen  wird.  Setzt  man  ferner  statt  des  im  Zähler  des  ersten  Bruches 
auf  der  rechten  Seite  vorkommenden  X  seinen  Werth ,  und  ordnet  hier- 
aul  Alles  nach  Potenzen  von  x,  so  ergiebt  sich  mit  Leichtigkeit : 

d[x>»-i  VX] 
=  (m—l)  a  ?m~*<lx     (2m-l)b  x»-  hlx  x«*dx 

Vx  +     2  ~vX~+mcVT" 
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Integrirt  man  und  drückt  darauf  da«  letzte  Integral  auf  der  rechten 
Seite  durch  die  übrigen  aus,  so  gelangt  man  zu  der  Formel 

*xmdx 


_ar-  i^X     (2m- 1)6  Pxm~hlx     (m-l)n  Pxm-*dx      '  () 

-  2mc  J     VA*  >™    J  sTX 


Ist  nun  m  eine  positive  ganze  Zahl ,  so  führt  man  hiermit  das  gesuchte 
Integral  auf  zwei  andere  von  derselben  Form  zurück,  in  denen  aber 
der  Zähler  von  niedriger  Dimension  ist;  für  m  =  l,m=2,  etc.  erhält 
i  nacheinander 

/xdx   \~~X      p    C  dx 
VT      c~     2c  J  VX 

/x2dx  _XVX     36  focdx^    ji     P  dx 
YX  2c"~4cV   Vx~<2cJ  VX 

u.  s.  f. 

jede  Gleichung  in  die  nächstfolgende  zu  suhstituiren  ist. 

Lässt  man  in  der  Formel  (7)  —  m  -f  2  an  die  Stelle  von  tn  treten, 
so  wird 

dx 


f. 


xm~'2\rx 

__  \  J[        _  (2m— 3)6  P      dx  (///— l)q  P  dx 

~     Jm-Vcx'»-1     (2m—4)cJ  ir^'O     (m-2)cj  x">V~X 

und  wenn  man  das  letzte  Integral  rechter  Hand  durch  alle  übrigen  aus- 
druckt, so  gelangt  man  zu  einer  zweiten  Rediiktionsformel,  nämlich 

dx 


f 


x"l\  X 

_  VX  3)  b   P  dx  (m— 2)c  P    dx  f  ® 

~~  (m-l)ax"—1""  (2m— 2)0,/  ar"-2^^  (m-lJaJ^O, 

Man  kann  übrigens  auch  noch  einen   anderen  Weg  zur  Ent- 
wickelung  des  Integrales  links  d.  h. 

dx 


f 


x"^ra\bx 'Tcx* 
einschlagen.    Die  Substitution  x  =  *  giebt  nämlich 
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/xmdz   p  z—ldz 

^\  «  +  -±72 


und  hier  kann  man  das  Integral  auf  der  rechten  Seite  nach  Formel  (7) 
entwickeln,  indem  man  m — 1  für  m,  z  für  4:  schreibt  und  a  und  c 
gegen  einander  vertauscht.  Diese  zweite  Metbode  hat  übrigens  den 
Vorthei!  fär  den  Fall  m  =  1  anwendbar  zu  sein,  auf  welchen  die  Formel 
(8)  nicht  passt.    Man  hat  dann 

 dx   r  dz 

wo  man   die  rechte  Seite  unmittelbar  entwickeln  kann,  und  darauf 

f  ss— su  substituiren  hat. 
x 

Integrale  endlich  von  den  Formen 

fx^dxVxnnd/^^x  (10> 
lassen  sich  leicht  auf  die  bisher  betrachteten  zunickführen,  indem  man 

■ 

  X       a  +  bx±  cx2 

setzt  und  jedes  einzelne  Glied  integrirt ;  man  hat  dann 

,  P  xmdx     ,  Pxm+ldx         Pxm  +  2dx 

wo  die  einzelnen  Integrale  nach  dem  Früheren  entwickelbar  sind.  Der- 
selbe Kunstgriff  passt  auf  das  zweite  in  Nro.  (10)  aufgeführte  Integral. 

Hiermit  haben  wir  bereits  die  Gränzen  erreicht,  bis  zu  welchen 
die  Integration  irrationaler  algebraischer  Differenziale  ausführbar  ist;  so- 
bald nämlich  in  dem  Ausdrucke 

.rmd.r 

rwc*i 

F(x)  von  höhcrem  als  dem  zweiten  Grade  ist,  so  bildet  das  Integral 
eine  Funktion  von  x,  welche  im  Allgemeinen  nicht  durch  Logarithmen 
oder  Kreisbögen  dargestellt  werden  kann.  In  diesem  Falle  muss  man 
zur  näherungsweisen  Berechnung  seine  Zuflucht  nehmen,  und  diese 
beruht  auf  dem  höchst  einfachen  Prinzipc,  die  unter  dem  Integralzeichen 
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mit  dx  multiplizirte  Funktion  in  eine  Reihe  zu  verwandeln  und  jede« 
einzelne  Glied  derselben  zu  iutegriren.  So  z.  B.  würde  es  unmöglich 
sein,  den  Werth  des  Integrales 

dx 


*  l-(l  +  «2):r2  +  £a:*4 

durch  unmittelbare  Integration  zu  entwickeln;  dagegen  ist  aber  das 
obige  Integral  auch 

dx 


-f 


V 1  -  x*V l-tW 

und  hier  lasst  sich  die  Integration  durch  Reihen  auf  verschiedene  Weise 
ausführen.    Verwandelt  man  z.  B.  -7=  in  eine  Reihe,  was  für  x  <  J 

y  1—  x2 

möglich  ist,  so  geht  unser  Integral  in 


Pr%  ,1  ,     1.3      .  1.3.5   ,       l  dx 

/dx  ,  P     x*dx  1.3  p  x*dx 


-  +  ... 

über  und  hier  lassen  sich  die  einzelnen  Integrationen  o!me  Mühe  be- 

1 

wcrksteüigen.    Ebenso  könnte  man  den  zweiten  Faktor— =  {(fr 

VI  —  t2x2 

b  <  1  und  x  <  1  in  eine  Reihe  unisetzeu  und  erhielte  dann  nicht  minder 
leicht 

/rix  9  P  x2dx       1.3  4  Pjc*dx_ 

vi— 2+1V  fö  +  uV  vöf- 

W7ollte  man  endlich  gleich  Alles  nach  Potenzen  von  x  geordnet  haben, 
so  multiplizire  man  die  beiden  Gleichungen 

1  2     1.3  ^     1.3.5  6 

vr^P    +  4  x  +  o r   274T0 *r 

I  -i..oo.l»3...1.3.5 
VCT^  =  1  +  ' t  X  +  O £4a4+  27476        *  • 

miteinander  und  gebe  dem  Produkte  die  Form 

I 


VJ  -x2Vl-e2+x2 
l+JS^+E^r4*^*6! 
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wo  £2,£4,£6,...Coefiizieiiten  sind,  die  blos  von  f  abhängen;  man  hat 

dx 


f. 


=  x  +  \  K2x*  + 1  E4  x*  +  }  E6  x7  + ...  \  C. 
Diese  letzte  Methode  ist  ganz  allgemein  auf  Integrale  von  der  Form 

X  ^*-=fxm  [F(x)]p  dx 


VF(x) 

anwendbar,  wenn  p  eine  beliebige  Grösse  und  F (x)  eine  ganze  rationale 
und  algebraische  Funktion  bezeichnet.  Da  sich  nämlich  jede  derartige 
Funktion  in  Faktoren  des  zweiten  Grades  zerlegen  lässt,  also  immer 

F(x)=(aL  +  ft  ar+ft  *a)(«a  + f  y2x*)... 

gesetzt  werden  darf,  so  ist  das  obige  Integral  auch 

=fxm     +  ft  x  +  yx  x*)P  (a2  +  ß2  x  +  y2  x2)P  ...dx 

statt  dessen  wir  noch  das  allgemeinere 

/*»»(«,  +  ßlx+ylx*)P(a2  +  ß2x  +  y2x*)i...dx  (11) 

betrachten  wollen.   Nun  kann  man  aber  jeden  der  Faktoren  ■ 

i«i  +  Ä  * + n  **P  t  («fc + fc*  *  *  *2)',  («3  +  A**+y3*2)r>- 

in  eine  Reihe  von  der  Form 

umsetzen  und  zwar  entweder  mit  Hülfe  des  Mac  Laurinschen  oder  des 
Theoremes  von  Lagrange.  Multiplizirt  man  alle  diese  Reihen  mit  ein- 
ander, so  nimmt  das  Produkt  die  Form 

P  +  Qx  +  Rx*+ ... 

an,  wo  P,  Q,  Ry  etc.  constante  aus  ax , ßt , yx , a2 , ß2 , y2  etc.  zusammen- 
gesetzte Grössen  sind;  hierdurch  verwandelt  sich  das  Integral  (11)  in 
das  folgende 

Jxm  (P+  Qx  +  Rx*  + ...)  dx 

m  +  i  +  ^,w  +  2  +  H  m  +  3  +  -+C 

und  ist  demnach  immer  entwickelbar.  Dabei  sind  naturlich  die  Bedin- 
gungen nicht  ausser  Acht  zu  lassen,  an  welche,  den  Theoremen  von 
Mac  Lnurin  und  Lagrange  zufolge,  jene  Reihcnverwandelungen  geknüpft 
sein  können,  denn  es  versteht  sich  von  selbst,  dass  man  das  gesuchte 


Digitized  by  Googl 


61 


Integral  nicht  finden  würde,  wenn  nicht  die  Funktion  und  die  Reihe 
einander  gleich  sind,  diese  Gleichheit  besteht  aber  nur  so  lange,  als 
die  entwickelte  Reihe  eine  convergente  bleibt. 


Cap.  IV.    Die  Integration  der  Differenziale ,  welche  Ex- 
ponenzialgrössen  oder  Logarithmen  enthalten. 

§  15. 

Reduktionsfortnein  für  Differenziale  mit  Exponemialgrössen. 

Unter  unseren  Grundformeln  kommt  nur  eine  einzige  vor,  bei 
welcher  eine  Exponenzialgrösse  unter  dem  Integralzeichen  erscheint, 
nämlich  : 

wofür  man  auch  wegen  a*z=e'a  *  die  folgende  schreiben  kann: 


/ 


ek*dx  =  ^jr+  C  (1) 


indem  man  sich  la  mit  k  bezeichnet  denkt.  Um  nun  das  allgemeinere 
Integral 

ff(x)ek'dx  (2) 

in  welchem  f(x)  eine  beliebige  Funktion  bezeichnet,  auf  das  obige 
zurückzufuhren,  kann  man  folgende  zwei  Wege  einschlagen. 

I.    Unter  Anwendung  der  Reduktionsformel 

f<p(x)y  (x)  dx  =  <p(x)fy  (x)  dx—fcp'  (x)  dx  f (x)  dx  (3) 
ergiebt  sich,  wenn  man  zuerst  tp  {x)—f(x)tt\t{x)  —  ekx  setzt: 

ff(x)  e**dx=f(x)  ^-\ff  {*)****  (4) 
dann  für  cp  (x)=f  (x)it\i(x)  =  ekx ,  dann  etc. 

ff{x)e**dx  =  r{*)^-J.fr{x)*kx<i* 
forner  für  <p  (x)  —  /" (.r) ,  y  (x)  =  *•* r 
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i  ■ 

ff  (x)  ck*  da  =r  (*)     - 1  ff"'  (*)  «**  rf*. 

Man  übersieht  auf  der  Stelle,  wie  sieh  dieses  Verfahren  beliebig  weit 
fortfuhren  Hesse,  und  dass  man  nach  n maliger  Anwendung  auf  die 
Gleichung 

ff(*-i)(x)ek'dx=f*-*)(x)^--kff(»)  (x)ek*dx 

kommen  würde.  Durch  Substitution  jeder  solchen  Gleichung  in  die 
ihr  vorhergehende  erhalt  man  nun,  wenn  man  bis  zur  Gleichung  (4) 
zurücksteigt 

ff  (x)  ekr  dx—   -gr  +  +  - 

Wird  nun  der  wte  Differenzialquotient  von  f(x)zu  einer  constanten  Grosse, 
was  dann  der  Fall  ist,  wenn  f{x)  eine  ganze  und  algebraische  rationale 
Funktion  des  Grades  n  bildet,  so  reduzirt  die  Formel  (5)  das  corapli- 
zirtere  Integral  auf  das  in  (1)  entwickelte  Der  einfachste  Fall  der 
Art  wäre  f{x)  —  xn  und  dann  ergiebt  sich 

fxnekxdx 

La:«      war»-1      w(n-l)ar"-«  1) ...  2 .  Inj 

11.  Die  zweite  Methode  besteht  darin,  dass  man  wieder  die 
Reduktionsformel  (3)  aber  mit  entgegengesetzten  Substitutionen,  nämlich 
(p  (x)  =  ekx  ,  (x)  =  f{x)  in  Anwendung  bringt.  Setzt  man  dabei  zur 
Abkürzung 

ff(x)  dx = /i  (x)  tffx  (x)  dx  =  U  (ar) ,  ...//*„-!  (x)  dx=fn  (x) 
so  erhält  man  leicht  folgende  Reihe  von  Gleichungen : 
fekxf{x)  dx  =  ekx  /j  (x)  -  kfekx  fx  (x)  dx 
fe**  /i  (*)  dx  =ekx  f2  (x)  -  kf**f%  {x)dx 
fckxf2  (x)  dx  =  ekxf3  {x)—kfekxfz  (x)  dx 


fe**fn- 1  (x)  dx  =  ekxf„  (x)  -  hfe*  fn  (x)  dx. 
Substitution  jeder  Gleichung  in  ihre  Vorgängerin  giebt  hier 
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=[A(*)-/'A^)+^A(^)-...  +  (~i)"-1^-Y»(^)J^  (7) 

-+  (-l)»A"fek*f„(x)dx  ) 

and  diese  Gleichung  kann  als  Reduktionsformel  dienen,  sobald  sich 

die  Funktionen  fx  (x) >f%(*)»~fn t*)  leicht  aus  f(x)  ableiten  lassen. 

1 

So  z.  B.  ist  für  f(x)  =  -^> 


'>  &  =  -  mT^I  '/»(*)=+  (,„-!)  (OT_2) 


» ... 


A«(*)  = 


(;/<  - 1)  (im— 2) ...  (m—n)  xm~n 
folglich 

/£> 

_  _        e*'  ke**  *»e**  

—    (wi-l)jr»— 1     (m-lXm-2)*"^""  («i-l)(iii-2;(m— 3)*«"-» 

 &w—  kn   /» 

(w-t)(m-2)..  (m-nj  +  (m—  \)(m-2)...(m~n)J  e  * 


und  wenn  m  eine  ganze  positive  Zahl  ist ,  so  kann  man  n  =  m  —  I 
setzen  und  erhält  so  :  . 

dx 


s 


(m—Vx™-1     (m-l)(/M— 2)x»'-*    (mi— l)(m-2)(m— 3j*»-™  " 

(»-lXm-2) ... 2 . 1 +  (m— 1) (m-2; ... 2 . IJ   x  e* 

Das  auf  der  rechten  Seite  noch  vorkommende  Integral  gehurt  unter 
die  Zahl  derer,  welche  sich  durch  die  gewöhnlichen  Funktionen  nicht 
ausdrücken ,  sondern  nur  durch  Reihen  naherungstveis  berechnen  lassen. 
Diess  hat  gerade  hier  keine  besonderen  Schwierigkeiten,  denn  es  ist 
vermöge  der  bekannten  Reihe  für  die  Exponenzialgrosse 


—  «  2  1.2  +5l.2.3  +  ,,,  +  f  (  ) 
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und  da  die  för  ek*  in  Anwendung  gebrachte  Reihe  für  alle  x  conver- 
girt,  so  besteht  auch  die  daraus  abgeleitete  Gleichung  für  jedes  x. 

Will  sich  keine  der  beiden  Reduktionen  (5)  und  (7)  auf  das  ge- 
gebene Integral  mit  Vortheil  anwenden  lassen ,  so  bleibt  nichts  übrig, 
als  entueder  f{x)  oder  ekr  in  eine  nach  Potenzen  von  x  fortgehende 
Reihe  zu  verwandeln  und  jedes  einzelne  Glied  zu  integriren.  Lassen 
sich  beide  Funktionen  in  solche  Reihen  umsetzen,  so  giebt  ihr  Pro- 
dukt eine  neue  Reihe  derselben  Art  und  dann  erhält  man  den  Werth 
des  Integrales  ebenfalls  in  einer  nach  steigenden  Potenzen  von  x  ge- 
ordneten Reihe  ausgedruckt.   So  z.  ß.  wurde  diess  bei  den  Integralen 

dx 


f. 


geschehen  können,  sobald  man  eine  neue  Variabele  z  mittelst  der  Sub- 
stitution x=z2  eingeführt  hat,  wodurch  das  Integral  in 


J  Vi-i 


übergeht  Multipüzirt  man  jetzt  die  Reihen  für  ^F|=f  una*  «*'  mit  ein 
ander  und  setzt  zur  Abkürzung  i  .2.3...  m=ni  ,  ferner 

n  +  2  (« -1)'  +  2 . 4  (w-2)'  +  2 . 4 . 6  (»i  —3)'  +  -  —  2 
so  ist  das  in  Bezug  auf  z  genommene  Integral  für  z<J 

=  /[t  +  A2  z*  +  A*  z*  +  A6  *  + ...]  dz 
=z  +  \  A^J  +M4z*  +  i  4  * + »  +  C 
und  folglich  hat  das  ursprüngliche  Integral  für  x  <  1  den  Werth 

[l  +  \A2  x + S  ^4  x2  +  Mo  *8  +  ...]  +  G 

Aehnlich  würde  man  in  ahnlichen  Fällen  verfahren. 


16. 

Reduktionsformehl  für  Differenziale  mit  Logarithmen. 

Um  gleich  eine  etwas  allgemeine  Form  zu  betrachten,  wollen 
wir  das  Integral 

mx)(lx)Pdx  (1) 


Digitized  by  Google 


■ 


65 

zu  reduziren  versuchen.  Wenden  wir  zu  diesem  Zwecke  die  Formel 
fär  die  partielle  Integration  in  der  Weise  an ,  dass  wir  * 

/f(x)dx=ft  (*)  ,J''jfl(x)=ft(a;),J>'^fi(x)=f3(x),... 

■y^rA-t  (*>=/•(*)  « 

setzen,  so  ist  es  sehr  leicht  zu  der  folgenden  Reihe  von  Gleichungen 
zu  gelangen  : 

ff{x)  (lx)r<lx=  fx  (x) (/.r)r  - p  f~  fx  (x) {lx)P- 1 

f  ~  f%  (*) (lx)r-*=f>  (*)  (lar)*-»  -  (p  -  2)  f^h  (*)  (fc*"3 

•  *  J 

f^fn-x{x){!x)v-»+  *=fn(x)(lx)P-n+i  -  (p-n  +  1) f~Mx)(LT)p-n. 

Durch  Substitution  jeder  Gleichung  in  die  ihr  vorhergehende  ündet 
man  hieraus  : 

ff(x)(lx)vtlx 

=  A  (*) (/*)!>  - ^  f2 (x)  (Ix)p -l+p{p-l)f*  (x) {lx)v~*  - ... 

...  +  (-1)-  V  fr-D (/>  - »» +2)  A  W  1 

/dx 
-  fm(x\(lx)r— 

Ist  nun  eine  positive  ganze  Zahl,  so  kann  man  p  —  n  setzen  und 
hat  so  vermöge  der  Bedeutung  von  fn+i(x) 

Jf(x)(lx)«dx  -  j 

...-f(-1)»w(n-l).  ) 

Diese  Reduktionsformel  ist  z.  B.  mit  Leichtigkeit  auf  den  Fall 
f(x)=xm,  wo  m  jede  beliebige  von  —  1  verschiedene  Grosse  bede"  - 
ten  darf,  anwendbar.    Es  ist  nämlich 

jEm  + i  xm  "I"  *  ^  1 

ÄW  =  w+T ■ Ä (*> = (»+ 1)2 * ä (*}  =  (wT+Tf3 '  efe 

fär  jedes»?«  exclus.  w=— 1  und  positive  ganze  n 

5 
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j*xm(lx)*dx  ) 
t  r  (Ix)»       njfxy*-*  ,  n(n-\) (Ix)"-*  [  (4) 

Der  Fall  im =—1  bedarf  noch  einer  besonderen  Betrachtung.  Nun 
ist  aber  fär  lx=z,  -^=dz,  folglich 

jind  damit  auch  dieser  Fall  erledigt. 

Ist  in  dem  Integrale  (1)  p  keine  positive  ganze  Zahl,  so  ver- 
mehrt die  vorige  Reduktionsmethode  die  Schwierigkeiten,  statt  sie  zu 
vermindern,  und  man  muss  dann  einen  anderen  Weg  einschlagen,  der 
wenigstens  in  dem  Falle  zum  Ziele  führt,  wo  p  eine  negative  ganze 
Zahl,  also  das  Integral  von  der  Form 


fix)  fix 


(5) 


ist.   Mittelst  partieller  Integration  ist  nämlich 


x(Ix)p  f  (6) 


dx 


(lx)P 

Hier  lässt  sich  eine  Integration  ausführen ;  man  hat  nämlich 

wobei  natürlich  der  Fall  /?=1  ausgeschlossen  ist.  Demnach  wird  jetzt 
aus  (6) 

Pf(x)dx  J_    xf(x)       J_  Pd[xf(x)] 

J    (Lc)p  -      p-1  (lx)P-^p-iJ     (lx)P~*  ' 

Setzen  wir  nun  zur  Abkürzung 

d[*A*)]=A(*M*.<%A(*)]=Ä(*)^.-..  > 

^  d[xfi-t(*)\=fi,(:r)dx  5 

so  kann  mäh  durch  successive  Anwendung  desselben  Kunstgriffes  leicht 
olgende  Reihe  von  Gleichungen  erhalten  :  4 
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pf(x)dx_  xfjx)  rfx{x)dx 

J    (lx)P~*  —  (p— 2)(£ar)P-«  V  (/.r)!»-' 


J  (/x)P-"  +  1    (p—n)(/x)P-n  +  p  —  nj  (lx)P-* 
aus  deren  Substitution  in  einander  sich  die  Formel 


(£r)P 


2) ...  (p-fi)  (/*)p-»  +  (p-1)(p-*2)  ...  (p-«;  /  (lx)r-* 


*•  (p-l)(p-2)...(p-fij 

ergiebt;  und  hieraus  folgt  für  ein  ganzes  positives  p=n-|-l,  wenn  man 
nachher  »—1  für  n  schreibt 

<rf(x)  xfcjx)   gfctfeL 

—     («— lX^r)»-1     (*-l)(«-2)(Z£F3    -  (w-l)(«-2)...2.1./arj 

~f~(n-l)(n-2)...'2Aj  Ix 

Oiess  gicbt  z.  B.  für  f(x)=xm,  wo  m  eine  beliebige  von  Null 
verschietlene  Grosse  bezeichnet,  • 


/x™dx 
(Ix)« 


fe-  ^  *  1  (m  -|-  jfcj^t* 

~~     (m-1)(&:)«-'  (n — lXn-aK^)--* ~  "  ~  (m-1)(«-2)  ... 2 . 1 Ix 

.          (m  f  1)"-*   Px™ilx 

+  („_j)(M_2)...2.1t/  Tx~~ 

und  hierbei  lässt  auch  das  letzte  Integral  noch  eine  Reduktion  zu,  indem 
man  xm+l=z  setzt,  woraus  (in  +  i)lx=lz  und  (m  + 1)  ~  =  ~  oder, 
durch  Multiplikation  mU*'*""  + 1=3», 

5* 
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folgt.  Man  erhält  dann  sogleich  durch  Division  mit  der  Gleichung 
(jR  +  l)&r=/z  und  Integration 


so  dass  es  also  blos  noch  auf  die  letztere  Integration  ankommen  wurde. 
Diese  Transformationen  wffrden  jedoch  in  dem  Falle  ;«==—  1  nicht  an- 
wendbar sein,  aber  dann  ist  unmittelbar 

r  dx      Pd(ix)_   1  

J    x(Lr)«-J    (fx)n  7-<»-l)(te)-r+C- 

Was  nun  das  Integral  (10)  anbelangt,  so  ist  dasselbe  nicht  weiter 
reduzirbar  und  gehört  mit  dem  in  Nro.  (*.))  des  vorigen  Paragraphen  in 
eine  Categorie;  denn  setzt  man  in  (10)  lz  =  u  oder  z~eu,  so  wird 

du 

und  diess  ist  das  Nämliche,  wie  Nro.  (9)  in  §.  15.  für  *=1,*=* 
Substituirt  man  die  Werthe  /c=lsx=u=h  in  die  dort  gefundene  Reibe, 
so  bekommt  man  noch 

h 

= i  nm + i  i ■+ 1    + i  & + - + c 

Da  dieses  Integral  häufig  vorkommt,  so  hat  man  ihm  einen  be- 
sonderen Namen  gegeben,  sobald  die  Constante  C  so  bestimmt  ist, 
dass  das  Integral  för  z=0  verschwindet.   Das  bestimmte  Integral 

'dz.  i 

nennt  man  in  diesem  Falle  den  In tegrallo garithmus  von  z  und 
bezeichnet  es  mit  li(z).    Dabei  wäre 


-[liWH«?+«#  +  ...] 


I  V 
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Hierbei  stellt  sich  aber  die  zweite  Reibe  aut  der  rechten  Seite  unter 
die  unbestimmte  Form  x  —od  -fx>  — qo  etc.,  d.  h.  mit  anderen  Worten, 
wenn  mau  mit  tp(z)  die  Summe  der  Reihe 


bezeichnet,  so  lässt  sich  aus  dieser  Relation  unmittelbar  die  Gränze 
nicht-  ableiten,  gegen  welche  <p(^)  conergirt,  sobald  m  ins  Unendliche 

wächst.  Man  kann  aber  zu  diesem  Gränzwerthe,  welcher  K  heissen 
möge,  leicht  auf  andere  Weise  gelangen,  indem  man  diejenigen  Werthc 

/dz 
^mit  einander  vergleicht,  welche  durch  direkte  und  durch  in- 

direkte  Integration  zum  Vorschein  kommen.  Einerseits  -ist  nämlich  dem 
Begriffe  des  bestimmten  Integrales  gemäss 

Pzdz 

•  ■  *(*)= J  Jz 

wenn  man  n  iitis  Unendliche  wachsen  lasst,  andererseits  nach  Nro»(l*2) 
folglich  durch  Vergleichnng  beider  Werthc  von  li(z) 

-  K=Um  Vü  I  E=5  +  W=--£T  +  -  +  /(»-^)-„  |  ] 

/Uni  nun  K  näherungsweis  zu  berechnen,  braucht  man  nur  für  i  cineji 
Meinen  Bruch  und  für  n  eine  einigermassen  grosse  Zajil  zu  setzen. 
AÄF  diese  Weise  ßndet  man 

-K=0, 5772156901... 

und  wenn  man  diesen  numerischen  Werth  in  die  Gleichung  (13)  ein- 
ftgjbrt,  so  dient  dieselbe  wegen  der  beständigen  Convergenz  der  Reihe 
rechts  zur  Berechnung  von  /t(s)  für  jedes  beliebige  :. 
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Cap.  V.    Die  Integration  der  Differenzialc ,  welche  gonio- 
metrische  und  cyklometrische  Funktionen  enthalten. 

§  17. 

Keduktionsfortneln  für  die  einfachsten  Fälle.  • 

Im  allgemeinen  ist  es  sehr  leicht,  jedes  Integral,  dessen  Diffe- 
renzial  nur  aus  goniometrischen  Funktionen  zusammengesetzt  ist,  auf 
eine  algebraische  Form  zu  bringen,  und  in  der  That  bedarf  es  hierzu 
in  dem  Integrale 

•       '  Jf(8inX,C08X)dx 

nur  der  einfachen  Substitution  sin  x  =  z,  woraus  cos  *=VT=?,  femer 

dz 

coaj<to=rfzoilerrfj=  — —  folgt;  diess  giebt  dann 

f  /-(sin * ,co*x)d*=ffX?,  VTZT?)  (l) 

und  somit  wäre  die  ganze  Aufgabe  auf  eine  früher  bereits  behandelte 
zurückgeführt.  Um  aber  nicht  in  jedem  einzelnen  vorkommenden  Falle 
diese  Substitution  nebst  den  sich  daran  knüpfenden  Reduktionen  vor- 
nehmen zu  müssen,  ist  es  bequemer  die  hauptsächlichsten  Formeln 
der. Art  ein  für  allemal  zu  betrachten  und  die  Reduktionen  selbst  in 
solcher  Gestalt  zu  geben,  dass  die  goniometrischen  Funktionen  dabei 
nicht  herausfallen.  Der  einfachste  Fall  für  f(8mx,c08x)  ist  nun  der- 
jenige, in  welchem  sinf»#cos*.r  dafür  genommen  wird,  wobei  p  und  q 
ganz  beliebige  Grössen  sein  mögen.  Die  Reduktionsformel  (f)  giebt 
dann  für  sin:r=z 

J sinP^rcos  ixdx= j* s*)J(f-i)<fe      (2)  f  • 

und  wenn  wir  statt  des  Integrales  rechts  das  folgende  betrachten 

lfz™-i(\-z*)Uq-i)dz.  (3) 

so  erhellt  sogleich,  das«  hier  die  sechs  Reduktionsfonnel»  des  %.  1% 
fiir  a==  l ,  b  =  —  l ,  n =2  ,p  —  ^  (q—i)x  =  z  in  Anwendung  gebracht  weisen 
können.   Diess  giebt  sogleich  folgende  sechs  Relationen  : 
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Setzt  man  in  diesen  Formeln  gleichzeitig  m=p  +  lund  x=sin;r, 
so  ergeben  sich  die  folgenden  sechs  Reduktionsformeln : 

f  sinP^cos'arrf^r  j  (4) 

_  siur^^cos^^r     £-1  r&xMco^xdx 

•  /*  sinPxcosfarc&r 

sioP-'xcos  .+  >£     £^1  /'rf.rteo,,  +  V*r 

9  +  1*/ 


=  ?+~ 

*  j*  sinPxcos'-rcfcr 

_  sin^^cos9+^      P  +  /Vini»+3.rcos*rcfcr 

/*  ginP.rcosfcr<£a: 

sinP-^cosP+Vr     p^j  f  6inr-2XcoSixdx 
P  +  q  TP  +  «7t/ 

/* sinP#  cos  9a-t£r 

sin  p  Marcos?-**     y-1  fämnat^adx 

P  +  q       ^p  +  qJ 


(9) 


sinP  +  ^cosH1*  /*sl„pa,Cos9+*a:Ar) 

f  +  1  +     q  +  l    J  41  ' 


(6) 


(7) 


(8) 


•  1 
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Den  Gebrauch  dieser  Formeln  w  erden  die  folgenden  Betrachtungen 
erläutern.  Sei  zunächst  q=0  und  p  eine  positive  oder  negative  ganze 
Zahl  =  dbm,  s°  hat  man  im  ersten  Falle  nach  Nro.  (7) 

/sin  m — ^a;cosa;     tu  —  l  § 
s'mmx(lx  —  —  +    m     I  s'mm-2xdx 

und  damit  ist  das  Integral  auf  ein  anderes  derselben  Form  zurückge- 
führt, worin  der  Exponent  von  sin  x  um  zwei  niedriger  ist.  'Wendet 
man  diese  Formel  mehrmals  hintereinander  an ,  so  bringt  man  das  frag- 
liche Integral  entweder  SL\i(fdx=x,  wenn  m  gerade,  oder  auf/sin xdx 
—  —  cosar  zurück,  wenn  m  ungerade  ist.   Man  hat  daher 

a)  für  gerade  m 

(10) 
j*  B\nmxdx 

,  (m-l)(w-3)...3  .     -|  .  (w— l)(m-3)...3.1     ,  „, 
ft)  für  ungerade  m 


/ 


dl) 

sin  mxdx 


Cosa-  r  .              wi  — 1  .  (/tt— I)(;/i— 3)  . 

=  1  sin^-^-f   t>  sin  "»-»ar  -f  >- — 0w      <r  sin  w~6a;-f ... 

(w-l)(m-3)  ...4.2*1 
+  (m-2X7rt-4).:.3.lJ  +  c' 

Wäre  dagegen  m  eine  negative  ganze  Zahl  p  = — m,  so  erhält 
man  aus  der  Formel  (6) 

/fix   cos  x   m-2   /*  (/a; 

sin /Ka;  ~"      (m— lj sin ™— *a;  ■  m—lj  sin 2a; 


und  für  gerade  in  kann  man  hier  die  Integration  durch  successive  An 
Wendung  dieser  Formel  vollständig  ausführen,  bei  ungeradem  m  da- 
gegen kommt  man  zuletzt  auf  das  Integral 

dx  * 


J  sil 


sina;  • 

dessen  Werth  sich  leicht  durch  die  Substitution  cos  x  =si  findet. 
geht  nämlich  in  diesem  Falle  das  Integral  in 
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über,  woran«  rückwärts  für  z=cosx 

f  -£L=t/(t»ni*)»+C  (12) 

J  sina: 

folgt.   Nach  diesen  Bemerkungen  findet  man  ohne  Schwierigkeit : 
«)  für  gerade  m 

j*  cosec"»x<la: 
cosec1»-^  -f  ^_-^cosec  **~*x  +  ••■         \  (13), 


b)  für  ungerade  m 


(14) 

cosec"»#rAr 


/ 

=  -^lLC0SeC ""la?  +  S=3cosec      ar  +  -  +  (7W-^)...4.2C08ec  *A 

(m-2)(m-4)...3.1,  c  < 

+  (m-l)(w-3)...4.2«ltan  S'r+C 

Ebenso  leicht  gelangt  man  zu  Formeln  fiir/cos^rtfx,  indem  man  in 
den  sechs  Hauptformeln  p  —  0  und  für  q  eine  positive  oder  negative 
ganze  Zahl  ±n  substituirt.  Man  hat  dann  im  ersten  Falle  nach  Nro.  (8) 

und  hieraus  findet  man  leicht  ^as  nachstehende  Formelpaar. 

■ 

«)  für  gerade  n 

sin*  r_  w         »— 1        •  («— l)(n— 3). ..5. 3  (ir>) 

=  ~  l  +1P2C0S     ^+*M  +  (S-.2)(fi-4)...4T2c^*rJV  1  ' 

p  0»-l)(»-*3)...3.1 

'    +  w(»-^...4.2 
*  •       •  • 

6)  für  ungerade  M 
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cosnxdx 


sinarf  ,  7t— 1  .  3) 

(n-l)(»-3)...4.2-l 

Im  zweiten  Falle  w  giebt  die  Anwendung  der  Formel  (9) 

/_dx   sina?     _      7i—2  p 


dx 


cos' 


und  hier  lässt  sich  für  ein  gerades  7i  das  Integral  vollständig  entwickeln, 
für  ein  ungerades  n  dagegen  stiisst  man  zuletzt  auf 


cosj;        J  sin  (i  7t  —  x) 


und  wenn  man  hier  die  Formel  (12)  benutzt,  indem  man  sich  \n-x 
an  die  Stelle  von  x  gesetzt  denkt,  so  folgt 

dx 


/dx 
cos  x 


i  l  tan  *( ;  7t  -  \  x)  =  1  /  tan  2G  n  +  U)  +  C  (17) 
und  nach  diesen  Bemerkungen  findet  man  leicht : 
a)  für  ein  gerades  n 

j*  secnxdx 
-2  ,  (w— 2)...4.2 


sinarf"         .      n — "I      m  %    (       ,  (n — 2)  ...4.2  i     ~  /lfl. 

6)  fiir  ein  ungerades  n 

secnxdx 

eSna?  r     n  ,    ,  n— 2         .    (      .  (w—  2) ...5.3        ~1  f  ,im 
=        L8eC     ^  ^=3  sec"~  ^  +    +    -3) . 4 . 2  sec ^ J 

,  (7i— 2)(t?-4)...3.1 ,  .     n/l       ,  •  1 
+  ^-4-3)...4.2^ta"^^^)+C- 

Nimmt  man  ferner  in  der  Formel  (5)  p=/w, iy=— wi,  wo  m 
wieder  eine  ganze  positive  Zahl  "bedeutet,  so  wjr4 

J  tznmxdx=z  ta^_1—  — j* tan  m~*xdx. 
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Bei  einem  geradem  m  fuhrt  dies  Formel  zuletzt  auf  fdxz=:x ,  bei  un- 
geradem auf  /tanar€/,r  = —  a/cos2.r  (nach  Nro.  14  der  Grundformeln) 
und  hieraus  folgt : 

a)  für  gerade  wi 

(20) 

m 

/.       tan"«— lx      tan»»—  *x      tan m— 5.r            (— l)2tan.r 
tan  mxdx  =  3  ^  1  s  ... — •  1  
wi— 1          tu — 3         wi— 5  1 

+  (-l)^+C; 

b)  für  ungerade  m 

w  4- 1 

/ tan  ™-1jc     tan^-'x            (—1)   2  tan2.r 
tan  mxdx=z  s  =r-  -f ...  -f   . 
m— 1           «i—3                       2  }  (21) 

+  (—1)  *  ;/cos2:r  +  C. 
Um  auch  noch  eine  Cotangentenformel  zu  erhalten,  setzen  wir  in 
Formel  (4)  y  =  einer  ganzen  positiven  Zahl  w  und  p  =  —  w;  es  ergiebt 
sich  dann 

/cot"-1^       P  _  i 

cotnxax  =   |  /  cot * rrfa; 

und  mittelst  dieser  Formel  bringt  man  das  Integral  links  auf  eines  von 
den  Integralen 

J* dx=x  »oder J* cot.rffo:=J/sin2.r 
je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist.   Diess  giebt  dann 
«)  für  ein  gerades  w  ■< 

/cot*-1^  .  cot«-\r         .  (— l)*eota:  / 
cotnxdx  =  1  1  s— — ...-f  -x  r  ... 
w— 1          R — 3                   1         ;  (22) 


(_1)1X  +  C; 


b)  für  ungerade  n 


/.          cot»-1*  .  cot*-»*             (-1)   2  cot3* 
cot 9cr<(>c*=  =  1-  -s  ...  +  — -,,  
w— 1          w    3  ^                    2  \  (23) 

n-i  l<> 

+  (-.1)  2   > /sin  «r+C. 
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Dass  es  nun  mit  Hülfe  der  bisher  aufgestellten  Formeln  immer 
moglieh  ist,  das  Integral 

f  swPxcosVxdx 

vollständig  zu  entwickeln,  wenn  p  und  q  ganze  Zahlen  sind,  gleichviel 
ob  positiv  oder  negativ,  lässt  sich  auf  folgende  Weise  zeigen, 

1.  Sind  [>  und  q  beide  positiv,  so  bringe  man  die  Formel  (7) 
wiederholt  in  Anwendung  und  vermindere  auf  diese  Weise  p  der  Reihe 
nach  um  2,  4,  6  etc.  So  reduzirt  sich  das  Integral  auf  eines  von  den 
beiden : 

J*  cosixdücj*  sinarcos^da:  (24) 

je  nachdem  p  gerade  oder  ungerade  ist.  Der  Werth  des  ersten  der 
vorstehenden  Integrale  kann  nach  Formel  (16)  gefunden  werden,  und 
der  des  zweiten  ist 

-  f  cos*rrf(cös»r)  =  -  cos'+ lj7  +  C.  (25) 
J  p  q  +  l 

%  Für  ein  positives  p  und  negatives  q  verfahrt  man  anfangs 
ebenäd  wie  vorhin  und  wendet  dann  die%  Formel  (19)  an,  das  zweite  In- 
tegral in  (25)  würde  ebenfalls  durch  die  Formel  (25)  gegeben  sein  und 
nur  in  dem  Falle  q  =  —  l  tritt  eine  Aenderung  ein,  in  so  fern  man  hier 
die  Formel  (17)  in  Anwendung  bringen  muss. 

3.  Für  ein  negatives  p  und  positives  q  benutzt  man  die  Formel 
(8)  zu  einer  successiven  Verminderung  des  q;  man  kommt  dadurch  auf 
eines  der  Integrale 

f  sXnVxdWy  f smvxaosxdx  (26) 
von  denen  das  erste  nach  Nro.  (13)  entwickelt  wird  und  das  zweite 

= f  smVxd{Smx)  =  ^~  \C  (27) 

ist.  Nur  für  p  =  —  1  würde  diess  nicht  gelten  und  dann  muss  man 
die  Formel 

f  coixdx=\U\n*x  +  C  jp) 
in  Anwendung  bringen. 

4.  Sind  endlich  p,  und  q  beide  negativ,  so  vermehre  man  q 
cessive  mit  Hülfe  der  Formel  ($)  und  reduzire  so  das  Integral  auf 
von  *en  beiden 
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/sin  Vxdx,  /  SI"  X  dx. 
J  C08X 


f: 


Auf  das  erste  ist  die  Formel  (14)  anwendbar,  das  zweite  findet  man 
dadurch,  dass  man  mittelst  der  Formel  (6)  das  negative  p  vermehrt. 
Es  reduzirt  sich  dann  das  Integral  entweder  auf 

c-oä=i/ta,,^7P+*^  +  C 
oder 

f     <**     =  C'^$  =S/tan»x+C.  (30) 
J    sinarcosx    J  sin2a:      *  1  v  7 

Da  hinsichtlich  der  Zahlen  p  und  7  keine  anderen  als  die  hier 
aufgezahlten  vier  Fälle  vorkommen  können,  so  rechtfertigt  sich  damit 
die  vorhin  ausgesprochene  Behauptung. 


§ 18-  .  • 

Integration  von  dx  :  (a  +  bcosx)  und  ähnlichen  Ausdrücken. 

Die  am  Eingange  des  vorigen  Paragraphen  erwähnte  Methode  zur 
Reduktion  goniometrischer  Integrale  auf  solche,  deren  Differenzial  nur 
algebraische  Bestandteile  enthält,  ist  gleichförmig  auf  das  häufig  vor- 
kommende Integral 

f  &—  •  -  (i) 

J  a-\-bcosx  '.  f 

anwendbar.   Für  cosar=z  erhält  man  nämlich  zunächst 

/ dx       _  _  p  dz  
a  +  bcosx        J  (a  +  bz)  V  F^z* 

und  da  hier  das  auf  z  bezogene  Integral  nicht  unter  den  bisher  be- 
handelten vorkommt,  so  muss  man  es  rational  machen,  was  durch  die 
Substitution 

leicht  geschehen  kann.    Es  wird  nämlich  dabei 


Ari  -5        2m       .  iudu 

^     Tf«7'  "(Tf«8)1 

und  mittelst  dieser  Werthe 
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/tlx  r        th         _  2  n         du   . 

hier  wurde  man  Gelegenheit  zur  Anwendung  bekannter  Formeln  finden 
Um  hierauf  von  dem  nach  u  genommenen  Integrale  auf  das  nach  a 
genommene  zurückzugelangen,  bedarf  es  blos  der  Bemerkung,  dass 
aus  Nro.  (2)  folgt  : 

U  =  =  = ta» 

f   1  -f  2      "   1  +  cos;? 

Man  kann  aber  auch  dadurch  zu  dem  Integrale  in  (1)  gelangen,  dass 

man  erst  die  beiden  Integrale 

betrachtet,  woraus  der  Werth  des  obigen  leicht  abzuleiten  ist 

Das  erste  der  hier  aufgeführten  Integrale  lässt  sich  leicht  ent- 
wickeln, indem  man  bemerkt,  dass  es 


/_dz 
cos" 


tan*z    J  et1— 


tltanz 


-0atan2z 
also 

J  «*coä*z--ß  sin2*  ~  4«ßl\a—ßta\izJ  +  ^ 
ist,  und  ebenso  findet  man  das  zweite 


d.  i. 


/dz 
cos  Z       _  /*  (/tan; 
a*  +  |3Man*z    </  «*+/3*tan*z 


/— ;  *  :  a  =  ~o  Arctan  (~  tan  z  ^  +  6*. 

crlcosiz-f-pisin5,z     aß  \a  J 

Vermöge  der  bekannten  goniometrischen  Formeln 


l  +  cos2z     .  _  l-cos2z 
cos  2z—  ^         »  8,n  1  —  2  


ergiebt  sich  hii 

P  2ffc  _  J_        + fftanzV 

</  «*— /Sz+(ai  +  /3^)cos2z  —  4«iS'Va— /Stanz/  +  V 
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ira 


n   n  


dagegen  im  zweiten  Integrale 

«*  + |3'  =  a,a*  —  jS*=& 


und  in  beiden  Formeln  2z=*oder%  =  ir,  so  ergeben  sich  auf  der 
Stelle  die  beiden  Integralformeln 

/dx  1  fpV6^a  +  VT^tagjg-j»  t  r  (4) 
a+6cosar""oy  l_V&  +  a-  V6-atan  iorJ 

wobei  a<6  sein  muss,  und  dagegen  für  a>6  : 

/„-+^b  =  y^fep  Arctan  (VHi tan  i  *) + c  (3) 

Wäre  endlich  a=6,  so  würde  man  diese  Formeln  nicht  unmittelbar 
anwenden  können,  dagegen  ist  ganz  einfach  in  diesem  Falle  a  +  6 cos x 
—  a  (1  +  cos  x) = 2  a  cos  *  \pt  und  folglich 

/— ^  =        sec*ior^(U)  =  7tauiar+ C. 

Nicht  weniger  leicht  sind  die  Integrale 

fl+6cos^Un  J  a  +  6cos.r 

TM  entwickeln.   Bemerkt  man,  dass 

sin  .r  dx        —  dco&x  1  d  (a  -f-  ff  cos  x) 

a  +  (>co»x  ~  tt-f  bcosx  ~~  "     6  a+ocosa: 

ist,  so  ergiebt  sich  auf  der  Stelle 

Das  zweite  der  vorhin  aufgestellten  Integrale  lässt  sich  unter  die 

Form 

1    •  o* 


yti- 


6     6  (a  -f  6  cos  x). 
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bringen  und  hieraus  erkennt  man  sogleich  die  Richtigkeit  der  Gieichuog 

/co&xdx        x      a  p  dx 
a  +  öcotsx  ~~  1)  ~~  T)J  a  +  b  cosx  W 

welche  das  gesuchte  Integral  auf  das  in  Nro.  (4)  und  (5)  behandelte 
reduzirt. 


Um  das  allgemeinere  Integral 

a!  -f  b'  cosx  . 

(«  +  6cos^ dX  (8> 

zu  reduziren,  bedienen  wir  uns  des  Kunstgriffs,  dasselbe  « 

 A  sin  x  p  B-\-Cco&x 

~~  (a  +  b  cos  x)n~*  \7  (a  +  b  cos  x)«-i  W 

zu  setzen,  worin  A,B,C  drei  unbekannte  von  a,  6,  a'  und  6'  abhän- 
gige Constanten  bezeichnen.  Ob  diese  hypothetisch  aufgestellte  Glei 
chung  bestehen  kann  oder  nicht,  wird  sich  von  selbst  dadurch  ent- 
scheiden, dass  zur  Bestimmung  von  A,  B,C  im  ersten  Falle  Gleichungen 
mit  möglichen,  im  zweiten,  Gleichungen  mit  unmöglichen  Wurzeln  her- 
auskommen. Durch  Differenziation  der  Gleichung  (8)  =  (9)  erhält  man 
nun  nach  Wegschaffung  von  dx  und  (a-\-bcosx)nt 

a!  -\-b'  cobx  =  A  cosx(a  +  bcosx)-\-(n—l)  Ab  sin*  x 
-f  (B  +  C  cos  x)  (a  +  b  cos  x) 

und  wenn  man  Alles  nach  Potenzen  von  cos  x  ordnet,  wobei  man 
1  — cos2ar  für  sin2:r  schreibt, 

a'  +6'  eosx=(ft— 1)  Ab  +  Ba  +  {Aa  +  Bb  +  Ca)  coax 
+  [Ab  -(n  —  l)Ab  +  Cb]  cos  *x. 

Soll  diese  Gleichung  fär  alle  x  bestehen  und  eine  reine  Identität  dar- 
stellen, so  müssen  die  Coeflizienten  gleicher  Potenzen  von  cos  x  beider- 
seits einander  gleich  sein;  aus  den  drei  so  entstehenden  Gleichungen 

(n-l)Ab  +  Ba=a',Aa  +  Bb  +  Cam=b' 
-(n-2M+C=0 

erhält  man  jetzt : 

A       1      at'-a'b    _    aa'-  bb' 

c=n  —  (2  ab' -ab 
~  n  —  1  '  a%  —  6* 
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und  diese  Bestimmung  bleibt  immer  ausfuhrbar,  sobald  b  von  a  ver- 
schieden ist,  was  wir  ohnehin  voraussetzen  müssen,  wenn  das  Inte- 
gral in  (8)  nicht  einer  früher  betrachteten  Categorie  anheim  fallen  soll. 
Vermöge  der  Werthe  von  A,B,C  ergiebt  sich  nun  durch  Vergleichung 
von  (8)  und  (9) 

\a'  -\-b'  cosx)dx        1     ab'  —  n'b   sin.r 


(10) 


(«  -f  b  cosx)n      '  n — -1  oa— b2    («  -f-  bcasx)n~l 

1     1    ften l)  feg.  -  ft//> + <w— 2>  w  ~  a'b) cos  x  1 

Für  ein  ganzes  positives  w  kommt  man  durch  mehrmalige  An- 
wendung dieser  Formel  zuletzt  auf  ein  Integral  der  Gestalt : 

'a  +  ßcosx 


/»«  + 
J  «  + 


ftcosar 


J   l_  b     b(a  +  bcosx)_3  b  b    J  a-\-bcosx 

und  ist  demnach  im  Stande,  das  Integral  in  (8)  vollständig  zu  ent- 
wickeln. 

Betrachten  wir  noch  das  namentlich  in  den  Anwendungen  des 
höheren  Calcüls  vorkommende  Integral 

j* (rt  +  Acosa:).«  dx 

so  ist  unmittelbar  klar,  dass  sich  dasselbe  für  ein  ganzes  fi  immer  in 
endlicher  Form  darstellen  lässt.  Denn  für  ein  positives  p.  würde  man 
dem  Binomialtheorerae  zufolge 

(a  -f  b  cos  x)t*  =  f*o  au  f  (it  au~ 1  b  cos  x  +  ^  au~2b2  cos  2x  +  ... 

setzen  und  nun  jedes  einzelne  Glied  integriren,  für  ein  negatives  fi 
dagegen  könnte  man  sich  der  Reduktionsformel  (10),  a,  =  1,6,  =  0 
nehmend,  bedienen.  Ist  dagegen  u  keine  ganze  Zahl  und  zugleich 
n>6,  so  muss  man  sich  mit  der  Verwandelung  des  Integrales  in  eine 

unendliche  Reihe  begnügen.  Setzt  man  zur  Abkürzung  ~  =  k,  wo 
nun  k  ein  ächter  Bruch  ist,  so  hat  man 

J  (a\b  cos  xY  dx  —  aP  J* (1  +  k  cos  x)f*dx 

und  da  nun  auch  Acosa:<l  bleibt,  so  giebt  das  allgemeine 
theorem 

6 
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f*  (1  f  kcoBx)t*dx 
=/  [f*o  +  IH  k  cos  x  +  (i2  k2cos  2.r  +  p3  *>  cos  8.r  +  .  J 

Hier  würde  nun  aber  die  Integration  der  einzelnen  Glieder  eine 
sehr  weitläufige  Operation  werden,  weil  jedes  einzelne  derartige  IntegTal 
desto  mehr  Bestandteile  hat,  je  höher  der  Exponent  von  cosa;  ist. 
Wir  transforrairen  daher  die  unter  dem  Integralzeichen  stehende  Reihe 
in  eine  andere,  welche  nach  den  Cosinus  von  x,  %2x,3x,  etc.  fortschreitet. 
Diess  geschieht,  indem  man  auf  jedes  einzelne  Glied  der  Reihe  den 
lür  ein  positives  m  geltenden  Satz 

cos  m  x  =  2^  p w0  cos  mx  \  wij  cos  (m — 2)  x  -f  7w2  cos  (m — 4)  x  + ... 

...  +  nim- 1  cos  (m  -  2/w— 2)x  +  w?mcos(m— 2m)xJ 

anwendet,  von  dessen  Richtigkeit  man  sich  sogleich  dadurch  über- 
zeugen kann,  dass  man  die  Cosinus  rechts  in  imaginäre  Exponenzial- 
grossen  auflöst.    Das  Resultat  nimmt  dann  die  Form 

Mo  +  f*i  kcosx  -f  fi^^cos  2#  +  f*3  £3cos  3x  -f-  > 

=^0  +  ^,  cosx  +^2cos2^  +  ^3cos3ar+ ... 

an  und  dabei  ist 

A0=l  +  %  f^(|)2+ J2N(|y+63^  (|) +...  (13) 

^i  =  Vi(f)  +  3^8  (i)3+^^(|)5+73,*rg)r  +  ...  (14) 

Ebenso  leicht  kann  man  auch  die  Werthe  der  übrigen  Coeftizienten  hin- 
schreiben, gelangt  aber  zu  bequemeren  Formeln  für  dieselben,  wenn 
man  sie  rekurrirend  bestimmt.  Dicss  geschieht  dadurch,  dass  man 
von  der  Gleichung 

(1  +  k  cos  x)«— A0  +  At  cos  x  +  A2  cos  2x  f  ... 

die  Logarithmen  nimmt  und  sie  dann  differenzirt ;  diess  giebt 

g&*jg£  Av  +  2A2  sin  2x  +  ZA*  sin  Zx  + ...  

1  +  k  cos  x     A0  +  Ax  cos  x  f  At  cos  Ix  +  Az  cos  3  or  f  . . . 
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Schafft  man  die  Nenner  weg  und  zerlegt  die  entstehenden  Produkte 
aus  Sinus  und  Cosinus  nach  den  Formeln 

cos pxs'in  x = 4  sin  (p  -f- 1)  x — \  sin  (p  —  1)  x 
smpxco&x^zlBinip +  l)x  +  \s'm(p  -  l)x 

so  erhält  man  eine  Gleichung  zwischen  zwei  nach  den  Sinus  von 
x ,2x ,3x , etc.  fortgehenden  Reihen,  und  wenn  man  in  dieser  die  Coef- 
fizienten  derselben  Sinus  identilizirt,  so  entsteht  die  folgende  Reihe 
von  Gleichungen 

2p&4>—24|  -01  +  2)^=0 
0*  - 1)  k  Ax  —  4  A2  -  (fi  +  3)X :AZ  =  0 


überhaupt  für  «>0, 

(p-n)kAn— (2/i  +  2)  An+X  -(fA  +  »4  2)/^„|.i^0 

- 

und  hieraus  findet  man  successiv 

.  1pkA0-%Ax 

_  (ii-i)kAx-AA2 
Ö*  +  3)A 


(^-w)A^n-(2>t-h2)AM 
=  (f*  +  »  +  2)*  ,W<° 

und  da  Aq  und  Ak  durch  die  Formeln  (13)  und  (14)  bekannt  sind,  so 
lassen  sich  jetzt  sämmtliche  Coeflizienten  berechnen. 

Durch  Substitution  der  Gleichung  (12)  in  (11)  und  Integration 
der  einzelnen  Glieder  wird  nun  für  *<1, 

f (1  +  £  cos  xytlx  (15) 

=  ^+}^  sin*  + 14  sin  2*+  \  A3  sin  3*  +  ...  +  C, 

und  hiernach  ist  die  numerische  Berechnung  stets  möglich. 

6* 
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§  19. 

Integration  von  x**  sin  xdx  und  x**  cos  xdx. 
Wendet  man  die  allgemeine  Reduktionsformcl 
£  <p(x)y(x)dx  =  q)(x)J'  -ty(x)dx—j*  g>'(x)dx  J*  ty{x)dx  (1) 

auf  die  in  der  Ueberschrift  aufgeführten  Integrale  an,  so  erhält  man 
zuerst  fiir  q>{x)  —  x^  ,y(x)=8inx 

J  ar^sin  xdx  —  — xtl  cos  x  +  (i  j* xf*~ 1  cos  xdx 
ferner,  indem  man  die  Formel  wieder  fiir  das  zweite  Integral  rechts  benutzt, 
f  xu-*cosxdx=:xf*-18\nx—(ii  —  l)  f  x^s'mxtlx 


U.  8.  W. 


Fahrt  man  so  mit  der  Verringerung  von  (i  fort,  so  reduzirt  sich ,  wenn 
Ii  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  das  Integral  zuletzt  auf  eines  der  beiden 
/ sin  xdx  =  —cosx  oder  / cos  xdx  —  sin  x.  Bezeichnen  wir  überhaupt 
zur  Abkürzung  wie  folgt 

m  (m — 1)  (m — 2) ...  (m  -  r-  1)  =  Mr  CD 
so  ist  für  ein  ganzes  positives  m 

f  xm  sin  xdx  =  -  cos x  [  xm  —  M2 xm~*  +  üf4  xm~*— M6  xm~(>+ ...  ]  (3) 

+  smx[Mlxm-x  —  M3xm-*+  M5xm-*—...] 


worin  beide  Reihen  so  weit  fortgesetzt  werden,  bis  sie  von  selbst  ab- 
brechen. 

Auf  ganz  gleiche  Weise  kann  man  das  zweite  der  in  der  Ueber- 
schrift genannten  Integrale  entwickeln  und  zwar  erhält  man  für  ©io 
ganzes  positives  m 

J* cos  mxdx  =  sin  x  [xm  —  M%  xn  ~2  +  M4  x™-*  -  M6  xm~6  +...] 

+  cosx[Mlxm-1-  Mt xm-*  +  M&xm-b-A 
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Wäre  dagegen  fi  eine  negative  ganze  Zahl  =— -n,  so  wurde  man  mit 
der  so  eben  entwickelten  Reduktion  nicht  zum  Ziele  kommen;  man 
muss  in  diesem  Falle  in  Nro.  (1)  q>(x)-=zsiiix,i\)(x)'=zxti=x-Jn  setzen 
und  erhält  dann 

/einx  smx  1  Pcoax 

— ^=-(„_,)xB-,  isri^ 

Pcosx  cosar  1     psm  x  _ 

J  xn~l         ~  (n— 2)ar"-2 ~~  n-2j  xn~* 


u.  s.  w.» 


und  indem  man  so  mit  der  Verringerung  von  n  fortfährt,  reduzirt  man 
das  gesuchte  Integral  auf  eines  der  beiden 


—  dxnUj  —  dx 


die  sich  nicht  anders  als  durch  unendliche  Reihen  darstellen  lassen. 
Dasselbe  gilt  von  dem  Integrale 

'cosar 


dx 


auf  welches  genau  dieselbe  Reduktionsmethode  anwendbar  ist.  Man 
kann  übrigens  zu  den  hier  entwickelten  Formeln  auch  noch  auf  anderem 
Wege  gelangen,  dadurch  nämlich,  dass  man  in  den  beiden  Formeln 

J* T^^'dx 

.  r~xm     mxm~ 1   t  m(m-l)xm-2  (—  l)mm(m— 1)...2.1~| 

-^LT  JF~  +  äs  -  •  +  HF^m  J 


und 


/ 


xn 


[1  fr  Jcn~*  "I 

(n-l)*«-*  +  (»— l)(»-2):r— *  +  -  +  (n-l)(«-2)...2.1.:rj 

+  (»-l)(n— S)...-!.!,/    *  6 

h  imaginär  etwa  k^bSP^X  —  bi  setzt,  dabei  berücksichtigt,  dass 

e**'  =  cos  bx  + 1  sin  bx , 
i= i ,  i«=  —  1 ,  *»=— t  ,»4=+ 1 ,  i»= + (,  etc. 


■ 
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st  und  endlich  beiderseits  diejenigen  Partieen  vergleich!,  welche  von 
i  frei  sind  und  ebenso  die,  welche  es  als  gemeinschaftlichen  Faktor 
enthalten. 

Hinsichtlich  der  drei  Integrale 

stehe  hier  noch  folgende  Bemerkung.  Substituirt  man  für  e*,coso:, 
sinx  die  gleichgeltenden  Reihen,  so  ist 


/ 
/ 
/ 


+  »rna— +c  (6) 

alox  ,       ,  x      ,    .r3         .  arö 


<*If— *T  ~  1  Ol  +  *  1  .2.3.4. 5~     +  C  (7) 


Zerlegt  man  in  den  ersten  zwei  Integralen   die  willkührliche 
Constante  C  in  0,577215t)...  +  Cg  und  berücksichtigt  die  Gleichung 


/i(e*)=0,5772156...  + 

+  i  !  +  '1.2.3  +  - 


so  folgt 


/ 


£rf*=/i(e*)  +  Q  (9) 


~^dx=0, 5772156 ...  +  J  *(*»)  -*  g  +  |  ^  - ...  +  Q  (10) 


Fähren  wir  nun  eine  neue  Funktion  Ei(x)  ein,  deren  Definition  durch 
die  Gleichung 

Ei  (ar)=0,577215G...  + J  l(x*) 


+  T  1  +  *  1.2+  3  1.2.3 +  '  3 


gegeben  ist,  so  erhellt  auf  der  Stelle,  dass  für  alle  reellen  x  die 

Funktionen  Ei(x)  und  li(ex)  zusammenfallen,  weil  dann  immer  \l(x*) 

=zltl(x*)  ist.  Für  imaginäre  x  dagegen  ist  \  l(x*)  reell  und  \l(x*) 
imaginär,  mithin  sind  auf  d|eser  Seite  und  H^  verschieden. 
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Bezeichnen  wir  nun  weiter  wie  folgt*) 

■     Ci(;r)  =  0,5772156 +]/(**)  } 

2  1.2  T  4  1.2.3.4     ü  1.2..0  +  * 

S/(.r)  =  !ps  tB  +  i  L2.?4.5  ~  -  ^ 
so  folgt  augenblicklich 

J^tfV^l)  =  Ci(*H  Si(x)  (14) 

und  zugleich  haben  wir  aus  (9)  und  (10)  die  Gleichungen 


f~dx-^Ei{x)  +  C  (15) 
/^dr  =  CtV)+C  (16) 

J**2f.dx  =  Si(x)+C  (17) 

wobei  wieder  C  für  C\  geschrieben  worden  ist. 

Wenn  fi  weder  eine  positive  noch  negative  ganze  Zahl  ist,  so 
bleibt  zur  Entwickelung  der  Integrale 

Jx^smxdx  und  J* zf*  cos  xdx 

kein  anderes  Mittel  als  ihre  Verwandlung  in  unendliche  Reihen  übrig, 
indem  man  für  sinx  und  cosa:  die  gleichgeltenden  nach  Potenzen  von 
x  fortschreitenden  Reihen  setzt.   Es  ergiebt  sich  so 

und  da  diese  Reihen  jederzeit  convergiren,  so  bieten  sie  ein  sicheres 
Mittel  zur  numerischen  Berechnung  der  fraglichen  Integrale  dar. 


•)  In  Worten  könnte  man  etwa  die  drei  Funktionen  FJ{x)  ,CV  (x)  ,  St  (x) 
mit  Integralexponenttelle,  Integralcosinus  und  In  tegral  sinu  s 
bezeichnen. 
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§  20. 

Integration  einiger  Ausdrücke,  welche  Exponenzial-  und  gonto- 
metrische  Funktiotten  zugleich  enthalten. 

Von  besonderem  Interesse  ist  noch  die  Entwicklung  der  beiden 
Integrale 

e**  cosnbxdx  wn&J* e^s'm^xdx  (1) 

woriu  a  und  b  beliebige  Constanten  bezeichnen,  n  dagegen  als  ganze 
positive  Zahl  vorausgesetzt  wird. 

Durch  theilweise  Integration  ergiebt  sich  nämlich  zuvörderst, 
das  erste  der  obigen  Integrale  kurz  mit  P  bezeichnet  wird 

P—cosnbx j* e^dx  —  j* dcoa"bx J  e**dx 

1         nb  P 

= cos  nbx  -  e°*  H  /  e°*  cos"-^  sin  bxdx 

a  aj 

und  wenn  wir  zur  Abkürzung  das  Integral  rechts  Px  nennen 

aP=e°*  cos  nbx +7ibPt  (3) 
Das  Integral  Px  giebt  bei  fernerer  theilweiser  Integration 

Px  =  cos  n-ibx  sin  bx  J*  eo'dx— j*d  [cos *-*bx  sin  bx]  J* 

=  -  ea*cosn-lbx8\nbx 

—  —  J*  e°*  [cosnbx  —  (n— 1)  cosn-26a:sin  2bx]  dx 

oder  wenn  man  1— cos%x  für  sin2kr  schreibt  und  die  einzelnen  Be- 
standteile der  rechten  Seite  integrirt 

aPx  =  e**  cos  »-  lbx  sin  bx 

—  nb     e"* cosnbxdx -r  (n— 1)6  J  e** cos n~2bxdx. 
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Substituiren  wir  diess  in  die  Gleichung  (3),  nachdem  dieselbe  mit 
a  niultiplizirt  worden  ist,  und  berücksichtigen  dabei  die  Gleichung 


j*  eax  cos  nbxdx=^P 

so  ergiebt  sich 

a*P=  ae**  cos  nbx-^nbcas  cos  "-Jarsin  h  x  . 

-m*&2 />+«(>*— 1)6« J*  e**co8n-Hx(Lr 

oder  wenn  man  P  als  unbekannt  ansieht 

/.    _       acos6#-f  w6sin6a:  \ 
e«'  cos»6a*fcr =  fla  +  w2p  e«*cos«->6a?  i 

Ist  nun  »  eine  gerade  Zahl,  so  bringt  man  durch  mehrmalige 
Anwendung  dieser  Ueduktionsformel  das  Integral  zuletzt  auf 


I 

a 


zurück;  für  ein  ungerades  n  dagegen  führt  die  Reduktionsformel  am 
Ende  auf  das  Integral 

j*  eaxcosbxdjr. 

Dieses  letztere  findet  sich  aber  selbst  wieder  aus  der  Formel  (4), 
denn  für  w=l  giebt  letztere 


/,    ,       aco&bx+b&mbx  . 
c«*cos  bxdx=  ßq^2  C 


(5) 


und  so  ist  dann  in  jedem  Falle  das  ursprünglich  aufgestellte  Integral 
P  entwickelbar. 

Ein  völlig  analoger  Calcül  führt  zu  einer  Reduktionsformel  für 
das  zweite  in  Nro.  (1)  verzeichnete  Integral,  welches  kurzweg  Q  heissen 
möge.   Man  hat  nämlich  zuvörderst 

Q=s\nnbx J*  e«*dx-~ f  ds\nnbx J*  eaxdx 

=  i  e**8ii\nbx  —  —  C e"*zmn-lbxcoiibxdx 
a  aj 

oder 
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0  0 = sin  nbx — nb  Qt  (6) 
wobei  Qx  zur  Abkürzung  dient    Ferner  ist 

Ql~Bmn~1bxcosbx J  etiler— J* d[s\nn-lbx  cos  bx]J*  e**dx 

=  —  e?*B\nn-lbx  cos  bx 
a 

+  ^  ^*  c"*  [sin  nbx  —         sin  n~%x  cos  26#]  c&r 

oder  wenn  1—  sin2tar  für  cos2kr  gesetzt  und  jedes  einzelne  Glied 
rechts  integrirt  wird 

aQt  =  e°*sin    lbx  cos  &r 

+         e***\ii*bxdx—{n~\)bj*  e*' sm»-2bxdx . 

Substituirt  man  diess  in  die  noch  mit  a  multiplizirte  Gleichung  (6)  und 
berücksichtigt,  dass 

j*  ea*s\n*bxdx=zQ 

war,  so  ergiebt  sich 

a2  Q=aeax  sin  nbx  —  nbe0*  sin  "-^.r  cos  bx 

—  n262  e+n  («— 1)  62 y  <**sin  "~2bxdx 
und  hieraus  findet  man  Q  oder 

.    ,      a»\nbx — nb  cos  bx 

eax  sin  nbxdx  —  a  .    ,,r.;  ■  e** si n  n~ lbx  , 

a*+nzb*  f  (7) 


,  «(«— l)6s  p  . 


Je  nachdem  nun  ?i  gerade  oder  ungerade  ist,  führt  man  mittelst 
dieser  Formel  das  Integral  Q  auf  eines  der  beiden  folgenden 

I* ?«*  dx  oder  f* eaxs\n  bxdx 

zurück,  von  welchen  das  erste  unmittelbar  bekannt  ist  und  das  zweite 
sich  aus  der  Formel  (7)  selbst  durch  die  Spezialisirung  n  =  l  ableiten 
lässt.    Man  bekommt  nämlich 

asinbx  —  bcosbx 

W+b2 

und  kann  demnach  Q  jederzeit  vollständig  entwickeln. 


,         -  II  Olli  I/O.    LfV'tll/i*/  /0v 

e«*  si n  bxdx =  a2  +  b2  
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Es  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  sich  die  Integrale  (5)  und 
(6)  auch  auf  einem  viel  kürzeren  Wege  entwickeln  lassen,  welcher  mit 
einiger  Verallgemeinerung  wieder  auf  die  Integrale  P  und  Q  anwend- 
bar ist.    Berücksichtigt  man  nämlich,  dass  die  Differenzialformel 

de**  =  ke**dx  oder  tl( -1*^ 


auch  für  imaginäre  *=a  +  äV^I=s«  +  bi  gültig  bleibt,  wovon  man 
sich  leicht  durch  Anwendung  der  Formel 

c**  =  e  iß  +  *«)* = eax  (cos  bx  + 1  sin  bx) 

überzeugen  kann,  so  folgt  sogleich  nach  dem  Begriffe  des  unbestimmten 
Integrales,  dass 


/ 


ist.    Nun  hat  man  aber 

e<«+»0*  .  ,  coskr-f-isinkr 
a  +  bi  —        a  +  bi 

{a—bi)  (cosbx  +  t sin  bx)  ax 

•  ■ 

und  folglich,  wenn  man  die  Multiplikation  ausführt, 

f  e"*  (cosbx +  in*nbx)dx 

a  cos  bx  -f-  b  sin  bx  +  i  (a  sin  bx—  b  COilÄ«) 
=  e**+t. 

Denkt  man  sich  noch  Ct  für  das  willkührliche  C  geschrieben, 

so  führt  die  Vergleichung  der  beiderseitigen  reellen  ihm!  imaginären 
Partieen  unmittelbar  auf  die  Gleichungen  (5)  und  (8).  Die  allgemeineren 
Integrale  (4)  und  (7)  lassen  sich  hieraus  wieder  dadurch  ableiten,  dass 
man  für  cosn&r  die  Reihe 

v0  cos  nbx  +  «!  cos  (n  —  2)  bx + wa  cos  (n—4)  bx  +  ... 

substituirt  und  die  Formel  (5)  auf  jedes  einzelne  Glied  anwendet  Man 
erhält  dann  in  kurzer  Bezeichnung 

a  cos  (w — 2r)bx  +  b  sin  (w  •  -2r)6.r 


e"*cos»bxdx  =  e**2nr-  a*+(n-2r)H* 
wobei  sich  da«  Summenzeichen  auf  die  Werthe  r=0,l,2,...it  bezieht. 
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Auf  ähnliche  Weise  kann  man  auch  das  Integral  Q  entwickeln, 
eben  so  leicht  auch  dasselbe  auf  das  vorstehende  reduziren.  Setzt 

7t 

man  nämlich  x=  gfl— *»  80  wir<*  sinkr=cos6z  «n<l 

/an  s* 
e**8innbxdx=~e26J  er-** cos »bzdz. 

Hier  lässt  sich  nun  das  Integral  rechts  nach  dem  Vorhergehenden 
entwickeln ,  indem  man  —  a  und  z  an  die  Stelle  von  a  und  x  setzt 

Führt  man  darauf  den  Werth  z=^r-x  ein  und  multiplizirt  das  Er- 


an 


haltene  mit  —  e2*  ,  so  erhält  man  die  vollständige  Entwickelung  des  Inte- 
grales Q,  welche  nach  diesen  Bemerkungen  durchaus  keinen  Schwierig 
keiten  unterliegt. 


§21. 

Integration  der  Differenzialformeln  ,  welche  cyklometrische  Funk- 
tionen enthalten. 

Die  Integration  aller  derjenigen  Differenzialformeln,  welche  unter 
der  allgemeinen  Form  F (Arcam  x)  ilx  oder  F(Arctan  x)  dx  begriffen 
sind,  lässt  sich  jederzeit  leicht  auf  solche  Integrationen  zurückführen, 
worin  statt  cyklometrischer  goniometrische  Funktionen  vorkommen.  Setzt 
man  nämlich  Aresina:  =z,  so  wird  x= sin z, dx —cos z dz  und  folglich 

J* F(Arcsin  x)  dx  == J* F(z)  cos  z  dz  (1) 

und  auf  ähnliche  Weise  ergiebt  sich  durch  die  Substitution  Arctanar=r* 
die  analoge  Formel 

f F  (Arctan  x)dx=f F(z)  cot  zdz     '  (2) 

Diesen  Formeln  kann  man  noch  die  beiden  folgenden 

f  F(\Tccosx)dx=  - f F{z)B\nzdz  (3) 

f  F  (Are  cot  x)dx=-f F(z)  tan  zdz  ß) 
beigesellen,  deren  Ableitung  nicht  minder  leicht  ist 
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So  ergiebt  sich  z.  B.  nach  Formel  (1) 

J* eaArc9tnx(lxr=z  £ e°*COS  Z(ll 

acosz  +  sinz  r 

d.  i.  wenn  man  sinz=ar,cosz  =  V 1  —  x2,  z= Aresin  .t  rückwärts  sub 
stituirt 

»  xA-a  Vi  — x1 

caArctinnlx—     -L  ^       a  eo^rciro*  f  £ 

Ebenso  leicht  würde  es  sein,  die  Integrale 

f (Aresin  :r)nrf;r, 

und 

/  (Arccos.r)ntfar, 

worin  n  als  ganze  positive  Zahl  vorausgesetzt  wird,  mittelst  der  For- 
meln (1)  und  (3)  zu  entwickeln. 

Bemerkenswerth  ist  der  Fall,  in  welchem  die  Funktion  F(Arcsin*) 
unter  der  Form  f(x) Arcsin*  steht  und  f(x)  so  beschaffen  ist,  dass 
das  Integral  ff(x)dx  durch  algebraische  Funktionen  dargestellt  werden 
kann.   Es  glückt  nämlich  unter  diesen  Umständen,  das  Integral 

f*f(x)ATC6\üxdx 

in  ein  anderes  zu  verwandeln,  welches  nur  algebraische  Funktionen 
enthält,  und  diess  geschieht  mit  Hülfe  der  partiellen  Integration  : 

f  f{x)  Aresin  xdx 
=  Aresin f(x)dx—J  d Aresin xj  f(x)dx 

d.  i. 

P f(x)  Aresin  xdx=z  Aresin xj*  f(x)dx-J*  ^j==J*  f{x)dx  (5) 

Dasselbe  Verfahren  ist  auch  auf  das  Integral  von  f{x) Arctan  xdx 
anwendbar  und  giebt 

/  f{x)  Arctan. xdx 
-  Arctan  xfk f(x)dx  —f  fl  Arctan  xf f(x)tlx 
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oder 

j*  f(x)Arct&nxdx  =  ATct&nxJ^  f(x)dx— *j^a  J*  f{x)dx  (fy) 
Auf  dieselbe  Weise  lassen  sich  anch  die  Integrale 
f  f(x)  Are  cos  xdx  und  f  f  (x)  Axccotxdx 

behandeln,  wenn  man  es  nicht  vorzieht,  dieselben  dadurch  auf  die 
,  vorhergehenden  zurückzuführen,  dass  man  die  aus  dem  Begriffe  der 
ryklometrischen  Funktionen  sich  unmittelbar  ergebenden  Relationen 

Aresin  x  -f-  Are  cos  x = ^ 

mm 

Arctan  x  +  Are  cot  x = 
In  Anwendung  bringt.    Man  erhält  dann 

« 

j*  f{x)  Are  cos  xdx=i^J^  f{x)dx—J%  f(x)  Aresin  xdx  (7) 

j*  f(x)Arccotxdx=^J*  f{x)dx—J*  f(x)  Arctan  xdx  (8) 

Um  ein  paar  Beispiele  zu  haben,  setzen  wir  in  den  Formeln 
(5)  und  (0)  f(x)  —  x?1;  es  ergiebt  sich  dann  für  ein  von  —1  verschie- 
denes fi 


P  .  .  .  a:"*1  Aresina?  1  P  x«  +  ldx 
,     /  a^Arcsin:rrt.r=r_  —  r"i  r-y   /  r 


9) 


.            .      .r^1  Arctan  ;r        1      Px»  +  ldx  /lA. 
^Arctao^=— ?rn  -j^  (10) 

wo  man  für  ganze  fi  die  noch  übrigen  Integrationen  rechter  Hand  aus- 
führen kann.    Der  spezielle  Fall  fi=0  giebt 

Aresin  xdx -=zx  Aresin  x  \  Vi  —  x1  +  C, 

f* Arctan  xdx=x  Arctan  J?— -|  /(l  +ara)  +  C 

Ein  etwas  complizirteres  Beispiel  ist  das  folgende.    Man  hat  zu- 
nfichsl  nach  Nro.  (6) 
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nr 

Arctan  xdx 


_  )  (11) 

=  -Arctan.r.  V  l-a;2  + J  ^J^Ldx 
und  um  die  Integration  rechts  auszufahren,  setzen  wir  a-=zsmu,  woraus 


2  -l 

r+siir^-1  J'/M 


folgt.    Durch  Integration  der  einzelnen  Bestandtheile  lindet  man  hier 


^Jp^         V  2  Arctan  ( VI  tan  «)  - 1<+  (?, 


wobei  man,  wegen  der  Gleichung  sin u  =  x, 

x 

tongcs^gj  2un  K=Arcain^ 

zu  setzen  hat,  so  dass 


^  dx—  V~2  Arctan  —  Aresin  #  +  C 


wird.  Durch  Substitution  dieses  Ausdrucks  in  die  Gleichung  (11)  er- 
hält  man  nun  . 


fv 


 Arctan  xdx  ss  —  VI—  x*  Arctan  x — Aresin  x 

l  —  x2 

+  V2  Arctan  +  C 

VI-*» 


02) 


In  den  Fällen  endlich,  wo  das  Integral  ff{x)dx  nicht  alge- 
braisch ausdruckbar  ist,  wurde  nichts  Anderes  als  die  Verwandlung 
von  f(x)  Arcsinar  oder  f{x)  Arctan x  in  unendliche  Keinen  übrig  bleiben, 
von  denen  nachher  jedes  einzelne  Glied  integrirt  wird.  Diese  Ver- 
wandlung geschieht  dadurch,  dass  man  für  AYcsina*  und  Arctan*  die 
gleichgeltenden  Reihen  substitnirt,  f  (x)  lur  sich  in  eine  Reihe  ent- 
wickelt und  diese  beiden  Reihen  mit  einander  multiplizirt 


« 
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Cap.  VI.    Integration  zwischen  bestimmten  Gränzen. 

§  22. 

Fundamentaleigenschaften  bestimmter  Integrale. 

Man  konnte  für  den  Augenblick  eine  spezielle  Betrachtung  be* 
stimmter  Integrale  für  völlig  überflüssig  halten,  indem  man  als  Grund 
die  in  der  Einleitung  nachgewiesene  Eigenschaft  geltend  machte,  wo- 
nach jedes  bestimmte  Integral  als  Differenz  zweier  besonderer  Werthe 
eines  unbestimmten  Integrales  angesehen  werden  kann.  Diess  wäre 
aber  eine  nicht  geringe  Täuschung.  Einerseits  nämlich  treten  schon 
wegen  des  Umstandes,  dass  hier  die  Variabele  der  Integration  nicht 
als  schlechthin  willkührlich  angesehen,  sondern  ihr  ein  begränzter  Spiel- 
raum angewiesen  wird,  ganz  besondere  Eigentümlichkeiten  an  dem 
bestimmten  Integrale  hervor,  die  sich  an  dem  unbestimmten  nicht  fin- 
den; andererseits  ist  auch  jener  Satz,  wonach  man  das  bestimmte  In 
tegralausdem  unbestimmten  soll  ableiten  können,  d.  h.  jene  Beziehung 
zwischen  den  Resultaten  der  direkten  und  indirekten  Integration,  nicht 
ohne  Ausnahme,  sondern  nur  unter  Bedingungen  gültig,  deren  genaue 
Erörterung  früher  wegbleiben  und  für  einen  der  nächsten  Paragraphen 
aufgespart  werden  musste;  und  endlich  ist  die  aus  dem  Begriffe  der 
unbestimmten  (indirekten)  Integration  hergeholte  Auffassung  des  be- 
stimmten Integrales  eine  nur  untergeordnete,  die  sich  nicht  zu  dem 
Grade  der  Allgemeinheit  erheben  kann,  wie  ihn  die  Wissenschaft  und 
namentlich  manche  physikalische  Anwendungen  derselben  fordern. 

Wir  gehen  nun,  wie  in  der  Einleitung,  davon  aus,  dass  unter 
dem  Symbole  • 

J  f(x)dx 

a 

der  Gränzwerth  verstanden  werden  soll,  welchem  sich  die  Summe 
*  [  A«)  +  f(*  +  *) + A« + 2  ä)  + .. .  +  f(a  f        o)  ] 
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für  unausgesetzt  wachsende  ft,  also  unendlich  abnehmende  d=(o — a):n, 
nähert,  und  setzen  dabei  f{x)  als  eine  während  des  Intervalles  x=za 
bis  x~b  stetige  und  endliche  Funktion  voraus. 

I.  Eine  unmittelbare  Folge  dieser  Definition  ist,  dass  wenn  f(x) 
innerhalb  des  Intervalles  a  bis  0  dasselbe  Vorzeichen  behält,  auch 
dem  bestimmten  Integrale  eben  dieses  Vorzeichen  zukommt.  Ferner 
erhellt  unmittelbar,  dass  wenn  f(a)  die  grösste  und  f(ß)  die  kleinste 

unter  den  Funktionen  f(a)J(a  +  fi),f(a  +  26),...f(a+'^i8)=f(b--8) 
ist,  also  f(a)undf(ß)  das  Maximum  und  Minimum  darstellen,  welche 
f(x)  innerhalb  des  Intervalles  x  =  a  bis  x~b  erlangt,  die  Beziehung 

a  t/W  +  /(«+*>  +  f(° + **) + •••      +  »^T*)! 
<^[/(«)+A«) +/*(«)  +  ...  +  /(«)]  . 
und  >dlfV)+f(p)  +  f(ß)+...+f(PÜ 

d.  1. 

<önf(a)uud>önf(ß) 

statt  findet.   Erinnert  man  sich  nun,  dass  on=6  —  a  ist,  und  geht  zur 

Gränze  für  unendlich  wachsende  n  über,  so  folgt 

^   i  \»  •  •  .  •  .       ,  ■,   •  •      .  :: 

f{x)  dx  <  (&-«)/>)  »"d  >  (b-a)f(ß). 


Diess  kann  man  auch  60  ausdrucken.    Wenn  in  dem  Ausdrucke 


f(x)dx  —  (b-<a)f{u) 


die  Variable  u  das  Intervall  a  bis  b  durchläuft,  so  geht  der  ganze  Aus- 
druck vom  Negativen  zum  Positiven  über,  indem  jenes  für  u=a,  dieses 
für  w=/3  eintritt.  Da  wegen  der  Stetigkeit  von  f{x)  oder  f(u)  der 
ganze  Ausdruck  sich  continuirlich  ändert,  so  folgt  daraus,  dass  es 
zwischen  u=a  bis  u  =  b  einen  Werth  «=y  giebt,  fflr  welchen 


'  ,.fbf{x)dx-(b-a)f(y)=0 


wird;  setzt  man  y  =  a  +  A(6— a),  wo  nun  X  ein  positiver  ächter  Bruch 
ist,  so  folgt 


/6  •  \   

f(x)Jx=(b-a)f(a  +  Xb-ah 


(i) 
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sich  noch  auf  folgende  Weise.  Sei  fix)  ein  Produkt 
n  Funktionen  und  y(x)  deren  «weite  wahrend  des 
Intervalle*  x=a  bis  x=b  positiv  bleibt,  und  mögen  ferner  M  und  S 
das  Maximum  und  Minimum  bezeichnen,  welche  <p(jr)  während  dessel 
ben  Inten  alles  erlangt,  so  ist 

M-<p{x)  positiv  ,  iV— 9 (x) negativ, 
und  da  y{x)  positiv  bleibt,  •  ' 

naturlich  immer  nur  innerhalb  des  Intervalle*  a  bis  6.    Es   olgt  nun 

weiter,  dass 

J    [iV  —  9 {x)]y(x\dx  positiv 
■ 

^  [iV- 9  (x)]t^(x)</x  negativ 

ist.  Nun  geht  aber  aus  der  vorhin  aufgestellten  Definition  des  bestimmten 
Integrales  unmittelbar  hervor,  dass  die  Gleichungen 

/b  pb  pb 

a  od 

Q(x)dx 

a  a 

statt  finden ,  in  deren  letzterer  /T  einen  von  x  unabhängigen  Faktor  be 
zeichnet  und  daher  ist  nach  dem  Obigen 

/b  pb 
(x)  dx  —J    9  (.r)  f  (x)  dx  positiv 


Nf\{x)dx-f\ 


tp(x)dx-  J    9  {x)H>(x)dx  negativ 

• 

i 


und  daraus  ergiebt  sich  sogleich  die  Ungleichung : 


(2) 
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•  i 

HI.  Man  kann  die  anfangs  gegebene  Erklärung  des  bestimmten 
Integrales  auch  nocb  etwas  verallgemeinern.  Bezeichnet  man  nämlich 
mit  dj  ,d2>  >  Grössen,  welche  sliramtlicb  bis  zur  Grnnze  Null  ah' 
nehmen,  aber  so,  dass  immer  d,  +  6t  +  d3  + ä„  =  6— a  bleibt,  so  ist 


(3) 


f{x)  dx 

=Lim  [«,  f(a)  +  d^fia  -f  ffj-f  6,  /*(a  +     +  6*2)  +  ... 

+         +    +  + 

Um  (Hess  zu  zeigen ,  bedarf  es  blos  des  Nachweises ,  dass  die  Differenz 

Lim  [t,  f(a)  +  ^f(n  +  o, )  -f ...  +  *„/*(«  +  ^  +  ...  + 

-  Lim  [6  \  f\a)  +  /T«  +  o)  +  /"(«  \  2<5)  -f ...  -f  f\a  +  rT^l  6) }] , 

worin  d=(6— «):n  ist,  den  Werth  Null  hat,  oder  es  muss,  weil  die 
Differenz  zweier  Gränzwerthe  gleich  der  Lim.  der  Differenz  ist,  be- 
wiesen werden,  dass  sich  die  Differenz 

*i  A«0  +  «VA« + *i)  +  *3  /(«  +  <*i  + 

-[V(«)  +  V(«  +  *)+*A«+2*)+-».     '  : 
:  ...  +  a/(öi^ri^)] 

der  Gränze  Null  nähert  Nennen  wir  <5'  die  grösste  und  d"  die  kleinste 
•unter  den  Grossen  Oj  ,     , ...       so  Ist,  wenn  X*  eine  bestimmte  positive 
ganze  Zahl  zwischen  0  ünd  n  bezeichnet,    '  .  f 

Andererseits  ist  aber  anch 

«  w  *        •  ' 

und  folglich  ••  - » '  ..  » 

.  ünd  >$"  .  . 

oder  auch 

*<5'>/<S>  M», 

Da  also  6l^-ö.i  f ...  -f  8k  und  zwischen  denselben  Grossen  AS'  und /d" 
liegen,  so  können  d\  +0^  +  .,.  +  4*  und  /rd^nichf  sehr  von  einander  ver- 
schieden sein,  und  wir  sind  daher  berechtigt, 

zu  setzen,  wo  f*  eine  weiter  nicht  bestimmte  Differenz  bezeichnet,  von 

/* 
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der  wir  aber  das  wenigstens  wissen,  dass  sie  bis  zur  Gränze  Null  ab 
nimmt,  wenn  diess  mit  8l,8m,...8k  und  ebenso  mit  8  der  Fall  ist.  Die 
vorhin  betrachtete  Differenz  zweier  n  gliedrigen  Reihen  nimmt  jetzt, 
wenn  man  Glied  für  Glied  subtrahirt,  folgende  Form  an: 

*  > 

Man  kann  aber  überhaupt 

f(a+tk)^f(a)+Qk 

setzen,  wo  p*  eine  nicht  weiter  bestimmte  Grösse  bezeichnet,  die  mit 
€*  gleichzeitig  bis  zur  Null  abnimmt.  Wenden  wir  diess  auf  jedes 
Glied  der  obigen  Reihe  an,  so  zerfallt  dieselbe  in 

A«-«)A«)  +  Ä-«/(«+«)+Aja)/(«+M)+--. 

Dass  nun  die  erste  Reihe  so  wohl  als  die  zweite  sich  der  Gränze  Null 
nähert,  ist  leicht  zu  sehen.  Denn  sind  M  und  N  das  Maximum  und 
Minimum  von  f(x)  während  des  Intervall  es  x=a  bis  x  —  b,  so  liegt 
die  Summe  der  ersten  Reihe  zwischen 

• 

i8l-8)M+(8n-  8)M+...+(8u~8)M 
^  =  (6\  +  ö*a+...-fo»-- nS)M 

(81-8)N+(82-8)N+...+(8n-8)N 

beide  Produkte  aber  sin  d—o,  weil  81  -\- 82-\-  —  -{-8n=nö=b  —  a  und 
wegen  der  voraus  gesetzten  Endlichkeit  von  fix)  auch  M  und  N  end- 
liche Grössen  sind.  Nennen  wir  ferner  q'  und  q"  die  grosste  und  kleinste 
der  Grossen  ^  ,o2,...pn-i  -  so  ist  die  Summe  der  Reihe  ö2Qi  +^3 
...+d*o»-i  zwischen  den  Grossen 

- 

und 

Ä  +  *i  +  *4  +...  +  ^)o"  =  (A-a-^d1)p,/ 
enthalten.  Wenn  aber  8lf62,  ,.ön  und  <S  bis  zur  Gränze  Null  abnehmen, 
so  convergirt  auch  a-  gegen  die  Null,'  und  wegen  der  Abnahme  von  tk 
nähert  sich  auch  o*  d.  h.  wegen  des  beliebigen  k,  jede  der  Grossen 
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fc»fe*~*ft~«  der  Null.  Daraus  folgt,  dass  diese  Eigenschaft  auch  der 
grössten  und  kleinsten  dieser  Grössen,  d.h.  p'  und  o",  zukomme  und 


Lira  [  (6— a— 6l )  o']  =  Lim  [  (6  -  a — o"] = 0 

sei.  Da  nun  6aPi +  ^s  ?»+••. +  6npii-i  zwischen  diesen  Gränzen  liegen 
muss,  so  ergiebt  sich  hieraus  auf  der  Stelle  die  Richtigkeit  der  vorhin 
aufgestellten  Behauptung  und  ebenso  der  Gleichung  (3). 

\  IV.  Hieran  reiht  sich  unmittelbar  ein  sehr  wichtiger  Satz,  den 
man  sehr  häufig  anzuwenden  Gelegenheit  hat.  Bezeichnen  wir  nämlich 
mit  6',d",dm,..  6(")  unendlich  abnehmende  Grössen,  deren  Summe  con- 
stant=c— 6  bleibt,  so  ist 

f  f{x)üx+f  f(x)d.c 

a  4 

=Lira  [djiä) +6a  f(a + 6^)  + ...  +  önfta  +  ÖL  + ... + du-i)  ] 
+  Lim  [6'  f(ö)  +  ö"f(b  +6')  + ...  +  dl»>/(*+ 6'  + ...  +  6<— *>)] 

Da  nun  aber  nichts  auf  die  Bezeichnung  ankommt,  so  kann  man  auch 


6»+i  »$H*»4»f8*"*4t»-i»6fc«» 

und  wenn  man  berücksichtigt,  dass  6=0  +  6! +  62+... +6n,  so  ist 
Zusammenziehung  beider  Linien  in  eine 


f  f(x)dx+f  f{x)dx 

■  o  I 


=  Lim  [5,  /Xa) + 62  /"(«  +  6X)  +  63  A« + <*i  +  h) + ••• 
•M  +  äi»Att+#i  +  da +  -.. +  6*11-1)]. 

Dabei  ist  aber  ^  +  6,+  ...+  f«.»*»*  6a  +  ...  +  6i  +  ä'+6"  +  •+*"> 
=  6  — o  +  c-6*=c—a,  und  mithin  0em  Begriffe  des  bestimmten  Inte- 
grales  gemäss 

f(x)dx+J    f(x)<lx=J  f(x)dxt 

a  b  a 

und  diese  Gleichung  enthält  eine  Zusammenziehung  von  zwei  bestimmten 
Integralen  in  ein  einziges,  oder  auch  die  Zerßliung  eines  Integrales 
in  zwei  andere  mit  kleineren  Integrationsintervallen,  wobei  man  blos  zu 
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berücksichtigen  hat,  dass  b  eine  zwischen  «  ünd  c  Heinde  Grosse  ist. 
Aus  der  letzteren  Ansicht  der  obigen  Gleichung  leitet  man  noch  leicht 
das  folgende  allgemeinere  Theorem  ab  :  Sind  ct,ß,y,...x  beliebige, 
zwischen  a  und  b  liegende  Grössen  der  Art,  dass 

.   a<a<0<y...  <*<l>, 
so  gilt  die  folgende  Zerföllung  N 


aap  x 

m 

\ 

§  23. 

Die  DijfetentiälijUotienteH  bestimmte*  Integrale. 
Aus  der  Definition  des  bestimmten  Integrales  geht  unmittelbar 


hervor,  dass  der  Werth  eines  Ausdrucks  wie 

f{x)dx 

von  weiter  nichts  abhängt,  als  den  Integratiotisgränzerl  a  und  6,  der 
Natur  von  f  (x)  und  den  in  f(x)  etwa  noch  vorkommenden  Constanten 
(den  sogen.  Parametern  der  Funktion).  Man  kann  daher  den  Werth 
eines  bestimmten  Integrales  als  eine  Funktion  aller  dieser  willkührlichen 
Constanten  ansehen  und  in  so  fern  hätte  es  auch  einen  Sinn,  ein  be- 
stimmtes Integral  in  Bezug  auf  eine  oder  mehrere  dieser  Constaoten 
zu  dinerenziren.   Wir  thun  diess  in  folgender  Weise. 

i  I.  Es  sei  -zunächst  «  eine  Funktion  einer  arbiträren  Constaatei 
r,' 'von  weither  wir  voraussetzen,  dass  sie  weder  in  6  noch  in  f(x) 
vorkomme,  wie  diess  z.  B.  in  dem  Integrale 

xdx 

Vr 

der  Fall  sein  würde,  so  ist  ütäjjf(x)dx  eine  Funktion  von  r,  and 
wtr  setzen  desshalb  "  .  4 
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Hieraus  folgt  nun,  wenn  sich  r  um  das  »lllkuhrliche  <*r,  also  o  um 
das  (nicht  willktthrliche ,  sondern  von  abhängige)  Inkrement  Au 
Saderi, 


Durch  Subtraktion  der  vorigen  Gleichung  ergiebt  «ich  unter  der  Bemer- 
kung, dass 

/b  pm\Ja  pb 

f(x)dx=J  f{*)dx+J  f{x)dx 

a  a  a  +  Ja 

* 

gesetzt  werden  kann, 

xp(r+4r)-<p{r)  =  -J  /(x)cte 

a 

d.  i.  nach  Nro.  (1)  des  vorigen  Paragraphen  für  h  =  a-\  -Ja  und  1  >  A>0, 
nach  Division  mit  z/r     i  . 

Hier  liefert  nun  der  Uebergang  zur  Gränze  für  unendlich  abnehmende 
4r  und  Ja  unmittelbar  die  Gleichung 

oder  vermöge  der  Bedeutung  von  <p(r) 

•  :  i   : .  *  I  •  ' 

q  _  «*«  (2) 

wobei  a  als  allein  von  r  abhängig  gedacht  wird. 

II.  Wäre  ferner  b  die  einzige  Grosse,  worin  r  vorkäme,  so 
würde  eine  Aenderung  des  r  auch  nur  eine  Aenderung  von  b  zur  Folge 
haben,  d.  h.  aus 

f(x)  dx 
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4^  pb+Jb 
y{T\Ar)^J  f(x)dx 

a 

ergeben.  Zerlegt  man  das  von  a  bis  b\Ab  genommene  Integral  io 
zwei  andere  von  o  bis  b  und  von  b  bis  b+Ab  sich  erstreckende,  so 
wird 

/*+  Jb 
f(x)dx  =  Abf{b  +  XAb) 


.i  • 


•    •  • 

*(r+JrJ~*(r)=f(b+ub)§ 

und  mithin  durch  Gränzenübergang  " 
oder  vermöge  der  ursprünglichen  Bedeutung  von  q>(r) 

^  -/w  3? • 

wobei  6  als  allein  von  r  abhängig  angesehen  wird.  Man  kann  übrigens 
dieses  Resultat  auf  einem  kürzeren  Wege  finden,  wenn  man  von  der 


/b  pa 
f(x)dx=-J  f{x)dx, 

- '-  b 


ist,  die  man  leicht  aus  der  Definition  des  bestimmten  Integrales  veri- 
fiziren  kann.  Es  lässt  sich  dann  auf  der  rechten  Seite  die  Regel  zur 
Differenziation  nach  der  unteren  Integrationsgränze  in  Anwendung  bringen. 

■ 

III.  Es  enthalte  drittens  bios  f(x)  die  willkürliche  Constante 
r,  es  seien  aber  a  und  b  frei  davon.  Schreiben  wir,  um  diess  zu  be- 
zeichnen, f(r,x)  für  f(x)i  so  ist  jetzt  ftir 


<p(r)=J  f(r,x)dx, 
<p(r+Ar)  =  J   f(t\Ar ,x)dx. 
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Hieraus  ergicbt  sich  durch  Subtraktion  und  Division  mit  Ar,  welches 
man  wegen  seiner  Unabhängigkeit  von  x  unter  das  Zeichen  /  stellen 
kann, 

y(r+z/r)-y(r)      />»  f{r+Ar  ,x)-f{r,x) 
Ar  J  Ar 

a 

■ 

Nun  ist  aber  nach  einem  bekannten  Satze 

F(r  +  h)  =  F(r)  +  h  F'  (r)  +  i    F*(r+ **) , 
wobei  1>X>0  Ut.    Hieraus  ergiebt  sich 

F(r  +  A)  -  F(r)  _  f|  ^  +  ^  ^  fr + ^ 

und  für  F(r)=f(r,x)  wobei  F/(r)=/,,r(r,.T)f F»(r)=f"r(r,x)  wird 

ftr  +  AT,x)-f(r,x)  „  , . 
 ^  =AMJ  +  i  ^r/  r(»"+A^r,a:;, 

und  mithin 

^fhfr{jix)dx\\Arf  f"r{r\lArtx)dx. 

a  a 

Der  Gränzenübergang  für  unendlich  abnehmende  Ar  giebt  jetzt 

d<p(r)      f*  /»» 

"Sr=V    rrfr,*)A«r  +  iLiiii[^r/    /"'r(r  +  ^r,*)rf.4 

a  »  "  j  '  a 

Hier  würde  es  voreilig  sein,  statt  der  Lim.  auf  der  rechten  Seite  kurzweg 

0.1  f"r(r,x)dx=Q 


'II 


setzen  zu  wollen.  Man  darf  nämlich  nicht  vergessen,  dass  wenn  auch 
eine  Funktion  continuirlich  und  endlich  bleibt  innerhalb  gewisser  Gränzen, 
daraus  nicht  die  Stetigkeit  und  Endlichkeit  ihrer  Differcnzialquotienten 
innerhalb  desselben  lntervalies  folgt;  so  ist  z.  B.  (1—  :)1  stetig  und 
endlich  von  2=0  bis  s>  1  »aber  von  dem  Differenzialquotienten  l  (i — i)_ » 
gilt  diess  schon  nicht  mehr,  denn  dieser  erleidet  für  r  =  l  eine  Unter- 
brechung der  Continuität.  Es  kann  daher  f"r[r  +  \Ar,x)  innerhalb  des 
lntervalies  x  =  a  hi»x=:b  diskontinuirlich  und  unendlich  werden,  so 
dass  dann  zugleich 
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f*r<r+XJr,x)<Lv=zx> 

und  folglich 

Lim  [JrJ  f*r(r+Ur,*)dx}=0.<* , 

a 

d.  h.  unbestimmt  wird.   Weiss  man  aber  im  Voraus, 

Um[JrJ  f»^r+l*,Mid*}txO  ■  •  (4) 

i 

ist,  so  folgt  jetzt  nach  dem  früheren 

<fy(r)  />» 
dr     J    f'r(r,x)dx  \ 

a 

oder  der  Bedeutung  von  <p(r)  gemäss 

d  f  f(r,x)dx 

er 

wobei  den  partiell  nach  r  genommenen  Differenzialquotienten 

von  f(r,x)  bezeichnet.  Die  Bedingung  (4),  weiche  man  übrigens  für 
Ur=ö  auch  unter  der  Form 

Limt^V,r(r+<y,^)^]=0 


darstellen  kann,  ist  übrigens  immer  erfüllt,  wenn  f^rfT  sx)  endlich  und 
stetig  bleibt  für  alle  in  dem  Intervalle  x  =  a  bis  x=b  begriffenen  x 
und  ebenso  für  keines  der  r,  welche  man  in  Anspruch  nimmt,  unend- 
lich wird.  Denn  es  ist  dann 


f  fr (r + ö , x)dx = (b-a) /*r[H-*,a + A (fr-a)] , 

a  ~ 

und  daraus  folgt  nach  den  gemachten  Voraussetzungen  sogleich 
obige  Bedingungsgleichung.   Man  kann  daher  sagen:  bleibt fr(r,'a$  j. 
endlich  und  stetig  für  alle  Paare  spezieller  Werthe  von  r  und  x,  die 
man  willkührlich  aus  den  beiden  Intervallen  r=cr  bis  r  =  ß  und  x=0* 
bis  x—b  herausgreifen  kann,  so  gilt  die  Formel  (5)  für  alle  r  ron 
r  =  a  bis  r=ß. 
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IV.  Wir  betrachten  endlich  den  allgemeinsten  Fall,  in  welchem 
nämlich  a,b  und  /'(./•)  gleichzeitig  von  r  abhangig  sind,  also  nieder 
f{r%x)  für  f(tc)  geschrieben  wird.   Dann  ist  das  bestimmte  Integral 

/b 
f(r,x)dx 

a  » 

eine  Funktion  dreieT  von  einander  abhängiger  Variabein  a,  b,  r  und 
nach  einem  bekannte«  Satze  der  DifferenziaJrechnung 

rfw  da  .   /du\  db  /du\ 

Tr  =\Ta)aW+\dl)-  1  -  j   •  \ 

w  oli  ei 

,  ■"©■©•<»• 

  «     ••     •        .  •  ■ 

die  drei  Differenzialquotienten  sind,  die  man  aus  w  erhält,  indem  man 
der  Reihe  nach  a,  b  und  r  als  die  jedesmal  einzig  vorhandene  und 
zwar  unabhängige  Variable  ansieht.  Diese  Differenzialquotienten 
sind  in  unserem  Falle 

—fix ,  a)  ,f(r ,  b)  J        '  lU    J  dx 


a 


vorausgesetzt,  dass  fr(ryx)  denselben  Bedingungen  wie  unter  Nro.  III. 
genügt,  und  so  ergiebt  sich  jetzt 


x)dx 


$24. 

Fergleichung  der  zwei  verschiedenen  Ansichten  des 
bestimmten  Integrales. 

Sehen  wir  6  als  unabhängige  Variable  an  uhrf  nennen  ti  zur 
Abkürzung  das  zwischen  den  Gränzeu  a  uud  6  genommene  Integral 
von  f{x)djcy  so  ist  nach  no.  II  des  vorigeu  Paragraphen 
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Kennt  man  nun  eine  Funktion  F{x),  deren  Differenzialquotient  f(x) 
ist,  so  hat  man  gleichzeitig 

Hg  =  f(x)  „der  Ä^ö  =  A» 

und  wenn  wir  diess  mit  no.  (1)  vergleichen,  so  folgt,  dass  entweder 
geradezu  u  =  F(b)  oder  höchstens  um  eine  Constante  C  davon  ver- 
schieden sein  kann.  Um  nun  in  der  so  gewonnenen  Gleichung  u  = 
F(6)+Cd.  I.  ' 

f'f(x)dx  =  F(b)  +  C  (2) 
J 

*     y  1  • 

diese  Constante  zu  bestimmen,  brauchen  wir  blos  zu  berücksichtigen, 
das*  wenn  b  in  a  übergeht,  das  Integral 

a 

ist,  wie  man  sogleich  aus  der  Formel  (1)  in  §  22  erkennt;  man  hat 
daher  aus  no.  (2)  für  b  =  a 

0  =  F(a)  +  C 

und  mithin  C  =  -  F(a)  und 


Jhf{x)dx^  F(b)-F(a).  (3) 


Nun  war  aber  F(x)  der  Voraussetzung  nach  diejenige  Funktion  von  x, 
deren  Differenzialquotient  mit  f(x)  zusammenfallt,  und  mithin  iat(F)x 
das  unbestimmte  Integral  von  f{x)dx  oder 

F(x)  =ff(x)dx+C  (4)  ' 

und  wir  erhalten  daher  vermöge  der  Bedeutung  des  bestimmten  Inte- 
grales zwischen  F(x)  und  f(x)  folgende  Relation 

F(b)-F(a) 

=  Lim  [  6  { f(a)  +  f(a  +  Ö) + /(«  +  2<5) +.,.,+ /(a  +  n  - 1  *)  |  ] 

übereinstimmend  mit  dem  schon  früher  gefundenen  Resultate. 

Es  findet  indessen  zwischen  den  zwei  verschiedenen  Auflassungs- 
weisen des  bestimmten  Integrales,  welche  einerseits  durch  die  anföog- 
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lieh  gegebene  Definition  desselben  und  andererseits  durch  die  Glei- 
chungen (4)  und  (3)  ausgedruckt  werden,  doch  noch  manche  Diffe- 
renz statt,  die  sich  am  deutlichsten  auseinander  setzen  lässt,  wenn 
man  sich  f(x)  als  Ordinate  einer  Curve  denkt,  zu  welcher  r  als  Ab- 
scisse  gehört,  so  dass  y  =  f(x)  die  Gleichung  der  fraglichen  Curve 
wäre.  Schon  die  obengemachte  Annahme,  dass  dF(x)  =  f{x)dx 
«ein  solle,  ist  eine  unbewiesene,  d.  h.  es  fehlt  der  Nachweis,  dass  es 
immer  eine  Funktion  F{x)  geben  müsse,  deren  Differenzialquotient 
mit  f(x)  zusammenfallt  und  hieraus  erhellt,  dass  in  den  Fällen,  wo 
man  eine  solche  Funktion  nicht  auftreiben  kann,  die  Definition:  „wenn 

flf(x)dx  =  f(b)-F(a),<< 
J 

a 

gar  keinen  Sinn  hat,  während  die  ursprunglich  aufgestellte  Erklärung 
des  bestimmten  Integrales,  welche  dasselbe  als  den  Gränzwerth  von 


a  [  m + A« + *> +/"(«+ 2*)  +  • + A« + *  -  *  m 

ansieht,  hier  völlig  unangefochten  stehen  bleibt,  ^un  ist  aber  gar 
nicht  nöthig,  dass  f(x)  innerhalb  des  Intervalles  x=a  bis  x—b  nach 
einem  und  demselben  Gesetze  gebildet  sei;  so  könnte  z.  B.,  wenn  a, 
ß,  y,...  beliebige  zwischen  a  und  b  eingeschaltete  Grössen  bezeich- 
nen, die  Funktion  f(x)  der  Gestalt  aus  anderen  stetigen  und  endli- 
chen Funktionen  (p(x),  y(x),  %{x)  etc.  zusammengesetzt  sein,  dass 

' '  ' 

von  x  =  a  bis  x  =  a  ,  f(x)  —  <p(x) 
„  x  =  a  ,.  x  —  ß  ,  f(x)  —  i\)  (x) 
„   x  =  ß   „  x  =  y  ,  f{x)  -  %(x) 


•  •  . 


wäre  und  zugleich  <p(a)  =  y(a)  ,  y(ß)  —  ^{ß)  etc.  sein,  dann  würde 
ebenfalls  f(x)  immer  endlich  bleiben  und  keine  Unterbrechung  der 
Continuität  erleiden.  Was  diess  heissen  wolle,  wird  die  geometrische 
Bedeutung  von  y  =  f{x)  deutlicher  machen.  Wäre  z.  B.  a  =  0,  «=1, 

ß  =  2,  b  =  3  und  s  •   .  ,  .  .  „, 

von  x  =  0  bis  x  =  1  ,  f(x)  —  x*, 

\ 

„  x  =  1  „  x.^=  2  ,  f(x)  =  -, 

X 

TCX 


„    x  =  2  „    x  —  3  ,  f{x)  =  cos  ; 
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so  bestände  die  durch  die  Gleichung  y  ~  f(x)  rcpräseutirte  ( 'urve  aus 
aneinandergerückten  Bögen  verschiedener  krummer  Linien.  Von  x  —  0 
bis  =  1  nämlich  ist  die  Curve  parabolisch  gekrümmt,  von  x  =  1  bis 
x  =  2  gleichseitig -hyperbolisch  und  von  x  --c?  %  bis  x  =  3  ist  sie 
mit  der  sogenannten  Cosinuslinie  identisch.    Da  aber 

för  x  =j  V  ,  I«  =  * 

und  för     ==  2  f  i  =  cos  2^? 

2  b 

ist,  so  fallt  der  Endpunkt  eines  jeden  Bogens  mit  dem  Anfangspunkte 
des  nächstfolgenden  zusammen  und  das  ganze  Bogensysteni  bildet 
eine  zusammenhangende  Curve.  Wollte  man  nuu  die  in  no.  (3)aufge- 
gestellte  Ansicht  des  bestimmten  Integrales  hier  zur  Anwendung  brin- 
gen, so  müsste  man  vorerst  eine  Funktion  F(x)  aufzeigen,  deren  Dif- 
ferenzialquotient  <p(x)y  oder  ty(x)t  oder  %(x)  etc.  wäre,  jenaebdäm  x 
zwischen  a  und  a,  oder  a  und  ß,  oder  ß  und  y  u.  s.  w.  fiele.    Ja  noch 
mehr;  man  kann  den  Begriff  der  Funktion  noch  dahin  erweitern,  dass 
man  sagt:  die  Gleichung  y  =  f{x)  bedeutet  nur,  dass  zu  jedem  arein 
bestimmtes  y  gehört,  gleichviel,  wo  man  dasselbe  herbekommen  hat. 
Denkt  man  sich  nun  eine  ebene  Curve  durch  einen  ganz  regellosen  Zug 
entstanden,  so  gehört  hier  zu  jedem  x  ein  y,  da  mau  nachträglich  die 
Abscissen  und  Ordinaten  einzeichnen  uud  also  die  einander  entspre- 
chenden x  und  y  construiren  kann.    Da  dieser  Zug  vollkommen  uiJI- 
kührlich  ist,  so  braucht  es  gar  keine  analytische  Funktionsform  zu  ge- 
ben, deren  geometrisches  Bild  mit  jener  Curve  zusammenfiele  d.  h.  mit 
anderen  Worten:  es  ist  wohl  eine  Curve  da,  aber  man  kann  ihre  Glei- 
chung nicht  aufstellen,  oder:  es  gehört  zwar  zu  jedem  x  ein  ganz  be- 
stimmtes y  aber  das  Wie  dieses  Zusammenhanges  lässt  sich  nicht 
angeben.    In  diesem  Falle  hört  nun  schon  /'(./)  auf  eine  analytische 
Bedeutung  zu  haben,  um  so  mehr  ist  diess  mit  F(x)  der  Fall  und  mit- 
hin wird  auch  die  Definition  (3)  völlig  nichtssagend.    Dagegen  bleibt 
die  ursprüngliche  Erklärung  des  bestimmten  Integrales  ungestört,  denn 
nennen  wir  y0  ,  yx  ,  y2,  ...  yn-i  die  zu  den  Wertben  0,  ö,  2tf,.. 
(n —  i)ö  gehörenden  Werthe  von  y,  so  ist  jetzt 

J^bf(x)dx  =  IfoP  .-.+^«-i)J 
a 

und  diess  hat  Immer  einen  bestimmten  Sinn,  weil  y0  ,  //,  .  ...  //«-i 
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ganz  abgegeben,  ob  sie  sich  nach  einem  Gesetze  bilden  oder  nicht, 
doch  bekannte  Grössen  sind.  Noch  anschaulicher  wird  diess,  wenn 
man  sich  erinnert,  dass  zufolge  der  in  der  Einleitung  zur  Differenzial- 
rechnung  angestellten  Betrachtungen  das  zwischen  den  Granzen  x=za 
und  x  =  b  genommene  Integral  ff(/c)dx  nichts  Anderes  als  die  Flache 
ist,  welche  von  der  Strecke  b — a  der  Abscissenachsc,  den  Ordinaten /*(«), 
f(b)  und  der  durch  die  Gleichung  y  =  f  (x)  churakterisirten  Curve 
begränzt  wird.  Mag  nun  diese  Curve  aus  einzelnen  Bügen  anderer 
krummer  Linien  zusammengesetzt,  oder  auch  durch  einen  völlig  will- 
kührlichen  Zug  entstanden  sein,  so  hat  sie  doch  immer  eine  ganz  be- 


wenn  wir,  um  den  Schein  einer  mathematischen  Ausdrückbarkeit  des 
f(x)  zu  vermeiden,  das  auf  irgend  welche  Weise  entstandene y  an  die 
Stelle  von  f(x)  treten  lassen*). 


Es  giebt  aber  auch  noch  andere  Fälle,  für  welche  F(b)  —  F(a) 
von  J   f(*)dx  d.  h.  von 

a 

Lim  [6  { f(o)  +  f(a + 9) + f(a + 29)  + ...  +/*(« + n"=I<5) }  ] 

verschieden  ist,  und  zwar  sind  es  diejenigen,  indenen  eine  der  Funk- 
tionen F(x)  oder  f(x)  während  des  Intervalles  x—a  bis  x=b  diskon- 

tinuirlich  wird.   Betrachten  wir  zunächst  den  ersten  Fall. 

•  •  .,(    - 

I.   Wenn  F(x)  an  der  Stelle  x  =  je,  wobei  o>x>a,  eine  Un- 

terbrechung  der  Continuität  erleidet,  so   gehören  zu  x  =  %  zwei 

Werthe  von  F(x),  wenn  ausserdem  jedem  anderen  x  nur  ein  einziger 

Werth  von  F(x)  entspricht.    Diese  beiden  Werthe  von  F(%)  kann  man 

durch  F(k— 0)  und  F(%  +  0)  bezeichnen  und  man  deutet  damit  zugleich 

an,  dass  F(%—  0)  der  letzte  unter  den  Werthen  von  F{x)  ist,  welche 

dein  Intervalle  x    :  a  bis  x  =  x  angehören  .,  und  der  zweite  die  neue 

  *  •  •  \  *  ' 

i  •         :  ....        .  .  .  ■ 

*  >  In  der  mathematischen  Physik  ist  man  selir  häufig  au  einer  solchen 
allgemeineren  Auflassung  von  J j  f(x)  und  ebenso  des  bestimmten  Integrales 
von  ydx  genothtgt,  z.  B.  wenn  die  ursprüngliche  Gestult  einer  schwin- 

genden Saite,  oder  di*  zur  Zeit  Null  vorhandene  Warroevertheilung  in  den 
durch  die  Abscisscn  bestimmten  Schichten,  eine»  Körpers  bezeichnet. 
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Reihe  von  Werthen  eröffnet ,  die  dem  Intervalle  x  sc  *  bis  x  SB  b 
entsprechen.    Ist  nun  ff(x)dx  =  F(x)  +  C,  so  folgt  umgekehrt 

d.  i. 

Lim  ^V+ilziZV)  =  f(r). 
Diese  Gleichung  erlauht,  die  Beziehung 


lit  .1 

.1  .  I  • 


aufzustellen,  worin  s  eine  nicht  naher  bekannte  Grosse  ist,  von  wel- 
cher wir  aber  Das  wenigstens  wissen,  dass  sie  mit  8  gleichzeitig  bis 
zur  Gränze  Null  abnehmen  muss.  Aus  der  vorigen  Gleichung  folgt  nun 

F(x  +  6)-F(x)  =  Öf(x)+ÖB 


und  wenn  man  x  =  a,  a-{-d,  fl-J-26%  a-fn—  lö  setzt, 

F(a-\ö)~F(a) 

F(a  +  2<5)  —  F(a  +  Ä)  =  d7(*-f-ä)  +fo2 

F(a  +  35) — +  2d)         =  d/(«  +  2d)  +  dt  3 


0>) 


worin  ^»^»...fn  verschiedene  Grössen  sind,  welche  dieselben  Eigen- 
schaften wie  £  haben.  Daraus  schliesst  man  leicht,  dass  wenn  *'  die 
grösste  und  e"  die  kleinste  derselben  bezeichnet, 

8sl  -f  öe2+  fo3  +  ...  +  fo„ 
<<W  d.  i.  <(Ä 
und  >oW'd.  i.  >(6— a)e", 

folglich 

Lim  (öf!  +  6>2  +  o>3  -f  ...  -f  fo„) =0 

ist,  so  dass  wir  bei  dem  nachherigen  Gränzen  ubergange  auf  die  f2  »^....f« 
keine  Rucksicht  mehr  zu  nehmen  brauchen.  Nun  durchläuft  aber  in 
den  obigen  Gleichungen  x  das  Intervall  a  bis  a  +  w— lö  und  zwar  ia 
Sprüngen,  deren  jedesmalige  Weite  durch  6  gemessen  wird.  Setzen 
wir  a  +  itö  —  b  also  a-f  n— 15  — b  —  6  und  lassen  n  unendlich  wachsen 
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and  folglich  6  unausgesetzt  abnehmen,  so  nähert  sich  die  Reihe  von 
Sprüngen,  mittelst  deren  x  von  a  auf  6— ö  zunimmt,  mehr  und  mehr 
einem  stetigen  Uebergange  von  a  nach  b ,  und  folglich  kommt  unter 
den  Werthen  von  x  auch  der  zwischen  a  und  b  liegende  Werth  x  vor, 
und  mithin  finden  sich  unter  den  Gleichungen  (5)  auch  zwei  auf  ein- 
ander folgende  von  der  Form 

F(») -#•<«-*)=/(*-«) +«i 
F(x  +  d)-F(x) =/■(*)  -M*+1 

wie  man  sogleich  übersieht,  wenn  man  x=kö  setzt.   Wollte  man  nun 

die  Gleichungen (5)  schlechthin  addiren,  so  würde  links F(a \n — 16)—  F(a) 
oder  fiir  unendlich  abnehmende  8 ,  F(b)  —  F(a)  herauskommen ,  und  dabei 
setzt  man  stillschweigend  voraus,  dass  sich  F(a  +  gegen  —  F(ci  +  8) , 
F(a+25)  gegen  —  F(a  +  2<5)  etc.,  also  überhaupt  F(x)  gegen 
— F(x)  hebe.  Das  ist  aber  nur  richtig,  sobald  F(ar)  einen  einzigen 
Werth,  falsch  dagegen,  wenn  es  für  irgend  einen  speziellen  Fall 
xwei  verschiedene  Werthe  hat,  oder,  was  auch  dasselbe  ist,  an  einer 
bestimmten  Stelle  x=k  eine  Unterbrechung  der  Continuität  erlei- 
det. Denn  da  in  diesem  Falle  F(x  —  0)  und  F(x-|-0)  von  einander 
verschieden  sind,  so  wird  jetzt  F(x)  —  F(x)=F(x — 0)  — F(x-J-O)  nicht 
mehr  Null.  Berücksichtigen  wir  nun,  dass  unter  den  Gleichungen  (5) 
die  beiden  unter  (0)  verzeichneten  d.  h. 

■  F(x-0)-F(x-ö")=A*-a)  +  «*, 
F(x+a)-F(x+0)=/-(x)  +  £*+1 

vorkommen,  so  giebt  jetzt  die  Addition 

F(a  +  n^lo)  -  F(x  +  0)  +  F(x  -0)  -  F(a) , 
= 3  [/(«)  +  f{a  +  8)  +  f(a  +  2d)  + ... + f(a  +  n~=Id)] 

d.  i.  durch  Uebergang  zur  Gränze 

F(b)  -  F(a)  +  F(x -0)-  F(x  +  0) 
=  Lim  [6  {/(«)  +  f(a  +  S)  +/-(a  +  2d)  + ... + f{a  +  i^lo) }  ] , 
d.  h.  mit  anderen  Worten ,  es  ist  jetzt 

J   f{x)dx  nicht  =F(6)-F(o) 

sondern  =  F(6)  -  F(«)  +  Lim  [F(x-e)  —  F(x  +  e)] , 
wobei  sich  das  Zeichen  Lim  auf  ein  bis  zur  Null  abnehmendes  e  be- 

8 
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zieht.  Hieraus  folgt  sogleich  noch  das  allgemeinere  Theorem  :  Erleidet 
die  Funktion  F(x)=/f(x)dx  an  den  zwischen  a  und  b  liegenden 
Stellen  x=ct,ßfyt...x  eine  Unterbrechung  der  Continuität,  so  ist 

»I 

f{x)  dx  nicht  =  F(b)  -  F(a) , 

a 

sondern 


J  f(x)dx=F(b)-F(a)+Um  [F(a-c)  -F(a+£>]  ? 

+Lim[F(/*-f)-~  F0  +  0]+  ...+Lim[F(x-£)~F(x+f)]S 
Hierzu  wird  das  folgende  Beispiel  nicht  überflüssig  sein.    Es  ist 

+  2  =  Arctan  1=5  +  C-  ® 

Nimmt  man  hier  :r  =  l-fc,  wo  c  eine  positive  Grösse  ist,  dann  i —0 
und  subtrahirt,  so  kommt 

1  f  c 


(7) 


/ 


fix  .  1  TT 

=  —  Arctan  — —  -j  , 


x*  —  2x  +  2 


oder,  weil  Arctan  j  =  ^  —  Arctan  c  ist. 


«»-to  +  a  =  ~  (t  ~  Arctan *)  (9) 


Die  Unrichtigkeit  dieses  Resultates  ist  aber  leicht  zu  sehen,  denn  da 

7t  7t  3?C 

Arctan  c  <  ^  oder  höchstens  =«s  ist,  so  fallt   Arctan  c  immer  ne- 
gativ aus,  wie  auch  die  vorhergehende  Form  zeigt,  und  folglich  wäre 
der  Werth  des  Integrales  negativ.  Nun  hat  man  aber  für  jedes  reelle 

x ,  x2  +  1  >  Ix,  folglich  ganz  sicher  #2+2>2.r  oder  x*  —  2ar+2>0 

d.  h.  positiv;  es  müsste  also  das  Integral  einer  stets  positiv  und  end- 
lich bleibenden  Funktion  eine  negative  Grösse  sein.  Aus  der  Gleichung 
(9)  lässt  sich  aber  sogleich  das  richtige  Resultat  ableiten,  wenn  man 
bemerkt,  dass  die  Funktion 

F(x)=z  Arctan 

welche  als  unbestimmtes  Integral  genommen  wurde,  an  der  innerhalb 
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des  Integrationsintervalles  1  bis  1-fc  liegenden  Stelle  x—l  eine 

Unterbrechung   der   Continuität  erleidet,     indem    nämlich   F  (1—0) 

1  n 
=Lim  Arctan  ^     ^ ^  —  Arctanoo  =+  ^  9  dagegen  F  0  +  0)  =  Lim 

1  71 

Arctan  t  /t  T  f\  =  Arctan  (— oo)  — — ist.  Die  rechte  Seite  von  (9) 
bedarf  daher  noch  der  Correktion  Lim  +      d.  i. 

Lim  [Arctan  y  — -  Arctan  —  ]  =  2  Lim  Arctan  ^ 
=2  Arctan  oo  =  jr, 
und  jetzt  ergiebt  sich  aus  Nro.  (9) 

-        o  ^-^+2=l-fArctanC- 

Die  Richtigkeit  dieses  Resultates  ergiebt  sich  auch  dadurch,  dass  man 
statt  der  Form  (8)  die  folgende  braucht: 

dx 


f 


=  Arctan  (o:—l)  +  C, 


—  2x  +  2 

woraus  man  den  Werth  Arctan  c— Arctan (—1)  findet,  der  mit  dem 
vorigen  zusammenfallt*). 

Ein  zweites  Beispiel  ist  das  folgende.    Man  hat 


dx  1    .  xs'md-  „ 

—  -v— «i Arctan  i — -  ^, 


l-'lxvos&+x'1  ""  sin  £  1— #cos# 

und  mithin  für  x—b  und  x~  —  b 

(10) 

Cb  dx  1    f  A  Äsin^  6  sin  fr  ~1 

J4  l-2*cos*+.i*  =  SK*  LArctanI=«^  +        "  i  +  6cos^J' 


•)  Man  sieht  hieraus,  dass  die  gewöhnlich«  Definition  des  bestimmten 
Integrales,  welche  dasselbe  als  die  Differenz  F(6)  —  F{a)  bezeichnet,  eine 
höchst  unsichere  ist,  da  sie  ganz  verschiedene  Werthe  giebt,  jenachdem  man  für 
F(x)—ff(x)dx  diese  oder  jene  Form  benutzt.  Diese  Unsicherheit  rührt  da- 
her, dass  man  die  beiden  extremen  Werthe  F(a)  und  F(J>)  durch  einen  Ak* 
willkührlichen  Setzens  zum  Vorschein  bringt,  oder  zwei  isolirte  Stellen  von 
F(X)  aus  dem  Verlaufe  der  Funktion  herausgreift,  unbekümmert  um  den  Ver- 
lauf selbst  zwischen  diesen  Stellen,  während  wir  dagegen  in  den  Gleichungen 
(5)  statt  eines  Sprunges  von  F(a)  auf  F(ö)  einen  stetigen  Uebergang  v 

8* 
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Dieses  Resultat  ist  aber  nur  so  lange  richtig,  als 

F(x)=z-t— s  Arctan  <  — -r 

v  7    sin  &  \  —  xcQ&i> 

■  • 

conti  mrir  lieh  bleibt;  wird  nun  1— 3rcos#=0,  also  a?=scc#,  so 
Discontinuität  in  F(x)  ein,  denn  für  x=sec$  ist 

F(*-0)==L.m^  Arctan  ^^-Z^— 

=  sTnVim  Arctan  ^tcMT*  =  s^Arctan(+Q0) 

1  * 

sin  # '  1 

und  ebenso  für  negative 

r,,   .  /*       1    .  .     4         tan#-f-fsin#        1  -  * 

F(*+0>=iSr*L'm  Arctan    -tcog»    =  sind  Arctan  <"X) 
in. 

Für  6<sec#  kommt  in  dem  Intervalle  a:=— 6  bis  ar=-f  6  det 
Werth  a;  =  sec#  nicht  vor,  folglich  wird  dann  jF(.t)  nicht  diskontinuir- 
Hch  und  die  Gleichung  (10)  gilt  daher  nur  unter  der  Bedingung  6<sec$. 
Für  6>sec#  dagegen  erleidet  F(x)  innerhalb  des  Intervallen  — h  bis 
+6  eine  Unterbrechung  der  Continuität  und  folglich  bedarf  es  dann 
noch  der  Addition  von 

Lim  [F(k  -  f ) — Fix  +  •)]  ss  F  («  -  0)  -  F(* + 0; 


sin  # 


so  dass  es  also  für  6>sec#  h rissen  muss : 

r  d* 

J_h  1— 2*cos4H-£*  V(ll) 
1    r       «  6sin#  6sin#  ~1 

=  35*  L *~ Aretan  6cos#-l  +  Arctan  Äco^+lJ 


mittrlt  haben.  Beides  kommt  nun  bei 
selbe  hinaus,  weil  man  hier  auf  ununterbrochenem  Pfade 
laufen  kann,  bei  einer  diskontinuirlichen  Funktion  dagegen  giebt  es  gar  Ii 
Uebergang  von  F{ä)  nach  F (*) ,  beide  sind  nicht  Stellen  eines  und 
Weges,  sondern  völlig  getrennter  Pfade.    Beachtet  man  diess  nicht , 
wickelt  man  sich  leicht  in  die  gröbsten  Widersprüche. 
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Lässt  man  6  ins  Unendliche  zunehmen,  so  ist  die  genannte  Bedin- 
gung 

immer  erfällt,  und  man  hat 


1— 2ar  cos  sin  (12) 

Auch  hier  lässt  sich  leicht  eine  Controle  anstellen,  sobald  man  fär 
F(x)  eine  Form  braucht,  welche  keiner  Diskontinuität  unterworfen  ist, 
nämlich  die  folgende : 


dx               1    -    ,          cosfr  r 
=  — — r-  Arctan — -t— jr  r  G. 


l— ircos#+ara  sinä" 
Man  erhält  dann  auf  alle  Fälle 

1     rA.      6-COSO       Arrfnn&  +  C°8^1 

1-2^*+*»  =  ^LAretÄn"Ä^" + ArclMl  J 

und  die  üebereinstimmung  dieser  Formel  mit  denen  in  (10)  und  (lt) 
lässt  sich  jetzt  leicht  dadurch  nachweisen,  dass  man  in  jeder* der  drei 
Gleichungen  die  beiden  darin  vorkommenden  Bügen  mittelst  der  Formeln 

*-ß 

Arctan  a  -  Arctan  ß  =  Arctan  jqp^ » 
Arctan«  +  Arctan/J==Arctao^±^,  fär  aß<l 
=  *-Arctan^j,  für  aß>i 

in  einen  einzigen  Bogen  zusammenzieht.   Man  findet  so: 

dx 


f. 


f  .  1— 2a;cos0  +  a:* 

1  26  sind  fl,  ... 

=  sin-5ArctanT^'  'fflrK1 
1    p       t        26sin#-|  , 

=  ^ln"  Arctan  ~V=lA  '  99  b> 

Ein  drittes  nicht  weniger  bemerkenswerthes  Beispiel  liefert  das 
Integral 

/  sind: 

/   s—  dar. 

t{  cos*x 

Man  erhält  nämlich  zuerst  durch  unbestimmte  Integration 
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und  daraus  scheint  zu  folgen 

s'mx 


r 


cos*a;  cosrc 


mn 

was  aber  oflfenbar  unrichtig  ist,  weil  die  Funktion  2  von  #=0  bis  x  —  * 
positiv  bleibt  und  mithin  auch  ein  positives  Integral  haben  muss.  Da 

mm— — an  der  Stelle x=  ^ unstetig  wird,  indem  hier  die  Funktion 
cosx  l 

aus  +  »  nach  — »  uberspringt,  so  bedarf  es  noch  der  Addition  von 

!             1                   1        —  2 
Lim  T  -TZ.  v  TZ  x   I  =  Lim  ihTe  =  00  ' 


und  mit  hm  ist 


£cos(^-£)    cos(|  +  t)J 
Pn  sin.i?  , 

1/        COS  lJT 


Von  der  Richtigkeit  dieses  Resultates  überzeugt  man  sich  leicht  durch 

sin  x  it 

die  Bemerkung,  dass  die  Funktion  zzz2^.yona:=  2  bisa;=7r.  ganz  die- 

TC 

selben  Werthe  annimmt,  wie  von  x=0  bis  x=  dass  folglich  die 
durch  die  Gleichung 

s'inx 

cssaar 

repräsentirte  Curve  innerhalb  des  Intervalles  0  bis  n  aus  zwei  con- 
gruenten  positiven  Zweigen  besteht.    Ihre  Fläche  ist  demnach  das 

9t 

Doppelte  von  derjenigen,  welche  über  der  Ausrisse  steht,  oder  man 
hat 


71 


I  Jür¥~  dx  —  ^  I  ~n ai„<lx 
«'     cosz#  J  cos-\r 


und  daraus  ergiebt  sich  derselbe  Werth  wie  oben. 

II.   Wenn  zweitens  f{x)  innerhalb  des  Intervalles  x=a  bis  x 
eine  Unterbrechung  der  Continuität  erleidet,  so  müssen  wir  uns  vor 
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Allem  über  die  Bedeutung  verständigen,  welche  jetzt  dem  Ausdrucke 


zugeschrieben  werden  soll.  Denn  findet  jene  Unterbrechung  bei  ar=x 
statt,  so  kommt  in  der  Reihe 


.  A«)>A«  +  S),f(a  +  2*),  .../*(«  +  n-ld) 
das  Glied  f{%)  vor,  sobald  a  +  £6*  =  x  gesetzt  wird,  und  da 
fragt  sich  nun,  welcher  von  den  beiden  dieser  Funktion  zukommenden 
Werthen  zu  nehmen  sei.    Hierauf  ist  die  Antwort  leicht,  sobald  man 
sich  das  Integral  in  zwei  andere  zerlegt  denkt,  welche  die  Intervalle 

a  bis  x  und  x  bis  b  umfassen.  Für  =  dund  — — =d'  ist  nämlich 
dann 


f  f{x)dx+fhf{x)dx 


dem  Gränzwerthe  von 

* [/(«)+ A«  +  s)       aa)  +  ...+/•(„+;   

+  <*'  [/(*)  +  A*  f  <*')  +  A*  +  25') + ...  +  A*  +  »  - W')] 

*  • 

gleich  und  hier  wollen  wir  /(a  +  n^ld)—  A*~  und  das  folgende 
/"(*)  dadurch  unterscheiden,  dass  wir  Um  f(x-5)  =  f(x  -0)  und  f(x) 
fär /l(x -f  0)  rechnen,  also  von  den  zwei  Werthen,  welche  fix)  besitzt, 
den  ersten  für  den  Endwerth  der  ersten,  und  den  zweiten  für  den 
Anfangswerth  der  zweiten  Ueihe  ansehen.  Mit  anderen  Worten,  wir 
schreiben  statt  der  vorigen  Zerlegung  die  folgende 


/x  —  r»  pb 

«  X  +  o 


x  +  f 

wobei  e  und  e'  awei  bis  zur  Gränze  Null  abnehmende  Grössen  bedeu- 
ten. Da  nun  f(x)  hier  conti  im  Mich  bleibt,  einerseits  zwischen  a  uud 
x — £,  andererseits  zwischen  x  +  c'  und  6,  so  können  wir  für  ff(x)dx 
=  F(.t)  +  C,  vorausgesetzt,  dass  für  F(x)  keine  diskontinuirlich  wer- 
dende Form  genommen  wird, 
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f 


f 


f  f(x)dx=F(b)-F(x  +  e') 
setzen,  und  dann  ist 

bf(x)dx=F(b)-~F(d)  +  Lim[F(x-£)  -F(x-M')]  (13) 

a 

Es  findet  also  hier  eine  ganz  ähnliche  Differenz  zwischen  den  beiden 
Aoffassungs weisen  des  bestimmten  Integrales  statt,  wie  vorhin.  Wird 
überhaupt/"^)  an  den  zwischen  a  und  b  liegenden  Stellen 
diskontinuirlich,  so  ist 

b  . 
f(x)dx=F(b)-F(a)+L\m[F(a-e)—F(cc  +  b')]        j  (U) 

+  Lim[F(/3-i?)-F05+V)]+...+Lim[F(x-?)~F(*  +  D/)]  ' 
wobei  s,s'  ,rj,rj'  ,...q,q'  sämmtlich  Grössen  bezeichnen,  die  bis  zur 
Null  zu  vermindern  sind. 

Man  wird  leicht  bemerken,  dass  die  Werthe  solcher  Integrale, 
n  denen  f(x)  eine  oder  mehrere  Unterbrechungen  der  Stetigkeit  er- 
leidet, im  Allgemeinen  vieldeutig  sind.  So  ist  z.  B.  för  f(x)  =  — ,also 

x 

F(ar)=i/M,  wo  nun  f{x)  an  der  Stelle  Null  diskontinuirlich  wird, 
22  =  \        - 6)2)  +  Lim U *)*) - 1 K*'*) } 

-4  X 

=  iLim/0)2 

und  da  c  und  s'  bis  zur  Gränze  Null  abnehmen,  ohne  dass  ein  be- 

0 

-o 


m 

stimmter  Zusammenhang  zwischen  beiden  statt  findet,  so  wird- 

d.  h.  völlig  unbestimmt.  Setzt  man  dagegen  e'=s und  ebenso  rf=ri,...(}'=Q, 
so  fallt  diese  Unbestimmtheit  weg  und  wir  nennen  dann 

F(6)— F(«)  +  Lim  [F(a— e)  -  F(a  +  e)] 
I  -f  Lim  [FflJ-f)]  - F(ß  +  «)]  -f ...  +  Lim  [F(x  -  e)  - F (x + e)] 

den  Hauptwerth  des  zwischen  den  G ranzen  a  und  b  genommenen  Inte- 
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grales  von  f(x)dx.  Dabei  ist  statt  immer  e  geschrieben  worden, 

weil  alle  jene  Grössen  unendlich  abnehmende  sind  und  bei  der  Will- 
kührlichkeit  dieser  Abnahme  nichts  auf  ihre  Bezeichnung  ankommt. 


$35. 

Singulare  IVerlhe  bestimmter  Integrale.  , 

Es  enthalte  ein  bestimmtes  Integral  eine  willkuhrlicbe  Constante 
r,  sei  also  von  der  Form  * 

J  f(x,r)dx, 

a 

so  ist  der  Werth  desselben  offenbar  von  r  abhängig;  man  darf  aber 
hieraus  nicht  «chliessen,  dass,  wenn  r  einen  speziellen  Werth  o  be- 
kommt, für  welchen  f(x,r)  =  0  wird,  auch  nothweudig  das  ganze  In- 
tegral verschwinden  müsse.   Denn  das  obige  Integral  ist  gleich 

Lim[$i  f(a,r)  +f(a  +  8,r)  +/Ta  +  2o\r)  +  . . 

+  /•(«  + »-16»}]  . 

und  hier  erhellt  nun  Folgendes.   Annullirt  sich  f(x,r)  für  r  =  g  und 
jedes  innerhalb  des  Intervalles  a  bis  b  enthaltene  x,  so  verschwinden  * 
alle  Glieder  der  vorstehenden  Reihe  und  man  hat  dann  allerdings 

/*  - 
f{xt  Q)dxr^Um  [o\  0]=0. 

Giebt  es  dagegen  zwischen  a  und  6  einen  Werth  £  von  x  der  Art,  dass 
/*(|.  p)  nicht  =0,  sondern  unbestimmt  oder  gar  unendlich  wird,  so 
verschwinden  nicht  alle  Glieder  der  vorigen  Reihe  und  es  bleibt 

« 

wo  nun  nicht  behauptet  werden  darf,  dass  sich  die  rechte  Seite  annul- 
iere. Im  Gegentheile  kaon  das  Integral  dann  noch  eioen  bestimmten 
Werth  haben,  welchen  man  den  singulären  Werth  des  bestimmten 
Integrales  nennt. 
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Ein  solcher  singulärer  Werth  tritt  z.  B.  bei  dem  Integrale 


rdx 


ein,  wenn  r=0  genommen  wird,  denn  hier  giebt  es  ein  System  von 
Werthen,  für  welche  die  Funktion  2_T  g  nicht  verschwindet,  nämlich 

r=0,ar=0,  wobei  der  letzte  Fall  in  dem  Integrationsin tervalle  —  b 
bis  b  enthalten  ist.   Nun  hat  man  aber 

t/*^2=Arctan  ^-Arctan(- 


-b 


=  2  Arctan  -  , 

T 


und  folglich  ist  der  dem  Falle  r=0  entsprechende  singulare  Werth 
des  Integrales : 

= 2  Arctan  oo  =  n. 

Eine  zweite  Art  singulärer  Werthe  entsteht  häufig  dadurch,  dass 
man  die  Integrationsgränzen  einander  unendlich  nahe  kommen  lässt. 
Steht  nämlich  ein  Integral  unter  der  Form  : 


/a+r 


r)dx 

a 

so  ist  bekanntlich  sein  Werth  durch 

r/X«  +  Ar, r)  ,  1>A>0 

ausdruckbar.  Wenn  nun  r  bis  zur  Gränze  Null  abnimmt,  so  kann  oft 
der  Fall  vorkommen,  dass  f(a  +  Xr,r)  beim  Uebergange  in  f(a,0)  un- 
endlich und  folglich 


Lim  ffU 


wird,  und  diess  kann  eine  Ausnahme  von  der  Regel  bilden,  dass  der 
Werth  eines  zwischen  gleichen  Integrationsgränzen  genommenen  Inte- 
grales Null  ist.    So  verschwindet  z.  B.  das  Integral 


r 


rdx 
r2  +  .x* 
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nicht  für  r=0;  denn  man  hat 

f "  '  il-  2  =  Aretan  -±-  -  ArctanO, 
und  folglich  für  r=0 

—  -—  Are  tan  <*>  =  --5. 

0 

Ein  zweites  Beispiel  hierzu  liefert  das  Integral 

/dx  r2 

Für  #=rcosM  giebt  nämlich  die  unbestimmte  Integration 

/dx  »•  /»  <*« 

J 

vi? 

mithin,  weil  aus  cos  u  =  -  folgt  tan  t*=  

*^  ar 


=  f=  Aretan  (77^7  ^ 

V  V  2/ 


/•     jfL_  -  Aretan 

und 


/ 


dx  _  ?c 

Vi*-*2  r2  +  ^     2  VJ  ' 


und  da  der  Werth  des  Integrales  von  r  unabhängig  ist,  so  wird  auch 
für  unendlich  abnehmende  r 

Pr     dx         r2  _n_ 

Um  J  V?*=*2       ~  2  Vf ' 

Diese  Beispiele  werden  hinreichend  das  Vorkommen  singulare* 
Werthe  erläutern,  und  ermahnen  zueiner  gewissen  Vorsicht  bei  allen  die 
Theorie  bestimmter  Integrale  beireffenden  Untersuchungen. 
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§  2& 

Transformationen  bestimmter  Integrale. 

En  sind  hauptsächlich  drei  Umwandlungen,  denen  bestimmte  In- 
tegrale unterworfen  werden  können,  nämlich  die  der  Einfuhrung  einer 
neuen  Variabein ,  der  Zerfallung  des  Integrationsintervalles  und  der  An- 
wendung von  Differenziation  und  Integration  in  Bezug  auf  eine  im  In- 
tegrale vorkommende  arbiträre  Constante. 


I.    Die  erste  dieser  Transformationen  besteht  darin,  dass 
in  einem  Integrale  von  der  Form 

»• 

f[<P  (*)]  d* 


statt  <p(x)  einen  einzigen  Buchstaben  schreibt,  und  diese  neue  Grosse 
als  unabhängige  Variabele  ansieht.  Es  folgt  daraus  ganz  wie  im  §.  3. 
no.  4.  für  <p(x)  =  z  ,  x  —  ty{z)  mithin  f[cp(x)]  dx  =  f{i)y'(z)dz. 
Wenn  nun  ferner  x  den  Werth  a  erhalten  hat,  so  ist  z  —  <p(a)  ge- 
worden, und  ebenso  entspricht  demWerthe  x=b  der  Werth  z=<p(b). 
Daher  ist  jetzt 

f'fl<p{x)]dx  =  ffm'  (z)efc,  (1) 

wobei  man  rechts  auch  wieder  x  für  z  schreiben  konnte,  da,  wie  leicht 
zu  sehen,  in  einem  bestimmten  Integrale  nichts  auf  die  Bezeich- 
nung der  Variabein  ankommt,  nach  welcher  integrirt  wird. 

Für  <p(x)  =  hx  +  k  ergiebt  sich  beispielsweis 

f{hx+k)tlx  =  \l  f(z)dz  C2) 

a  Uha\k 

und  uoch  spezieller  für  ä  j=  —1,  £  =  0,  wenn  x  für  z  geschrieben 
wird , 


j>if(-x)dx = — y*  fix)dx. 
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und  darauf  die  Gleichung  selbst  in  umgekehrter  Ordnung,  so  hat  man 
den  sehr  häufig  anwendbaren  Satz: 

fit*)  dx  t= Jf{-  x)  dx.  (3) 
Für  a  =  0  ,  b  =  1  ergiebt  sich  noch  aus  no.  (2) 


f(i)dz  =  h J  f(hx+k)dx 


k  o 
und,  wenn  k  =  «  ,  h  =  ß— a  gesetzt  wird 


.     f?m  d*  =  {ß-«)f  Vi«  +  03  -  «)*]  d*  (4) 

a  O 

Nicht  ohne  Interesse  ist  hier  noch  die  Substitution 

=  i — ~— —  also 


*  •  • 


Es  folgt  daraus  zunächst 

und  wenn  ferner  x  die  Wertbe  0  und  1  angenommen  hat,  ist  y  =  0 
und  y  —  i  =  x  geworden.   So  wird  dann  aus  (4) 

a  O 

und  der  Sinn  der  Gleichungen  (4)  und  (5)  ist,  dass  sich  jedes  be- 
stimmte Integral  mit  beliebigen  endlichen  Gränzen  in  ein  anderes  ver- 
wandeln lässt,  welches  entweder  die  Integrationsgränzen  0  und  1  oder 
0  und  od  besitzt. 

II.  Während  die  so  eben  behandelte  Transformationsmethode 
nur  in  der  durch  die  Existenz  von  Integrationsgränzen  bedingten  Mo- 
difikation eines  auch  auf  uubestimmle  Integrale  anwendbaren  Verfahrens 
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war,  ist  die  zweite  Art  von  Umwandlungen  den  bestimmten  Integralen 
eigenthümlich ;  sie  beruht  nämlich  auf  dem  Satze  dass  für  a  <y 
. . ..  <x  <6 

f*f{9)d*  =  faf{x)dx  +  f*f(x)dx  +f'f{x)dx  +  

a  a  a  ß 

•  •••  +  j*  f(x)dx 

x 

ist  und  besteht  in  einer  Verbindung  desselben  mit  mehrfacher  Anwen- 
dung von  Substitutionen.  Das  allgemeine  Schema  derselben  ist  folgen- 
des.  Man  betrachte  das  Integral 

J*Cf(x)dx 

und  setze  voraus,  dass  c  nächst  grösser  ist  als  das  nfache  einer  klei- 
neren Grosse  k,  dass  man  also  c  fca  w£-f  r  setzen  kann,  wo  n  eine 
ganze  positive  Zahl  und  r  einen  Rest  <&  bezeichnet.   Es  ist  dann 

f(x)dxz=  J  f(x)dx 

/k  pik  pn  p*k 

f(x)<lx  +  /   f{x)dx  +  /   f(x)dx  +  /  f(x)dx+... 

Orth  S*nk  +  r 

•.  + ■   /  f(x)dx  -f  /  f(x)dx. 

(n—i)k  nk 

Nun  setze  man  im  ersten  Integrale  x  =  z,  im  zweiten  a:  =  k  -f-  z, 
im  dritten  x  —  z,  ....  im  ?iten  ar  =  (m — \)k\z  und  im  letzten 
#  =  nk  \-z,  so  erhält  man  sogleich 

=fkf{i)dx+fkf{k\z)dz  +  f*f&*+ *)*+.;.. 

o  «  o 

...  +  ^  ft»^T*  +  z)<b  +  j*Tf{nk  +  z)dz 

o  o 

und  hier  lassen  sich  die  n  ersten  Integrale  wegen  der  gleichen  Inte- 
grationsgraden in  ein  einziges  zusammenziehen.  Schreibt  man  noch 
x  für  z,  so  ist  jetzt 
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/nt  f  r 

= fk\nx)+ak+x)+an  +*)  + ... +/(^n  k+*)\da: 

+frf{nk\x)dx,  (6) 

0 

also  das  Integral  auf  zwei  andere  von  kleineren  Integrationsintervallen 
zurückgeführt.  Man  kann  diese  Reduktion  aber  noch  weiter  treiben, 
denn  es  ist 

fkF(x)dx  =  f*kF(x)  +  dx  fkF(x)dx 

und  wenn  im  ersten  Integrale  rechts  x  —  2,  im  zweiten  x  —  k  —  z 
gesetzt  wird 

J*kF(x)dx=  j**F(z)dx  +  y*V(*~  €&)*. 

Kehrt  man  im  zweiten  Integrale  rechts  die  lntegrationsgränzen  um,  so 
w  ird  dasselbe  wieder  positiv,  und  schreibt  man  jetzt  x  für  2,  so  ist 

J*kF(x)dx=  J**\p(x)  +  F(k-9)]d9.  (7) 

Diess  lässt  sich  sogleich  auf  die  Formel  (6)  für  F(x)=  f{x)+f{k+x) 
-f-  /*(2A*  -f-  x)  +  . . .  -f  /*(«  —  1  k -f .t)  an  wenden  und  giebt  dan  n  : 

Zill 

- J    [fix)  +f{k  -  .r)  +  f(k  +  ar)  + /><2*  -  x)  +/\2* + x)  + . . . 

+  .../( »— 1*  +  -  *)]  dx  +  /  V(**  +  x)  d* 

Hieraus  folgt  z.  B.  für  k  =  tc,  /fa*)  =  qp(sin2.z): 

qp(sin2a:)<£i;  =  2m  /    9?(sin2or)fZar  +  /  <jp(sin2.r)f/a:, 

ü  o 

indem  hier  f(k)  =  f(k-x)  =  f(k  +  x)  =  f(2k—x)  ....  wird. 

Eine  häufig  vorkommende  Anwendung  dieser  Transformations- 
methode ist  die  folgende.    Man  hat 

J*f(x)dx  =  J*°f(x)<lx  f-  J*}(x)d9, 


nk\r 

dx 


(8) 


—  e  — c 
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und  wenn  man  für  das  erste  Integral  rechts  die  Formel  (3)  für  a  =  c, 
6=0  benutzt 


j}lx)dx  =  J*}(-x)dx  + f}{x)dx 

—  o  o  n 


d.  L 


J>}{x)dx=f  '{fir-x) +f{x)]  dx.  (9) 

—  c  0 

Daraus  erhält  man  z.  B. 

J*}(x)dx  =  2 J*'  f{x)dx  oder  =  0, 
— c  o 


jenachdem  f(x)  die  Eigenschaften  f(-^x)=f(+x)  oder /*(-f-ar) 
besitzt.  Der  erste  Fall  hiervon,  würde  z.B.  auf  die  Form  f(x)z=ztp(x*)n 
der  zweite  auf  f{x)  =  xq>(x*)  passen. 

III.   Enthält  ein  Integral  eine  willkührliche  Constante  r,  ist  es 
also  von  der  Form 


R  =J^  f{x,r)dxt 


wo  wir  der  Einfachheit  wegen  a  und  b  als  unabhängig  von  r  voraus- 
setzen, und  bleibt  ferner  f"r(r.x)  stetig  und  endlich  von  x  =  a  bis 
x  =  b,  so  haben  wir  bekanntlich 


Es  kann  nun  leicht  sein,  dass  das  neue  Integral  auf  der  rechten  Seite 
so  einfach  ausfallt,  dass  man  seinen  Werth  unmittelbar  bestimmen  kann. 
Heisst  <p(r)  derselbe,  so  wird  jetzt 

dR         f  .  .  • 

7fr  = 

und  mithin 

wo  man  nun  die  Constante  C  noch  zu  bestimmen  hat;  diess  ist  in  den 
Fällen  nicht  schwer,  wo  es  einen  speziellen  Werth  von  r  giebt,  für 
welchen  f(x,r)  und  zugleich  das  Integral  davon  (R)  verschwindet.—  Ent- 
hält das  gegebene  Integral  von  Hause  aus  keine  willkührliche  Constante, 
so  trägt  man  willkührlich  eine  solche  hinein  und  verallgemeinert  es  auf 
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diese  Weise.  Das  Technische  des  Verfahrens  werden  die  folgenden 
Beispiele  zeigen. 

Verlangte  man  den  Werth  des  Integrales 

/*  Arctanar  dx 
*  Vi-*»' 

so  betrachte  man  das  allgemeinere 

^       Z*1  Ärctanr^  dx 

Jo  '  *  vi-«4' 

Hier  giebt  die  partielle  Differenziation  nach  r: 


tfjg      Z»1       1  dar 


und  wenn  man  x  =  sin*  setzt, 


f/r  "V      1  +  r*  sin         2  VT+ 


o 

wie  man  mittelst  der  Formeln  des  §.  18.  auf  der  Stelle  lindet.  Es  ist 
nun  weiter 


%J  VT+T» 


Aus  der  ursprünglichen  Bedeutung  des  /»'  ersieht  man  aber  ohne  Mühe, 
dass  für  r  =  0  auch  R  =  0  wird,  und  mithin  muss  auch 

(für  r  =  0) 

sein.  Durch  Subtraktion  dieser  Gleichung  von  der  vorhergehenden 
wird  jetzt 

und  mithin 

/■  Arctan  ra?      dx  n   Pr  dr 

u  o 

9 
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Daher  ist  jetzt  das  ursprüngliche  Integral: 

'          C 1  Arctan:r   7t   P  i  dr 

und  damit  hat  man  das  gegebene  Integral  aus  einer'  transcendenten 
Form  in  eine  algebraische  gebracht.  Diess  ist  immer  ein  Vortheil,  auch 
wenn  man  nicht,  wie  zufällig  hier,  die  Integration  nach  r  ausführen  kann. 

Ein  complizirteres  Beispiel,  welches  später  kommenden  Entwik- 
kelungcn  zufolge  eine  wichtige  geometrische  Bedeutung  besitzt,  bildet 
die  Transformation  des  Integrales: 

worin  a  und  ß  ächte  Brüche  sind.  Dasselbe  ist  ein  spezieller  Fall  de« 
folgenden  allgemeineren : 

J     V  (*•-«*)  (jJ*-;e*)    V.t— rxj 

und  hier  giebt  die  Differenziation  nach  r: 

dB  _  />J         l-g»  ggrfg 
rfr     t/     VT**- «»)(/*•-*»)  1  —  f***" 

Setzt  man  nun  x*  =  y,  also  2xdx  =  c/y  ,  a2  =  a  ,  /3*  =  6,  so  gebt 
das  Integral  in 

über,  wofür  man  wegen 

auch  die  folgende  Zerfallung  eintreten  lassen  kann: 

dR  _  1    Ph  ___d]t  1  —  r»  /**  rfy  

dr      t»J     V'ör-cXÄ-y)         r2  J  (l-^V (y-fl)(6-y) 

Um  nun  das  Radikal  wegzuschaffen,  substituiren  wir 

y  =  i(6  +  a)-i(6— a)cosu, 
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wodurch 

y  —  a  =  fl)(l  — C08M). 

A — Jf  =  i(6-a)(l+cos«); 

folglich 

V(y-a)(6— y)  =  i(b-a)8mu 
wird.   Ferner  hahen  wir  dy  =  \  (b  —  a)s\nudu,  mithin 


dy 


V(y-a)(d-yj 

Wenn  ferner  «  die  Werthe  a  und  6  angenommen  hat,  ist  entsprechend 
cos«  =  1  und  cos«  =  —1,  d.  h.  «=0  und  «=«  geworden,  und  nach 
allen  diesen  Substitutionen  wird  jetzt 

rfr       rV       U        r*    J     1—  » (6  +  a)r»  +  l(b— «)r2cos«* 

O  0 

Die  Ausführung  beider  Integrationen  ist  nicht  schwer,  sobald  man  die 
Formel 


du 


^    h  +  k  cos  «      V  (h—U)  (h+A) 
in  Anwendung  bringt,  und  man  erhält  so 

S     r*        r»  y  (l-or«)(l^Kä)  T 
oder  unter  Berücksichtigung  der  Werthe  von  a  und  b, 

dR  7t  

tlr  —  VQ-iPi*)(l-0%a) 


+  * 


L1    V(l-«VK1HJV*>3  r* 


Hieraus  ergiebt  sich  nun  sogleich 


r  -  7t  r  

J  va- 


Vr(I-"aftr2)(l-/Sara) 

Aus  der  ursprünglichen  Bedeutung  von  Ä  geht  aber  hervor,  dass  sich 
jß  mit  r  gleichzeitig  annulliren  muss ;  man  kann  daher  zu  der  vorste- 

9*  • 
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henden  Gleichung  noch  eine  zweite  hinzusetzen,  deren  linke  Seite  die 
Null  und  auf  deren  rechter  Seite  nach  geschehener  Integration  r  =  0 
zu  nehmen  ist.  Subtrahirt  man  diese  zweite  Gleichung  von  der  vori- 
gen, so  hat  man  nach  einer  Eigenschaft  des  bestimmten  Integrales 

Jo  VCi-^Kl-^r*) 

Nimmt  man  endlich  r  =  1,  so  geht  R  in  das  gegebene  Integral  (11) 
über,  und  es  ist  dann  , 

t/     \f (x*-a*)(P*-x*)     Vi—  xJ  - 

i/     L  (l-«V*)(l-/3*r*) J 

Da  wir  tt  und  /3  als  Sehte  Bruche  vorausgesetzt  haben;  so  hat  es  jetzt 
keine  Schwierigkeit,  die  beiden  unter  algebraischer  Form  stehenden 
Integrale  in  unendliche  Reihen  zu  verwandeln.  . 

§  27. 

Bestimmte  Doppelintegrale  mit  constanten  Grämen. 

Die  dritte  unter  den  vorhin  entwickelten  Transformationsmetho- 
den führt  unter  Anwendung  einer  kleinen  Modifikation  zu  einem  für  die 
Theorie  bestimmter  Integrale  sehr  wichtigem  Theoreme.  Bleibt  näm- 
lich f"r(x,r)  stetig  und  endlich  von  a  =  a  bis  x  =  b,  so  ist 

d  C  f(.r,r)dx  h 

folglich  durch  Multiplikation  mit  dr  und  nachherige  Integration  in  Be- 
zog auf  r 
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Setzen  wir  hier  r  =  0,  r  =  a  und  subtrahiren  die  so  entstehende!! 
Gleichungen  von  einander,  -so  wird 

a  a  na 

oder 

a  a  a 

und  dies«  ist  eigentlich  nichts  Anderes  als  der  allgemeine  Ausdruck 
der  im  vorigen  Paragraphen  unter  no.  3.  angegebenen  Transformations- 
methode.   Setzen  wir  weiter 

so  folgt 

tX*>r)  =  /\{x,r)dr  +  C, 

wobei  x  als  constant  in  Bezug  auf  die  nach  r  vorzunehmende  Integra- 
tion angesehen  wird,  und  wenn  nun  qp(.r,r)  für  alle  r  von  r  =  a  bis 
r  =z  ß  endlich  und  stetig  bleibt,  so  ist  jetzt 

f(x,ß)-f(x,a)  =       p(±,r)r/r,  ' 

a 

und  wenn  diess  in  die  Gleichung  (1)  substituirt  wird,  so  ergiebt  sich 
J*  dx  j** \p(x,r)dr  =  J*k * dr  J*  f(xtr)dx, 

a  a  a  a 

d.  h.  wenn  zwei  Integrationen  in  Beziehung  auf  zwei  von  einander  un- 
abhängige Variabein  zu  verrichten  sind,  so  bleibt  die  Anordnung  hill- 
sichtlich der  Aafeinanderfolge  dieser  Integrationen  der  Willkühr  über- 
lassen. Zugleich  gilt  jede  Veränderliche  als  Constante  für  die  Inte- 
gration in  Beziehung  auf  die  andere  Varrabele.  Man  darf  aber  nicht 
übersehen,  dass  hier  noch  f'r(x,r)  d.  h.  g>'r(xtr)  endlich  und  stetig 
bleiben  muss  von  x  =  a  bis  x  =  b  und  ebenso  <p(x,r)  von  r  =  a 
bis  r  =  ß;  die  erste  von  diesen  Bedingungen  ist  aber  erfüllt,  wenn 
<p(x,r)  von  x  =  a  bis  x  =  b  stetig  u m\  endlich  bleibt,  weil  die  Dif- 
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ferenziation  in  (p'r(xtr)  nicht  nach  dem  hier  in  Frage  kommenden  x 
geschieht  und  daher  kann  man  sagen:  Bleibt  <p(xy%)  endlich  und  con- 
tinuirlich  für  alle  Paare  von  Werthen,  welche  man  willkührlich  aus 
den  Intervallen  x  =  a  bis  x  =  b  und  £  =  a  bis  g  =  ß  herausgrei- 
fen kann,  so  ist 

fhilxf\{x,\)d\  = fßdl  fb<p{xf®dx  (3) 

a  '  a  um 

Dieser  Satz  bildet  ein  Hauptmittel  zur  Transformation  doppelter  Inte- 
grale, lässt  sich  aber  auch  als  ein  Instrument  zur  Entdeckung  der  ver- 
schiedensten Integralformeln  benutzen,  sobald  man  die  Funktion  (p(x,0 
so  wählt,  dass  man  bei  der  einen  Anordnung  der  Integrationen  nur 
die  eine  Integration,  bei  der  anderen  dagegen  beide  Integrationen  aus 
führen  kann.   So  ist  z.  B.  für 

q>(x,£)  =  e-^sinx 
a  =  0,6  =  oo  ;  a  =  0  ,  ß  =  co 

die  linke  Seite  der  Gleichung  (3) : 

/CD  y»CC  S*<*3  /»CD 

dx  I     e-*tsmxdl»  =  /     dx  sin  x  I  er-*sd£ 

O  0  o 


=/ 


1  •  1 

dx  sin  x  — 
x 


und  die  rechte  mit  Hülfe  von  Formel  (8)  §  20  für  a  =  \  ,  b  =  1 

/»30  /»CO  /»CD  \  n 

J     dlj     e-*S&\nxdx  =  /     dl  ==2  ' 

Oü  o 

mithin  durch  Vergleichung  beider  Resultate: 

J    ~<'*  =  T 

o 

Es  lässt  sich  diese  Formel  durch  die  Substitution  x  =  cz  noch  etwas 
verallgemeinern ;  man  erhält  nämlich 


=  (4) 

z  * 


wobei  aber  c  eine  positive  endliche  Grösse  sein  muss,  da  sonst  die 
Integrationsgraden  für  z  nicht  dieselben  sein  würden  wie  die  früheren 
fiir  x. 
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Ein  zweites  bemerkenswerthes  Beispiel  ist  das  folgende,  worin 
die  Anwendung  des  obigen  Prinzips  unter  etwas  anderer  Form  geschieht. 
Es  sei  der  unbekannte  Werth  des  Integrales 

e-*dt  =  K,  (5) 

wobei  jedenfalls  K  eine  endliche  Grosse  ist,  weil  die  Funktion  e~r' 
rascher  als  e~%  abnimmt  und  mithin 


/  e-^dt<  J     e-*dt  d.  i.<  1 


•ein  muss.  Setzt  man  in  der  Gleichung  (5)  t  =  VT.x,  wobei  Vr 
als  positiv  angesehen  wird,  so  folgt 


j     e-™'dx  =  K  ^= ,  (6) 


folglich  auch  durch  Multiplikation  mit  erTdr  und  Integration  nach  r 
zwischen  den  Granzen  r  =  0  ,  r  =  oo 


0  o  ü 


(7) 


Für  die  linke  Seite  kann  man,  weil  e"r  constant  filr  die  nach  x  zu  ver- 
richtende Integration  ist, 

/OD  /"*  OD 

dr  I  e-W)dx 
o 

schreiben,  und  hier,  die  Integrationsordnung  umkehren,  wodurch  man 
erhält: 

also  nach  No.  (7): 

Das  hier  vorkommende  Integral  lässt  sich  aber  sehr  einfach  durch  K 
ausdrücken;  denn  setzt  man  r  =  x2,  so  wird 
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Varirrin,deriGI'IChUDg  (5>  einer,Ci  mit  we,chen  B«ch«tabe„  die 
Vanabele  der  Integration  bezeichnet  wird.    Begleichung  (8)  geht  jetzt 

m  2  ~  2Ar*  öher'  woraus  K  =  3y5  und  nach  (5)  und  (6): 


e  *  dt  =  —  ^ 


/ 

#1 


(10) 


folgt.  -  Hieran  knüpfen  sich  gleich  wieder  zahlreiche  Consequenzen 
imd  zwar  durch  Anwendung  des  bereits  erläuterten  Prinzips,  wonach 
aus  einer  Gleichung  von  der  Form 

J  •  f{x,r)dx  =  <p(r) 

folgt 

*  a 

vorausgesetzt,  dass  /*r(*,r)  von  x  =  «  bis  x  =  b  stetig  und  endlich 
■MDL  Da  nämlich  in  unserem  Falle  die  Funktion  e-^  80  beschaffen 
t^entea  8  ^  8UCCe88iven  partiel1  nach  r  genommenen  Differenzialquo- 

S  e,;d,',Ch  b,eibCn  V°n  *  =  °  biS  "  =  <*  '  80  ka™  ™n  *■ 
»ngeiunrten  &atz  mehrmals  hintereinander  anwenden,  und  erhält  jetzt 

durch  nmalige  partielle  Differenziation  der  Gleichung  (10) 
-1)"  f   x*«e-r**  dx  =  dn(r-{) 


oder 

OD 


/* x*» e-'** dx  =  J^iL  1.3.5...(2n  — 1)  J_ 
Aus  dieser  Gleichung  folgt  durch  Multiplikation  mit 
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 (26)*« 

t.2.3...C2M)* 

h  o  ö  eine  willkührlichc  (konstante  bezeichnet,  und  unter  der  Rücksicht,  dass 

2«"        1.3.5...(2n~ 1)  _        2«        _  1 
0757775'  2"  2.4.6...(2»)  1.3...N 

ist,  die  Gleichung 

f*  (26.r)*»        ,  /  _   l  /py 

J      1.2.. (2«)  2VV~  .  »  V/ 

Addirt  man  jetzt  zur  Gleichuug  (10)  alles  Dasjenige,  was  sich  aus 
dem  Vorigen  ftir  n  =  1,2,3,...  ergiebt,  so  wird 

J  L1  +  x.2"+  rx3:4  +  T727rB+-  J  e  ilc 
2VTL1+rF+r2(7;  +1^3(7;  +  J 

d.  i.  wenn  man  die  hier  vorkommenden  unter  allen  Umständen  conver 
genten  Reihen  summirt, 


/ 


Da  6  eine  völlig  willkuhrliche  Constante  war,  so  darf  man  sie  auch 
imaginär  nehmen,  was  Dasselbe  ist,  als  hätte  man  den  vorigen' Kei 
hen  wechselnde  Zeichen  gegeben,  und  dann  wird 


e  ■ 


3  \r 


oder  für  r  =  a* 


/*  *       *'  cos  26.r  r/  r  =  %£e  "  Cf/  (H) 

und  diess  ist  eine  der  merkwürdigsten  Formeln  aus  der  Theorie  be* 
stiramter  Integrale. 

Die  vorstehende  Gleichung  giebt  selbst  wieder  Gelegenheit  zur 
Anwendung  des  Prinzips  der  doppelten  Integration  und  zwar  auf  ganz 
ähnliche  Weise  wie  vorhin  bei  der  Bestimmung  von  K.  Schreibt  man 
nämlich  f  ftir  a  und  die  Gleichung  in  der  Eorm 
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\J** c-***cos2bxtlx  =  \1ie~^ 


1t 

multiplizirt  darauf  beiderseits  mit 

e-W .  dt 

und  integrirt  in  Beziehung  auf  /  zwischen  den  GrSnzen  t  =  0,  *  = 
so  wird 

j**  e—"*<ltdt e~<***  cos2bxdx=  V"^ e-W-(\y<lt(U) 

o  o  o 

■ 

\yo  wir  nun  beide  Seiten  besonders  betrachten  wollen.  Die  linke  Seite 
lässt  sich,  weil  t  nicht  von  x  abhängt,  auch  in  der  Form 

T* \lt  f^'lte-^  +  'Wco&Mxdx 

ü  *0 

schreiben,  und  wenn  man  hier  die  Integrationsordnung  umkehrt,  so  ist 
diess  auch 

»CD 

2fe~(«2 cos  2kreft 


=f* cos  Mxdx  f   «-<••+ 2ttlt 


o  o 

und  für  P=u,  also  <2tdt=du  wird  hieraus 

f^coslbxdx  f*  e-^  +  **)udu=f*  cortbxdx-j^*  (H) 

ü  o  o 

Die  rechte  Seite  von  Nro.  (13)  lässt  sich  unter  der  Gestalt 

S/H  c  -  **f  (15) 

darstellen  und  wenn  man  hier  «f—  setzt,  so  folgt 

Wenn  ferner  t  =  ao  und  geworden  ist,  hat  a:  die  Werthe  +  ao 

und  —  *  angenommen,  wobei  aber  nothwendig  vorausgesetzt  werden 
muss,  dass  a  und  6  wesentlich  positive  von  Null  verschiedene  Grössen 
sind.    Mit  Hülfe  dieser  Substitutionen  wird 
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—  CD  —  x 


Nach  einer  früheren  Bemerkung  findet  man  sogleich 


und  mithin 


Wird  diess  in  Nro.  (15)  substituirt,  so  erhält  man  die  rechte  Seite  der 
Gleichung  (13)  und  wenn  man  den  Werth  ihrer  linken  Seite  aus  Nro.  (14) 
dazu  stellt,  so  ergiebt  sich  jetzt  die  merkwürdige  Formel 


*  cos  26a:  ,        n      ,  . 


oder  wenn  man  für  26  kurz  b  schreibt: 

Pm  cos  6a:  .       it  . 
J     a^tlv^^e~    9  (,6> 

0 

wobei  a  und  b  wesentlich  positive  von  Null  verschiedene  Grössen  sein 


Da  in  der  vorstehenden  Gleichung  zwei  willkührliche  Constanten 
vorkommen,  so  hat  man  doppelte  Gelegenheit  zu  partiellen  Differen- 
ziationen.  So  erhält  man  zuerst  durch  partielle  Differenziation  in  Bezug 
auf  6 ,  von  deren  Statthaftigkeit  man  sich  leicht  überzeugen  wird  : 

*  xs'mbx  ,       n  . 


aa  +  a;a  «~  —  2' 


Eine  nochmalige  Differenziation  nach  b  würde  aber  auf  ein  unrichtiges 
Resultat  führen,  denn  für 
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erhält  man 


r„  t    l\         x%%\nbx  .  a*x8inbx 

r*(x,b)z=  -  =  ~  xsmbx+— %-^s- , 

und  diese  Funktion  bleibt  nicht  endlich  von  »r=0  bis  #  =  da  für 
ar-.x  das  Produkt  x&inba;  in  die  völlig  unbestimmte  Grösse  x  sinx 
fibergeht,  die  auch  etwas  Unendliches  bedeuten  kann,  so  bald  man 

2m  4-1 

sieh  x  unter  der  Form  — ^r—  n  denkt  und  hier  die  ganze  Zahl  m  ins 

Unendliche  zunehmen  lässt.  Auch  a  posteriori  ergiebt  sich  leicht  die 
UnStatthaftigkeit  einer  Differenziation  der  Gleichung  (17)  in  Bezug  auf 
6,  denn  es  würde 


fm  x*cosbx  .  n 


X1  fl* 

zum  Vorschein  kommen,  d.  i.  wegen  ^j*pjg=l  —  ^Tj.^ä: 
cos bxdx -  «*,/     jjq^  2Ä~°* 

oder 

SJl  00  1t  .  7t  m 

folglich  sin  k>  =0,  was  augenscheinlich  falsch  ist. 

Dagegen  kann  man  die  Gleichungen  (16)  und  (17)  beliebig  viele 
Male  in  Beziehung  auf  a  differenziren ,  wie  man  ohne  Mühe  aus  der 
zu  solchen  Differenziationen  notwendigen  Bedingung  erkennen  wird. 
Die  gedachte  Operation  selbst  führt  man  leicht  dadurch  aus,  dass  man 

zunächst  «2=r  also  w=VV  setzt,  woraus 

folgt,  und  nun  hier  »traal  nach  r  differenzirt.   Diess  giebt 
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j- sin  kr  (— 1)"» 


(TT^jm-*  ,lx~  07.^2  ö'"(f-»v"rl- 

Die  auf  den  rechten  Seiten  blos  angedeuteten  Differenztationen  sind 
nach  der  am  Ende  von  §.  10.  der  Di fferenzialrechnung  stehenden  Formel 
leicht  ausführbar;  setzt  man  nachher  nieder  a2  für  r,  so  findet  man 
uumittelhar  die  Werthe  der  Integrale 

/*  cos  hx  dx        ,   Px  x  sin  hxdx 
(a*+a:*T»H       J     («*  +  **)«»*' 

o  0 

Wir  wollen  noch  eines  Umstandes  erwähnen,  der  bei  der  Ver- 
tauschung zweier  auf  einander  folgenden  Integrationen  hfinfig  vorkommt 
und  einige  Aufmerksamkeit  verdient,  obgleich  er  keine  Schwierigkeiten 
darbietet  Es  kann  nämlich  leicht  sein,  dass  sich  in  einem  Doppelin- 
tegrale wie 


f[ 'du  J*bf(x,u)dx  (18) 


die  Integration  nach  x  nicht  in  einer  und  derselben  Form  ausführen 
lässt,  sondern  zu  zwei  verschiedenen  Formen  Veranlassung  giebt,  je- 
nachdem  die  als  willkührüche  Constante  liir  die  Integration  nach  x  gel. 
tende  Variabele  u  zwischen  verschiedenen  Intervallen  liegt.  Wäre  z. 
B.  f(x,u)  eine  solche  Funktion  von  x  und  der  Constanten  u ,  dass  das 
Integral 


J  f(x,u)du 


durch  Logarithmen  ausgedrückt  wurde,  sobald  u  zwischen  a  und  y  liegt, 
dagegen  durch  Kreisbögen ,  wenn  u  zwischen  y  und  ß  enthalten  ist,  und 
wäre  ausserdem  «<y<£,  so  würde  man,  da  u  in  der  späteren  Inte, 
gration  von  a  bis  ß  ausgedehnt  wird,  für  das  ebengenannte  Integral 
die  beiden  Fälle  «<M<y  und  y<«</J  unterscheiden  müssen.  Diess 
geschieht,  indem  man  das  Doppelintegral  (18)  in  die  beiden  folgenden 

j*'  du  J**  f(xtu)dx  +  J*^du  J** f{x,u)dx 
mm  y  a 

zerlegt;  hier  ist  nun  im  ersten  Integrale  a  < «<y,  im  zweiten  y</<<p, 
und  folglich  wird  man  das  nach  x  genommene  Integral  im  ersten  Falle 
durch  die  erste  Form  (die  logaritb mische)  und  im  zweiten  durch  die 


Digitized  by  Google 


142 

zweite  (durch  Kreisbogen)  ausdrücken.  Ein  Beispiel  hierzu  bietet  das 
Doppelintegral : 

r**r  r'  ■  (19) 

Integrirt  man  zuerst  nach  m,  indem  man  die  Formel 

/du  2.  

für  a  =  a2-f*a,  ß  =  —2a:2  anwendet,  so  findet  man  dafür: 


4*  V^+^-V«'-^.  (20) 


Bei  Umkehrung  der  Integrationsordnung  ist  dagegen  das  Integral  in 
(19)  auch  gleich 


J      J   \T  o*  +  (i_: 


(21) 


2m)  .t2 

Man  weiss  aber,  dass  ein  Integral  von  der  Form; 

/dx 

durch  Logarithmen  oder  Kreisbogen  ausgedrückt  wird,  jenachdem  k 
positiv  oder  negativ  ist,  und  daher  sind  in  No.  (11)  die  Fälle  zu  un- 
terscheiden, ob  1 — 2m  positiv  oder  negativ  d.  h.  m<4  oder  m>£  ist. 
Wir  zerlegen  daher  das  Integral  (21)  wie  folgt: 

•    pdu  r      %      +  r\lu  r  

J        J     V  a*+(l-2u)a:*  J  Va*=(2M^l)i-* 

und  hier  ist  im  ersten  Doppelintegrale  1-2m,  im  zweiten  2m— 1,  im- 
mer positiv.  Führt  man  jetzt  die  Integrationen  nach  x  aus,  so  findet 
man  ohne  Schwierigkeit 

+  fXdu--L=-  Aresin  V  gEJ. 
«/         V2m— 1  a 

Durch  Substitution  von  1— 2m  —  t  im  ersten,  und  2m— l  =  w  im 
zweiten  Integrale  wird  hieraus  noch: 
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und  die  Uebereinstimmung  diese*  Ausdrucks  mit  dem  in  No.  (20)  ver- 
zeichneten ist  leicht  dadurch  nachzuweisen,  dass  man  die  noch  übri- 
gen Integrationen  nach  x,  v  und  w  ausfuhrt,  was  mit  Hülfe  von  Re- 
duktionsformeln und  des  Principe  partieller  Integration  keine  Schwie- 
rigkeiten hat. 


28. 

Fälle  der  Diskontinuität. 

Wir  haben  bereits  erwähnt,  dass  in  einem  Doppelintegrale  wie: 

J*'dx fßf{xtt)dt  (1) 

a  o 

die  Auordnnng  der  Integrationen  nicht  mehr  der  Willkühr  überlassen 
bleibt,  sobald  f(x9t)  nicht  endlich  und  stetig  bleibt  von  x  =r  a  bis 
x  =  b  und  gleichzeitig  von  t  =  «  bis  t  =  ß.  Dass  in  der  That  ;in 
den  Fällen,  wo  diese  Bedingung  nicht  erfüllt  ist,  sehr  verschiedene 
Resultate  zum  Vorschein  kommen  können,  jcnachdem  man  die  Auf- 
einanderfolge der  Integrationen  ändert,  geht  leicht  aus  einzelnen  Bei- 
spielen hervor.   So  hat  man  z.  B. 


dt  tsj"**-^  =  Arctanc. 


Dagegen  bei  umgekehrter  Anordnung: 

und  diess  sind  allerdings  zwei  sehr  verschiedene  Resultate,  aber  man 


*)  Die  hier  ausgeführte  Integration  nach  /,  so  wie  dio  später  nach 
bewerkstelligte  gründen  sich  auf  die  Formel: 
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durfte  auch  nicht  übersehen,  da*s  es  ein  paar  Wertbe  von  x  und  l 
giebt,  für  welche 

ff    i\        x* — 

unendlich  wird,  und  zwar  geschieht  diess  für  die  noch  innerhalb  der 
Integrationsintcrvalle  liegenden  Werthe  x  =r  0  ,  I  =  0.  Man  kann 
nun  verlangen,  dass  die  Differenz  zwischen  den  beiden  verschiedenen 
Resultaten  angegeben  werde,  welche  die  Integrationen 

J%b<1*J*ßf(x,t)dt  und J*ß ätj'h f(xti)<hc 
mm  mm 

in  dem  Falle  zum  Vorschein  bringen,  wo  die  Funktion  f(xst)  für  eines 
oder  mehrere  in  den  Integrationsintervallen  begriffene  Werthsysteme 
von  x  und  t  unendlich  oder  diskontinuirlich  oder  beides  zugleich  wer- 
den. Diese  Aufgabe  ist  auf  folgende  Weise  leicht  zu  lösen.  Wir  neh- 
men vorerst  an,  die  Funktion  f(x,t)  werde  diskontinuirlich  für  x—k 
(zwischen  a  und  b)  und  einen  weiter  nicht  in  Frage  kommenden  Werth 
von  t  (zwischen  «  und  jS).  Dann  können  wir  das  unter  (1)  verzeich- 
nete Integral  in 

J>kilxJ>ß  f(xtt)tit  +  J**  dxj**  fix  ,1)111 

m  a  ha 

zerlegen,  und  diess  als  den  Gränzwerth  ansehen,  welchem  sich  der 
Ausdruck 

fkdxj>ßf{x,t)dt  +  J"b(lxfßf{x,t)dt 

für  bis  zur  Null  abnehmende  c  nähert.  Setzen  wir  für  jetzt  aber  t  noch 
als  positive  von  Null  verschiedene  Grösse  voraus,  so  wird  f(x,t)  in 
keinem  der  vorstehenden  Doppeliotegrale  diskontinuirlich,  weil  im  er- 
sten Integrale  immer  x  —  f  und  im  zweiten  +  «  ist,  folglich 
der  Werth  x  ss  k  gar  nicht  vorkommt.  Mithin  ist  in  jedem  dieser 
Doppelintegrale  die  Umkehrung  der  Integrationsordnung  erlaubt  und  die 
Summe  in  (2)  gleich  der  folgenden: 

J  dt fVf(x,t)dx  -f  J%?dt Jh  f(x,t)dx.  (3) 

a  m  a  Ir+f 
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wir  weiter  ff(xtt)dx±=:F(x,t)  +  C,  so  haben  wirjveil  f{x,t 
continuirlich  bleibt,  von  x=.a  bis  x=  k  —  e  und  von         +  «  bis  a?=6 

/k-t 
f(x,t)dx^F(k-t.t)-F(a,t), 


a 

I  ' 


f(x,t)dx=F(b,t)-F(k  +  tt(); 
*  n 

folglich  ist  die  Summe  in  Nro.  (3)  gleich 

f  ßdt[F(k-  b  ,  t)  -  F(« ,  0  ]  +f  ? dt  [F(b  ,t)—F(k  +  t,t)] 

a  a 

=fßdt[F{btt)-F{a,t)\  +  fßdt[F(k.-stt)-F{k+t,t)]  (4) 

a  a 

Hier  ist  nun  das  erste  Integral  nichts  Anderes,  als  Dasjenige,  was  man 
bekommt,  wenn  man  in  dem  Doppelintegrale 

J%?dt f  f(x,f)dx 

a  a 

die  Integration  nach  x  ohne  alles  Weitere  ausfuhrt,  und  daher  haben 
wir  durch  Vergleichung  von  (2)  mit  (4) 


J\lx  Pf{Xyt)dt+fhdx  fßf{x9t)di 
= fdt fhf(*,t)dt+  J*ß<lt[F(k-e,t)-F(k  +  t,{)]f 

um  .  a 

und  wenn  wir  jetzt  t  bis  zur  Gränze  Null  abnehmen  lassen 

ort  a  a 

+  \AmJ*  [F(k-f,()]—F(Jk+ttf)]dt 

d.  h.  die  Resultate  der  in  verschiedener  Reihenfolge  ausgeführten  Inte- 
grationen differiren  von  einander  um  den  si  nguläre  n  Werth  eines  be- 
stimmten Integrales,  worin  F{x,t)=:ff(x,f)dx  ist  -  Erleidet  f(xyt) 
mehrere  Unterbrechungen  der  Continuität  für  die  zwischen  a  und  b  lie- 

10 


(5) 
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geodeu  Werthe  *,.*»>*»•-•*•  un<1  gewisse  tugetißrlge,  In  dem  Inter 
\  alle  et  bis  ß  begriffene  Werthe  von  / .  so  würde  m&n  die  nKmlichen 
Schlüsse  wie  vorhin  mehrmals  anwenden,  indem  man  das  Integral  in 
(1)  als  Gränzwerth  von 

J%kfaJ*ßf(x,t)dt+ J*k*dxeJ*ß f(x,t)dt+ f  %*f*  f{x,t)dt+... 

...+ fdx  f^fixtQdt 

ansähe  und  man  würde  ebenso  leicht  finden  • 

J*  dx J*?f{x,t)ilt= J*  dt J*bf(x,t)dx 

a  a  a  a 

+  L\mJ*  f[F(k, -t,t)-F(kl  +  ,,t)]dt 

« 

+  Lim f^lF^-tA-Fikt+t.tjldt 
u 

+  

.  +Lim ^W-ti^W^P 

wobei  ebenso  viele  singuläre  Werthe  hinzuzusetzen  sind ,  als  es  Unter 
brechungen  der  Continuität  oder  Endlichkeit  giebt  und  F(xyt)  die  obige 
Bedeutung  besitzt 

Um  diess  an  einem  Beispiele  zu  zeigen,  betrachten  wir  da« 
Doppelintegral 

—  •  u 

worin  <p(t)  eine  willkührliche  Funktion  von  /  bezeichnet,  liier  ist  durch 
Umkehrung  der  Integrationsfolge 

wird  die  Funktion 
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unendlich  fiir  das  System  von  Werthen  x=0,  t=0,  mithin  ist  A=0  und 

F(x,t,=f  /•(x,i)<«=-?(l)i5j?' 
folglich  nach  Nro.  (5) 

-e  o  • 

/y  2« 

Die  Lim.  auf  der  rechten  Seite  bestimmt  sich  auf  folgende  Weise. 
Wenn  <p'(t)  stetig  und  endlich  bleibt  von  t=0  bis  t~y,  so  ist  för  alle 
diese  Werthe  von  t 

9(Q  =  9>(Q)  +  f9'(M)  ,  1>X>0, 

mithin 

o  o 

=  9,(0)2Arctan  J  (*<) 

Da  nun  9' (0  endlich  und  stetig  bleibt  von  t~0  bis  f=y,  so  sind  das 
Maximum  und  Minimum,  welche  <?' (t)  während  des  genannten  Inter- 
valles  erlangt,  gewiss  endliche  Grossen.  Heissen  diese  A'  und  2?,  so 

ist  för  das  ganze  Intervall  9'  (0  5  ^'  und  9'  (0  ^  ,  und  da  A<  so 
nie  *  selbst  innerhalb  des  Intervalles  0  bis  y  liegt .  auch 

Da  ferner  der  Faktor sein  Vorzeichen  nicht  ändert,  so  folgt 
nach  einem  schon  früher  erwähnten  Salze,  dass  das  Integral 


(8) 


6»  +  C 

zwischen  den  GrSnzen 


■/V 


10* 
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enthalten  ist.  Es  nähern  sich  aber,  wie  leicht  zu  sehen  ist,  die  Grossen 
c/(«2  +  y2)  und  mit  «  gleichzeitig  der  Gränze  Null,  und  hieraus 

folgt,  dass  fär  unendlich  abnehmende  t 


Lim  2* fy-^~^{lt) 


zwischen  0  und  0  liegt,  also  selbst  =0  ist.  Aus  Nrn.  8.  ergiebt  sich 
jetzt  wegen  Lim.  Arctan  -  =  Arctan  oc  =  j » 


Lim J*\{C)dt-^pp  =  it<p(0), 


und  wenn  wir  diess  für  die  Gleichung  (7)  benutzen,  so  gelangen  wir 
zu  der  Relation 

»  - 

fdx fytßfgy<p(t)<lt=*<p(0)- f\(t)dt  -5^  (9) 

i—  e  °  o 

wozu  man  leicht  zahlreiche  Beispiele  finden  wird. 

Die  Betrachtung,  auf  welche  sich  die  Formel  (5)  stützt,  bedarf 
übrigens  noch  in  dem  Falle  einer  kleinen  Modifikation,  wo  der  Werth 
k,  für  den  f(x,t)  unstetig  oder  unendlich  wird,  nicht  zwischen  a  und 
6  liegt,  sondern  einer  der  Integrationsgränzen  gleich  ist.  Denn  hier 
würde  es  unpassennd  sein,  fär  k—a  den  Werth  k — £=a  —  e  oder 
wenn  k=b  ist,  den  Werth  £+«  =  6+£  in  die  Rechnung  einzuführen, 
da  x  die  Integrationsgränzen  nicht  überschreiten,  folglich  gar  nicht 
=a— t  oder  =6  +  e  werden  kann.  Ist  nun  k  —  a,  so  setzt  man  einfach 

f'  dxf  V(* ,  l)  dt=\Am  /'  il*fßf(x,f)  dt, 

*  a  a  +  e  a 

und  findet  nun  durch  Umkehrung  der  Integrationsordnung  auf  der 
rechten  Seite  fär  ff(x,t)dx=F(x,l)  +  C 

fbdxfßf(x,  0  dt=f?F{btf)dt  -  Um/ßF(a  +  e,t)dt  (10) 

a    ^      a  a  «  ,. 

Ebenso  wenn  k  —  b  wäre,  setzt  man 
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•  ■  a  a 

und  erhalt  ebenso  leicht 

J       f  f(*  >  0  dt  =  Lim/'  F(6  -  « ,  t)  dt  -f  ß  F(a  tt)dt  (11) 
mm  a 

Als  Beispiel  fär  die  Formel  (10)  kann  man  das  Doppelintegral 

benutzen,  wo  das  Unendlichwerden  von  f(x,t)  för  =0,r  — 0  eintritt, 
also  k—a^=0  ist.  Es  hat  dann  F(x,t)  denselben  Werth  wie  im  vo- 
rigen Beispiele ,  und  demnach  ergiebt  sich 

+       -l        +     *  ,  •  , 
d.  i.  weil  wir  den  Gränzwerth  rechts  schon  bestimmt 


und  diess  stimmt  mit  dem  unter  (9)  erhaltenen  Resultate  uberein,  da  fiir 
die  Gleichung 

—  0  u 

statt  finden  muss.  Bemerkenswerth  ist  noch  der  Fall  c=x>.  Da  näm- 
lich q>'{t)  endlich  und  stetig  bleibt  von  t=0  bis  *=y,  so  ist  diess 
mit  <p(f)  selbst  der  Fall  und  folglich  sind  das  Maximum  und  Minimum, 
welche  <p(i  innerhalb  dieses  Intervalles  annimmt,  endliche  Grössen. 
Bezeichnen  wir  sie  mit  A  und  /?,  so  liegt  der  Werth  des  Integrales 

(t)dt 


den  G  ranzen 
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und 

Bf0" ^**  =  /?Arctanc' 

Beide  Grössen  convergiren  aber,  wenn  c  unbegränzt  wächst,  gleich- 
zeitig gegen  die  Null,  folglich  ist  auch 

nnd  wenn  wir  diese  für  die  Gleichung  (12)  benutzen,  so  ergiebt  sich 
jetzt 

oder  wenn  man  u  fär  x  schreibt  und  nachher  <p(t)=f(x  + 1)  setzt,  wo 
x  als  willkührliche  Constante  für  beide  Integrationen  gilt 

f*  du  fV  -^^f{x^t)dt=\f{x).  (13) 

Dieses  Theorem  bietet  ein  schönes  Beispiel  zu  der  in  der  Lehre  von 
den  bestimmten  Integralen  nicht  seltenen  Erscheinung,  dass  sich  zwei 
auf  einander  folgende  Integrationen  gegenseitig  gewissermassen  so  weit 
aufheben,  dass  ihr  Gesamratresultat  eine  willkührliche  Funktion  dar- 
stellt, deren  Variable  als  arbiträre  Constante  in  dem  Doppelintegrale 
figurirte.  Hier  findet  noch  die  Eigenthümlichkeit  statt,  dass  der  Werth 
des  Integrales  unabhängig  von  der  Grosse  y  ist,  mithin  die  letztere 
willkührlich  gewählt  werden  darf,  wenn  nur  f'(x  +  t)  stetig  und  endlich 
bleibt,  sobald  t  das  Intervall  0  bis  y  durchläuft. 


§  29. 

Doppclintegrale  mit  variablen  Grämen. 

Bisher  haben  wir  die  Integrationsgränzen  für .  die  zwei  auf  ein- 
ander folgenden  Integrationen  als  unabhängig  von  einander  vorausge- 
setzt und  wir  sahen,  dass  in  diesem  Falle  die  Umkehrung  der  Inte- 
.  grationsfolge  ein  Hauptmittel  zur  Reduktion  des  Doppelintegrales  auf 
ein  einfaches  Integral  bildete.  Dieser  Vortheil  geht  aber  verloren,  so» 
bald  die  Integrationsgränzen  von  einander  abhängig  sind,  denn  in  einem 
Integrale  von  der  Form  '  1 
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Ist  die  Aufeinanderfolge  der  Integrationen  durch  die  Bedingung,  das« 
nach  Ausfuhrung  der  auf  y  bezogenen  Integration  y  —  x(x)  und  y=y(x) 
gesetzt  werden  soll,  ganz  unabänderlich  vorgeschrieben.  Wir  müssen 
daher  zunächst  unser  Augenmerk  auf  Transformationen  richten ,  durch 
welche  dem  Integrale  constante  Gränzen  verschafft  werden,  weil  dann 
die  Anorduung  der  Integrationen  eine  willkührliche  ist.  Nun  haben 
wir  aber  zunächst 

S=f  dxPf%,y)ily-fadxf}{x,y)dy, 

Vor)  ♦(«) 

und  wenn  wir  ferner 

/•*»  Pxw  p*\>{s) 

J  f{*,y)dyinj  f(x,y)dy-J  f{x,y)dy 

t\t  (*)  o  o 

zerlegen,  so  zerfällt  5  in  die  vier  Integrale 

&=fbdx  f  Xf{x,y)dy-  f  dx  ff(x\y)dy 

CO  o  „ 

dx  J  f(x,y)dy+  J    dx  J  f(x,y)dy, 

o  o  o  o 

welche  sfimmtlich  unter  der  gemeinschaftlichen  Form 

«fa J  Kx,y)dy  (2) 

stehen,  und  hierauf  können  wir  jetzt  unsere  Betrachtungen  beschränken. 

I.  Die  erste  Transformation  besteht  sehr  einfach  darin,  dass 
man  fiir  ;/  eine  neue  Variable  t  einführt,  welche  mit  y  durch  die  Glei- 
chung y=(p(x)t  verbunden  ist,  worin  <p(x)  wie  x  selbst  als  constanter 
Faktor  für  die  nach  t  zu  verrichtende  Integration  erscheint.  Die  Inte« 
grationsgränzen  für  t  ergeben  sich  aus  den  Gleichungen  0— y=z<p(x)t 
und  (p(x)~y— (p(x)t,  sie  sind  nämlich  *  =  0  und  t=zl.  Mithin  wird 
jetzt 

T=fCdx  J*ln.cy<p(x)t]<p(x)dtt 
und  da  hier  die  Integrationsgränzen  sämmtlich  constant  sind,  so  ist 
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unter  der  Voraussetzung,  dass  f[^»9(.^)t]<p(x)  von  x=0  bis  x=c 
und  t=0  bis  t  =  l  endlich  und  stetig  bleibt,  die  ümkehrung  der  In 
tegrationsfolge  erlaubt,  wobei  es  sich  häufig  treffen  kann,  dass  in  der 
nunmehrigen  Form 


O  0  \ 


die  Integration  nach  x  ausführbar  wird.  -  Ein  Beispiel  hierzu  giebt 
das  Integral 


/OD  l  + 

dx  f         dy  e-<«^+j,V) 
✓    Vl  +  x*+y* 

jrorto  sich  die  Integration  nach  y  nicht  in  geschlossener  Form  aus- 
fuhren lasst,  da  wir  keine  Integralformel  für 


beizen  Substituirt  man  nun  in  T  den  Ansdmck  „=<fT+*t,  so 
ergiebt  sich  sogleich 

'  f  P1  dt 

und  durch  ümkehrung  der  Integrationenfolge 

■Vi  •  i  .  ° 

/l   dt       a  />» 
°  ■  .  . 

d.  i.  wenn  man  die  Integration  in  Beziehung  auf  x  vollendet 

T=vj  r1   dt    • 

und  hiermit  ist  das  Doppelintegral  auf  ein  einfaches  zurückgeführt. 

II.   Für  die  zweite  Trausformationsmethode  setzen  wir  c=l 
und  etwa  \    T  • 
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Diese  Annahme  hat  durchaus  nichts  Beschrankendes,  denn  für 
*=c|  geht  das  Integral  (2)  in 

o  o 

» 

über,  uod  wenn  man  statt  |  wieder  x>  statt  g>(c|)  kurz  g>(|)=<jo(ar) 
und  statt  f{c\,y)  schreibt  f(£,y)=f(x,y),  so  kommt  das  Integral  T 
seiner  Form  nach  mit  Ü  uberein.  Kennt  man  nun  eine  allgemeinere 
Funktion  <p(r,x),  welche  so  beschaffen  ist,  dass  sie  für  r=l  in  die 
gegebene  <p(x),  dagegen  für  x=zr  in  Null  übergeht*),  so  geht  V  aus 
dem  allgemeineren  Integrale 

■ 

.......      =  /      I       n*>y)>iy  .      (4)  . 

o  o 

durch  die  Spezialisirung  r  =  1  hervor.   Setzen  wir  noch 

ff(x%)dy  =  F(r,x),  '  (5) 

»       •  • 

mithin        1  '  ' 

■*  '       U  =  frF(r,x)<lx,      ...  (6) 

o 

so  ergiebt  sich  jetzt  durch  partielle  Differenziation  in  Beziehung  auf 
die  willkührliche  Constante  r  . 

  $  =      +/TaSfl        "«  '■ 

o 

Nach  No.  (5)  ist  aber 

°  ■ 

oder,  weil  wir  voraussetzen,  dass  cp(r,r)  =  0  sei, 


> 


.  Mi 


*)  Bs  ist  mcistentheils  nicht  schwer,  eine  solche  allgemeinere  Funktion 
9(r,x)  aufzutreiben.  Für  y(.r)  —  Ix  z  B.  setze  man  y(r,x)=/^£^,  dann 
sind  in  der  That  die  Bedingungen  und  y(r,r)  =  0  erfüllt. 


uig 
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Ferner  haben  wir  durch  partielle  Differenziation  der  Gleichune  (.'0 
|-rff>,x)-j  =  ,[.,,*.,„]  [iSE^] 

und  nenn  wir  dies«  nebst  dem  Werthe  F(r,r)  =  0  in  die  Gleichung 
(7)  substituiren .  so  ergiebt  sich: 

mithin 

R  =fdrf'  n*.9  <?,*))  pS^tSjfJ  «fc  +  C 

Setzt  man  nun  r  =  1  ,  r  =  0,  subtrahirt  diese  beiden  Werthe  von 
einander  und  berücksichtigt,  dass  für  r=t ,  R—U  und  fär  r0,  /faO 
wird,  wie  man  sogleich  aus  no.  (4)  erkennt,  so  folgt  vermöge  der  Be- 
deutung von  V: 

**  J  n*f9)**  ) 

o  o 

Es  ist  nicht  schwer,  hier  auch  der  ersten  Integration  die  Grenzen  0 
und  1  zn  verschaffen,  man  braucht  nur  nach  Ausführung  4er  durch 

dr  ^]  an8c^eute*eo  partiellen  Differenziation  statt  x  eine  neue 

Variable  t  einzuführen,  welche  mit  x  durch  die  Gleichung  x  =  rt  also 
dx  —  rdt  verbunden  ist. 


ziemlich  allgemeine  Anwendung  hiervon  liefert  die  Annahme 
cp(x)  ss  Vi  —  x*;  wir  setzen  dann  tp(rfx)  =  V* r* — wodurch  die 
Bedingungen  <p(i,x)  =  q>(x)  und  y(r,r)  —  0  erfttllt  werden,  und  ha 
ben  jetzt  •  _ 

I     dx  I  f{x,y)di/ 

u  u 

o  o 

oder  lür  x  =  rt : 
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Bleibt  die  Funktion 


endlich  und  stetig  von  r  =  0  b«  r  =  1  und  t  =  0  Ms  *  =  I,  so 
giebt  die  Unikehrung  der  Integrationsordnung 

fX**f  S(*.y),ty  =  j  1  ^-f1  f(rt,,VT=P)rdr.  (10) 

o  o  u  ® 

Um  hiervon  einen  speziellen  Fall  zu  haben,  setzen  wir 
es  wird  dann  nach  No.  (9): 

-  rj-\-ß*r*t*-«*r*{l-t*)  g 

a  o    j  t 

und  dabei  können  wir  die  Integrationsordnung  umkehren,  wenn  wir  die 
Werth«  r=rl  und  1  =  1  dadurch  vermeiden,  dass  wir  statt  der  oberen 
Integrationsgränzen  vorläufig  eine  Zahl  £<1  substituiren.  Es  ist  dann 
die  rechte  Seite 


0  0 

Hier  ist  die  Integration  nach  r  ausführbar;  denn  nehmen  wir  zur  Ab- 
kürzung 

und  fuhren  die  Variable  z  =  r2  ein,  für  welche  dz  =  2rdr  wird,  so 


geht  unser  Ooppclmtegral  in: 
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1   P'      dt        p*~'  tf~u*i  , 

O  O 

zj  VttJ    V<l-*Xi-*M  1 

über.  Vollendet  man  die  Integration  nach  z  und  lässt  darauf  c  gegen 
die  Einheit  convergiren,  so  findet  man  ohne  Schwierigkeit 

S/W  ♦  't*  '  G*f)] 

o 

wo  statt  u  sein  durch  die  Gleichung  (12)  bestimmter  Werth  zu  setzen 
wäre.  Behält  man  aber  u  sogleich  als  neue  Variable  bei,  drückt  i 
durch  u  aus,  nämlich: 

t  =  \.r  jjEE«? 
und  leitet  hieraus  e/f:VT=l*  ab,  so  ergiebt  sich  zuletzt: 

=  *  +  1  /•>  |=g  |  fl±*\  du. 

4  V(«Ä— *)(ß*-u*)    U— «/ 

Das  Integral  zur  Rechten  ist  aber  mit  dem  im  §.  26.  betrachteten  iden  • 
tisch  und  daher  haben  wir  zufolge  der  dort  vorgenommenen  Transformation 

  n     n   Pv  tlr 

IJo     V  (1  — Ä»)"(l-/J«r«)      1      '  ' 

und  obgleich  sich  der  Werth  der  rechten  Seite  nicht  unmittelbar  in  ge 
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sr  Form  angeben  lässt,  so  wird  doch  kein  Zweifel  über  die 
Wichtigkeit  und  Brauchbarkeit  der  ausgeführten  Reduktion  obwalten*) 


§  30. 

Transformation  vielfacher  Integrale. 

• 

Eines  der  durchgreifendesten  Mittel  zur  Reduktion  vielfacher  In- 
tegrale auf  einfache,  es  mögen  jene  constante  oder  variable  Gränzen 
besitzen,  bildet  die  Einführung  neuer  Variablen  statt  der  früheren ,  in 
Beziehung  auf  welche  ursprünglich  integrirt  werden  sollte.  Ehe  wir 
aber  die  allgemeine  Untersuchung  vornehmen,  die  uns  eine  Regel  für 
die  erwähnte  Substitution  an  die  Hand  geben  wird,  wollen  wir  erst 
ein  paar  Worte  über  die  Transformation  der  einfacheren  Integrale  vor- 
ausschicken. 

Will  man  in  das  Integral 

»ft 

F(x)dx 


r 


eine  neue  Variable  |  einführen,  welche  mit  der  früheren  x  durch  die 
Gleichung  /*(.r,|)  0  verbunden  ist,  so  kann  man  einen  doppelten  Weg 
einschlagen.  Entweder  lost  man  die  Gleichung  erst  nach  x  auf,  wo- 
durch man  ein  Resultat  von  der  Form  .r=i^(|)  erhält,  und  hat  dann 
«£r  =«{/'(£)  folglich  F(x)dx=  F[>(I)]V worauf  man  die  für 
£  geltenden  Integrationsgraden  aus  den  Gleichungen  /*(a,|)=0  und 
/"(*,!)  =  0  bestimmt,  oder  man  diflerenzirt  die  Gleichung  f(x,£)—Q 
total  in  Bezug  auf  x  und  g,  woraus  \ 

Dxf(x ,  i) .  dx  +  D(f(x ,  l) .d$=0 

folgt,  und  hat  dann 


*)  Die  direkteste  Methode  zur  Reduktion  vielfacher  Integrale  auf  ein- 
fache «  die  in  ihrem  Principe  ebenso  naturlich  als  leicht  in  der  Ausführung 
ist,  konnte  hier  nicht  mitgetheilt  werden,  weil  sie  die  Theorie  der  Fourier- 
Integrale  voraussetzt.    M.  s.  hierüber  das  zweite  lieft  meiner  ,.  Analy- 
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und  hier  kann  man  nachträglich  den  Werth  x~ty(Q  substituiren.  Die 
letztere  Methode  ist  nun  die  einzige,  welche  eine  allgemeinere  An- 
wendung gestattet  sobald  man  die  Aufgabe  umfassender  stellt. 

Hat  man  statt  der  Variabein  x  und  y  in  dem  Doppelintegrale 

f f F(y,x)dydx, 

worin  die  erste  Integration  in  Beziehung  auf  x  geschieht  und  die  Grän- 
zen  einstweilen  noch  unbestimmt  gelassen  sind,  zwei  neue  Variable 
£und  tj  einzuführen,  welche  mit  x  und  y  durch  die  Gleichungen 

*=Aa*4)>ar=/ft(M)  (2) 

Hirt  sind,  so  muss  man  sich  zuerst  darüber  entscheiden,  auf  welche 
von  den  neuen  Variablen  die  erste  Integration  des  neuen  Doppelinte- 
grales bezogen  werden  soll.  Wählen  wir  hierzu  |,  verlangen  wir  also, 
dass  das  transformirte  Integral  die  Form 

m 

•  •  • 

haben  solle,  so  müssen  wir  zunächst  dx  durch  dl  dergestalt  ausdrucken, 
dass  dx=zSldl  wird,  wo  &  von  £  und  rj  abhängt.  Da  in  (1)  zuerst 
nach  x  integrirt  wird,  so  ist  y  vorerst  als  constant  anzusehen  und  die 
Gleichungen  (2)  enthalten  demnach  3  variable  Grössen  x,  £,  tj.  Man 
erhält  zunächst,  wenn  man  und  f2(Z,rj)  kurz  mit  /t  und  f%  be- 

zeichnet, durch  Differenziation  der  Gleichungen  (2)  in  Bezug  auf  x ij 

*-c»«+<SK 
-(»«+(»*■ 

oder  nach  einer  compendiöseren  Bezeichnung  der  partiellen  Differen- 
zialquotienten 

dx=D{f1.d£  +  Dnfx.dn> 

0=zDtf2.dZ  +  Dift.d<n. 

In  dem  für  dx  gesuchten  Ausdrucke  Sld£  darf  aber  d<r\  nicht  vor- 
kommen, weil  die  Integration  nach  |  die  erste,  der  frühereu  nach  x: 
entsprechende  ist,  und  diese  naturlich  unabhängig  von  den  folgenden 
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Integrationen  sein  muss ;  wir  eliminiren  daher  Hy  atw  den  vorstehenden 
zwei  Gleichungen  und  erhalten 

oder 

Wir  haben  nuu  noch  die  für  tly  eintretende  Substitution  aufzu- 
suchen. Nachdem  aber  in  Bezug  auf  x  früher  und  jetzt  in  Beziehung 
auf  |  integrirt  norden  ist,  bleibt  dort  noch  eine  Variable  y  und  hier 
ebenfalls  nur  die  eine  >/  übrig;  alles  Andere,  also  x  und  £,  muss  jetzt 
in  den  Gleichungen  (2)  als  constant  angesehen  werden.  Differenzirt 
man  mit  dieser  Rücksiebt  die  zweite  der  Gleichungen  (2)  in  Bezug 
auf  y  und  rj,  so  wird 

dy=D%f%.dn, 
und  diess  giebt  mit  dem  Vorigen  zusammen 

ilxdyzzziDM.Dvft-Dth.Difodtdti. 
Setzen  wir  endlich  statt  F(y,x) 

so  ergiebt  sich  die  Reduktionsforrael 

f/F(y,*)dydx  •      /  (3) 

Um  den  Gebrauch  derselben  an  einem  Beispiele  zu  zeigen,  Substituten 
wir  in 

7  7  F(y+x)dydx=J    dy  /  Ffc-f*)ifa:  (4) 

O        O  «>  o 

dydx^-tf-Q-rilttdrjd^-tdridZ; 
ferner,  weil  hier  y  \  .r  — £  wird,  das  Integra  in  (4)  gleich 

wo  noch  die  Integrationsgraden  zu  bestimmen  sind.  Nun  waren  die- 
selben für  a:,*  — 0  und       £— y,  mithin  haben  wir  in  Bezug  auf  f 
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und  hier  kann  man  nachträglich  den  Werth  xr  %  X 
letztere  Methode  ist  nun  die  einzige,  welrjf     jr  /  Iß 
wendung  gestattet   sobald  man  die  Aufg9v  %t     ?  I  .  ^  ^ 

H  if   mnn   «triff  ilfr    Y:irinln>ln    d»  Jl       I         *  aX^anam 


Hat  man  statt  der  Variabein  x^  ^   

ff /  -v)=° 

worin  die  erste  Integration  in  B,y  ff* 
zen  einstweilen  noch  unbesti'/ >  £ 
gundij  einzuführen,  welche  V/  / 

liirt  sind,  so  muss  mr  f  tif 

von  den  neuen  Varir  ///  /  ~u  man  /"ß)  an  die  Stelle 

grales  bezogen  wer',/?  .+  r(y  +  x)  setzt  und  dann  die  Inte- 

dass  das  transfor  / 

.iun  den  allgemeinen  Fall,  worin  es  sich  darum 
.itegrale 

habensoll      S=zffJ*...F(t,s,...z,ytx)€ltds...dzdydx  (5) 
dass  dx 

nach  9  ^0  geschrieben 

Gleir/'  prr 

ery  J  J  J  —Fdtdi-dzdydx, 

„der  n  Variablen  x,y ,z,...s,t,  in  Bezug  auf  welche  in  der  Reihe, 
fe  sie  genannt  sind ,  integrirt  wird ,  die  n  Veränderlichen  g,  q  ,£,...  a ,  r 
J„*uführen,  die  mit  jenen  durch  die  Gleichungen 


verbunden  sind.  —  Nennen  wir  zunächst  <P  Das,  was  aus  /"wird,  wenn 
man  die  genannten  Substitutionen  vornimmt,  und  setzen  dtds...dyelx 
=  &drda...dr]d£,  so  ist 

5  = fff  -  OSl  dx d(S  -        *  (7) 
und  hier  handelt  es  sich  noch  um  die  Bestimmung  von  &l. 
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Da  die  erste  Integration  in  (5)  nach  x  geschieht,  so  sind  zu- 
nächst y,  t,...<  als  Constanten  anzusehen  und  mithin  enthalten  die 
Gleichungen  (6)  die  w-fl  Variablen  x,  £,  tf,...r.  Durch  Differenziation 
der  genannten  Gleichungen  in  Beziehung  aufdieseVariablen  ergibt  sich  nun 

dx  —  ntfodZ  +  Dvfodn  +  0'Jodt+...+Drfo.dT 
0  =  Difl.dl  +  Drifl.dri+Dtfl.dt  +  ...+D1fl.dT 
0  =  Dzf% . Drtf% •  dn  +  Dtfm  <l$+  . . .  +  Dtfr.dx 

.    0  =  Dl/«-] . d|  +  .  <fy  +  AA-i  •  +  />rA-!  .rft 

und  aus  diesen  n  Gleichungen  wären  nun  alle  mit  dy,  </£,...  verse- 
henen Glieder  herauszuschaffen.  Diess  geschieht  mittelst  eines  Satzes, 
welcher  folgendermassen  lautet:  wenn  unter  n  Unbekannten  A  ,  I",  Z 
...  7"  die  w  linearen  Gleichungen: 

aüA+60F+c0Z+...-r-Aor  =  *0 
fllJT+6ir+clZ  +  ...  +  /iAT  =  At  , 

««_,  Jf  +  6a-i  Co— i  £  +  •  •  •  +  /'n— i  7*  =  ^n-i 

statt  linden,  so  ist 

A'  =  ^  (~  *°  Ml'"  ff"-*  An-i) 
* r(  +  «0  ^1  <'2  •  •  •  Si-J ) 


und  hier  bedeutet  £  ( ±  Oq  6x  . . .  gm-^  hn-i )  die  Summe  aller  der 
Glieder,  welche  man  dadurch  erhalt,  dass  man  in  dem  Produkte 
**bl**.*.ffn  %kn  |  alle  möglichen  Vertauschungen  der  Indices  vornimmt 
und  das  positive  oder  negative  Vorzeichen  zusetzt,  jenachdem  man  eine 
gerade  oder  ungerade  Anzahl  von  derartigen  Permutationen  vorgenom- 
men hat*).  Wendet  man  diess  auf  unseren  Fall  filr  X—dl-,  kQ  —  dx 
A-t  —  k<L  ...  =  Ö  an,  so  folgt  unter  der  Rucksicht,  dass  für  kx  =  X2 
...  =  0,  oflenbar  2T(4;  £u  6A  c2 .  ../tn— i)  =  A'u «£(+^1 c2. . . ist: 

oder 

2{±DnflMf%...Drfn-l)  5"  ! 


•)    Alto  x.  B.  =  a0bx-axbo  ,  -2*(  +  «<A£a)  =  Mi  Ca 

—  0O4»C|  +«1  *»f(,~fli*of»  +  «i*()Ci — n^byC^  u.a.  w.  Den  Beweis  de« 
obigen  Salze«  «.  am  Ende  dieac«  Paragraphen. 

11 
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In  den  Gleichungen  (6)  sind  jetzt  noch  die  n  Variablen  y  ,  17  ,  £,  ...t 
vorhanden ,  da  wegen  der  nun  ausgeführten  Integrationen  in  Beziehung 
auf  x  und  |,  diese  letztem  Variahein  entweder  geradezu  verschwun- 
den oder  als  conatant  zu  betrachten ,  wegen  der  jetzt  folgenden  Inte- 
gration nach  y  aber,  1,  ...  f,  <  für  Constanten  anzusehen  sind.  Diffe- 
renziren  wir  nun  in  Bezug,  auf  y,ij,^,...T  die  {n  —  1)  Gleichungen 
y=fi  >  x=:f%t..A=fn-v  so  wird 

dy  =  Dvfl.dv  +  Difl.dt;  +  ...  +  Drf1.dT 


und  hieraus  findet  man  durch  ganz  ähnliche  Schlüsse  wie  vorhin: 

Den  Fortgang  dieser  Schlösse  wird  man  leicht  übersehen.  Es  sind 
nämlich  jetzt  noch  die  (n  —  t)  Variablen  z,  f,  o,...r  vorhanden  und 
wenn  man  die  (»— 2)  Gleichungen  z  =  /i  ,  r~fif...i  =  fn-x  in  Bezie- 
hung auf  diese  differenzirt  und  dann  dz  entwickelt ,  so  findet  man: 

Fährt  man  so  fort,  so  kommt  man  gegen  das  Ende  auf  die  Gleichungen: 


und  zuletzt,  wo  nur  die  Variableu  t  und  t  übrig  sind,  also  blos 
die  Gleichung  t  =         zu  differenziren  ist: 

tf*  =  Drfn-Xdx. 

Multiplizirt  man  nun  rückwärts  mit  einander  dt,  ds,...dzt  dy ,  dx,  so 
hebt  sich  jeder  Zähler  gegen  den  darauf  folgenden  Nenner  und  es 
bleibt: 

dtdt...dzdydx  =  2(±  Dtf0.Dvfl.Dcf9...Drfu-1)dzdo...  dtdrjdl 

oder,  wenn  man  statt  f0  ,  /i  ,  . . .  die  ihnen  gleichbedeutenden 
Variablen  x,y,x,...t  setzt  und  diese  nunmehr  als  von  £,i?,f,...T  ab- 
hängig ansieht, 

tltdt..  dxdydx  =  2(±Dtx.D1!y.Diz...DT()dtda...dt;dridZ, 
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wobei  sich  das  Snmmenzeichen  auf  die  Glieder  bezieht,  welehe  aus 
dem  Produkte  //  r  />,  y...  Dt  t  durch  alle  Bleichen  Vertauschun- 
geu  der  Indices  hervorgehen.  Wir  erhalten  demnach  jetzt  die  Trans- 
forraationsformel : 

.  ..Fdtds..  .dzdydx 

=  fff..  QZ(±Dt  t.Doi..  Dlz.Dny.Dzx)dxd<t...tltdndl 

wobei  £,  rjt  £,...t  mit  xt  y,  z,...f  durch  Gleichungen  von  der  Form 
*  =  9(1»  1?>-.-*),  y  =  ^(£,  17,.. -r)  etc.  verbunden  sind. 

Wir  kommen  nun  unserm  Versprechen  der  Beweisführung  lur 
die  benutzte  allgemeine  Eliminationsformel  nach.  —  Wenn  man  unter 
den  Grossen  a,  6,  c,...g,h  die  Differenzen  zwischen  jeder  derselben 
und  allen  ihren  Vorgangern,  also  die  Ausdrucke: 

b—a 

d—  a  ,  d  —  b  ,  d—c, 

m         •  • 

A—  a  ,  h — h  ,  h  —  c  ,  ....  h—g 

bildet,  so  hat  das  Produkt  aus  ihnen,  nämlich: 

P  =  {b—a)X(c-a)(c-b)x....x(h  —  a)(h-b)...(h—g)  (13) 

offenbar  die  Eigenschaft  sich  zu  annulliren,  wenn  man  durchweg  für 
die  eine  der  Grossen  eine  der  übrigen  setzt,  also  z.  B.  statt  a  über- 
all  b,  oder  statt  c  überall  g  setzt.  Denkt  man  sich  die  angedeutete 
Multiplikation  ausgeführt  und  bezeichnet  man  mit  Q  Dasjenige,  was 
aus  diesem  vollständig  entwickelten  Produkte  P  hervorgeht,  wenn  man 
statt  der  Exponenten  Indices  substituirt,  wodurch  sich  z.  B.  «26sc4  in 
<rs6sc4  oder  66c9  =  a°b*c9  in  a0b6c9  verwandelt,  so  hat  der  neue 
Ausdruck  Q  offenbar  noch  dieselbe  Eigenschaft.  Sind  z.  E.  nur  3 
Grossen  a,  6,  c  vorhanden,  so  ist 

P=  (b-a)X(c~ä)(c-b) 

•   =  a«bvc*-~aPb*e1+alb*c°-axb«cl+<Pb*c1-' atb^c0, 
Q  =  aQbxc%— o0^2ci  +  «iDaco"~,li^oca  +  CT2*oci-~'ra^i<%o 
und  diess  reduzirt  eich  auf  Null,  wenn  man  statt  a  schreibt  6  oder  c 
(natürlich  ohne  die  Indices  zu  stören).    Diese  Eigenschaft  findet  aber 
auch  allgemein  statt.   Denn  das  Annulliren  des  P  geschiebt  in  seiner 
unentwickelten  Form  dadurch,  dass  P  den  Faktor  Null  erhält,  sobald 

11* 
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man  irgend  eine  der  Grössen  o,  b,  c,...g,  h  einer  der  anderen  gleich 
setzt,  in  der  entwickelten  Form  dadurch,  das«  sich  zu  jedem  Gliede 
ein  anderes  findet,  welches  blos  dem  Vorzeichen  nach  von  ihm  ver- 
schieden ist.  Die  letztere  Erscheinung  bleibt  aber  dieselbe,  wenn  man 
die  Exponenten  in  Indices,  also  Pia  Q  verwandelt.  Nennt  man  A0a0 
die  Summe  aller  der  Glieder,  welche  a0  als  gemeinschaftlichen  Faktor 
enthalten,  Ala1  die  Summe  aller  mit  dem  Faktor  ax  versehenen  Tenne 
u.  s.  w.,  so  kann  man  Q  unter  der  Form: 

Q=  A0a0  +  Alal+Aiat  +  ...  +  j4n^ian-i  (14) 
darstellen,  und  wenn  man  der  Reihe  nach  b,  c,...h  für  a  setzt,  so 
ist  zufolge  der  vorigen  Bemerkung 

0=  A0b0  +  Albl+A%b.l  +  ...  +  An-l1*n-x  \ 

0  =   iV«  +  ^  Cj  +  4^  +. . .  +  ^«—1  <•»-!    [  „*v 


0=  A0K+AlAt+A%At+...+A9^k+-1  ' 

Die  Gleichungen  (14)  und  (15)  lassen  sich  nun  zur  Auflosung  der  n  Ii- 
nearen  Gleichungen: 

<i0A+60F+cüZ+...+Äor  =  k0 
+    F+ctZ+. ..+/*,  T  =  kx 


On-x  X  i  b^-x  Y'+Cn-t  T  = 

in  folgender  Weise  benutzen.  Man  multiplizire  die  erste  Gleichung 
mit  A0,  die  zweite  mit  Alt  die  dritte  mit  A±  etc.  und  addire  Alles, 
so  hat  man 

(^o°o+^i  «1  +  A^d^ . .  ,\ An-\  an-i)X 
+  +  +iMt  +  ...  +  i*s-i6»-i)r 
+     •  •  

=  //,,/,,,(  /<i       -f  A^A'2  +  ...  +  ^a— !  A-n-i- 

Hier  verschwinden  zufolge  der  Gleichungen  (15)  die  Coeffizienten  von 
F,  Zf...T  und  es  folgt  jetzt: 

^n— l  Ar«—! 

Der  Nenner  ist  hier  zufolge  der  Gleichung  (14)  =  Q  d.  h.  Das ,  was 
aus  P  durch  Verwandlung  der  Exponenten  in  Indices  hervorgeht;  der 
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Zahler  aber  entsteht  aus  dem  Nenner,  indem  man  k  für  a  schreibt 
und  kann  jetzt  ähnlich  wie  Q  durch  P  ausgedrückt  «erden.  Es  lässt 
sich  daher  X  unter  der  Form 

y  -  (b-k)(c-k){c-b)...{h-k){h-b)...{h-g)  (m 
(6— «)(c—  a)(c-6)...(A  —  a)(h-b)...(h  -g)    K  ' 

darstellen,  wenn  man  nach  ausgeführten  Multiplikationen  überall  die 
Exponenten  in  Indices  übergehen  lässt.  Ebenso  könnte  man  F,Z,  etc. 
ausdrücken;  man  würde  denselben  Nenner  hinschreiben,  den  Zahler 
aber  dadurch  aus  dem  Nenner  bilden,  dass  man  nicht  wie  oben  a, 
sondern  der  Reihe  nach  b,  c  etc.  in  k  verwandelte.  —  Nun  bedarf 
es  aber  nur  geringer  Aufmerksamkeit  auf  den  Gang  der  gewöhnlichen 

Multiplikation,  um  einzusehen,  dass  aus  der  Multiplikation  der  — ' 
Differenzen 

b  —a 
c — a  ,  c — 6, 


h  —  a  ,  h  —  b  ,  ...  h—g, 

wo  »  die  Auzahl  der  Grösseu  a,  b,  c...h  bezeichnet,  lauter  Partial- 
produkte  von  der  Form: 

+  oP  bi cr . . .  .h* 

entstehen,  worin  immer  p+q  +  ..  +*  =  der  Faktorenanzahl  — --~  ) 

ist,  dass  ferner  kein  Exponent  >  n — 1  sein  kann  und  endlich  die  Anord- 
nung der  Exponenten  immer  anders  ausfallt.  Hieraus  folgt,  dass  p  ,q ..s, 
abgesehen  von  ihrer  Ordnung,  mit  0,  l,  2,...(n — 1)  identisch  sein 
müssen,  mithin  die  ?i(n  — 1)  entstehenden  Partialprodukte  aus 

hervorgehen,  wenn  man  die  Exponenten  auf  alle  möglichen  Weisen 
[deren  es  n(n  —  1)  giebt]  permutirt.  Nach  No.  (16)  ist  nun  durch  Ver- 
wandlung der  Exponenten  in  Indices,  und  wenn  man  der  Reihe  nach 
(i   dann  b,  c,...h  in  k  übergehen  lässt, 

~~  ~2(±a0blc*...hn-iy  Z(±a061ca...ÄÄ-1) /  "" 

J3^K%77jC^P 2(±a0blC2...hn-i) 
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Diese  sind  die  Formeln,  deren  erste  vorhin  benutzt  wurde.  Der  wich- 
tigste Gebrauch  des  allgemeinen  Transformationstheoremes  besteht  nun 
darin,  dass  man  mit  seiner  Hülfe  oft  vielfache  Integrale  auf  einfache 
zurückfuhren  kann,  wenn  nämlich  die  Gleichungen  x  =  f0,  y  =  fi 
etc.  so  gewählt  sind,  dass  nach  ihrer  Substitution  die  neuen  Variablen 
|a  {  etc.  gesondert  auftreten  und  dadurch  das  vielfache  Integral  in 
ein  blosses  Produkt  einfacher  Integrale  zerfällt,  wie  in  dem  vorhin 
gegebenen  Beispiele  fär  die  Transformation  eines  Doppelintegrales. 


Kap.  VII.    Analytische  Anwendungen. 

§31. 

Summirung  der  Taylor* sehen  Reihe. 

Schon  in  $.  47  der  Differenzialrechnung  hatten  wir  bemerkt, 
dass  sich  manche  Reihen  leicht  summiren  lassen,  wenn  die  Summe 
derjenigen  Reihe  bekannt  ist,  welche  durch  Differenziation  aus  der 
ersten  hervorgeht,  zugleich  aber  auch  erwähnt,  dass  diese  Methode 
der  Reihensummirung  den  Gebrauch  der  Integralrechnung  wesentlich 
erfordere.  lu  der  That,  wenn  y  die  noch  unbekannte  Summe  der 
Reihe  An  +  Av  x  +  A%x*  + . . .  bezeichnet ,  folglich 

st  und  es  sich  nun  trifft,  dass  die  Summe  dieser  letzteren  Reihe  schon 
bekannt  und  etwa  =  f{x)  ist,  so  folgt  jetzt  aus  -JjL  —  f{x)  durch  In- 
tegration y  =  ff(x)dx;  kann  man  nun  die  hier  postulirte  Integration 
in  geschlossener  Form  ausführen,  so  gelangt  man  damit  unmittelbar 
zur  gesuchten  Reibensumme.  Wir  wollen  als  Beispiel  für  diese  Me- 
thode die  Summirung  einer  Reihe  zeigen,  welche  bereits  im  §.  35.  der 
Diff.R.  vorkam,  und  wenn  uns  hierbei  auch  keine  materiell  neuen  Re- 
sultate geboten  werden,   so  bat  diese  Betrachtung  doch  wenigstens 
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ucu  vuiintii,  me  ecnoii   uon  entwickelte 
und  ztvar  in  vielen  Fallen  sehr  vortheilhaften  Form  darzustellen. 


y  =  F(c-z)  +  ,*f(C-,)  +  iL  F»(c-»)+... 

_         "  >  (1) 

so  ergiebt  sich  durch  Differenziation  io  Bezug  auf  r: 

Denken  wir  uns  ftir  die  linke  Seite  die  Reihe  in  (1)  geschrieben,  neh- 
men darauf  t  =  h,  x  =  0  und  subtrahiren  diese  beiden  Werthe  von 
einander,  so  folgt: 

•  •  - 

F(c-A)  +  *P(C-A)+-*1  ^(C-A)  +  ... 

o 

oder  tur  c=  a  +  A,  und  durch  Transposition  von  F(c)  =s  F(a  +  h): 


=  F(fl+*>-ix^r)/ 

Diess  ist  nichts  Anderes,  als  die  Sunimirung  der  n  ersten  Glieder  der 
Taylorschen  Reihe,  wobei  der  Rest  derselben  unter  der  Form  eines 
bestimmten  Integrales  erscheint.  Man  kann  dem  letztern,  welches  mit 
•/„_ !  bezeichnet  werden  möge,  noch  mancherlei  andere  Gestalten  ge- 
ben; nimmt  man  /.  B.  z  =//  —  ?/,  so  geht  dasselbe  in 

über  und  dieses  letztere  verwandelt  sich  för  u  m  ht  in 
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J9-t  =  /*«  J*1  (\  —  t)—*Fl*)(a+hl)dt. 

Die  letztere  Form  ist  wegen  der  constanten  Integrationsgränzen 
die  meistenteils  brauchbarste. 

Kür  a  =  0  ,  h  =  x  wird  aus  (2): 


wobei  man  für  Jn-\  eine  der  Formen 

'  *        FW (* — z) dz  >f'(* -«)— 1       (") du, 

x»  J*l(l-ty-lPto(xQdi 

wählen  kann.  —  Setzt  man  noch  F(x)  =  J  f(x)dx,  so  folgt  F(0) 
=  0  ,  F{x)  -  f{x)  ,  F"{x)  ss  /"'(*)  etc.  und  mithin  ergiebt  sich: 

-  +  1.2...(ji-1)^     +  t.2...(n— l)' 
oder,  wenn  w-f  I  an  die  Stelle  von  n  geschrieben  wird, 


(3) 


1.2...«  *  1.3...« 

i 

wobei  man  für  Jn  einen  der  Ausdrücke 

f*  +fto  (x  -z)dz  ,  (»)  1/4*  , 

0.0 

^lf\l-t)nf^^t)(lt 

nach  Belieben  wählen  kann.  Will  man  die  Reihe  (3)  ins  Unendliche 
fortsetzen,  so  muss  man  entweder  sich  versichern,  dass  für  unendlich 


•  * 


uig 
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ist,  oder  man  wendet  da«  allgemeine  (Yitcrium  fiir  die  Verwandelbar- 
keit  einer  Funktion  auf  F(x)  = f{x)  dx  an  und  bestimmt  dadurch 

o 

a  priori  die  Gränzen  der  Gültigkeit  für  die  Gleichung  (3).  So  findet 
man  z.  B.  ohne  Schwierigkeit 


x     1*3      1.3*»     1.3.5  x* 
=  1~2~3  +  TÄ  5  ""2XftT+- 

gültig  innerhalb  der  Gränzen  *  =  —  1  bis  J?s=+ 1,  da  fär  F(x) 
=  l(x  +  Vi  +x*)  die  Differenzialquotienten 

unendlich  werden,  sobald  x=V^^T  oder  der  Modulus  von  x  der  Ein- 
heit gleich  genommen  wird. 


§  32. 

Reiltensummirungen  durch  singulare  Werthc  bestimmter 

Integrale. 

■ 

In  vielen  Fällen  lässt  das  Integral,  welches  die  Summe  einer 
Reihe  darstellt,  keine  Werthangabe  in  geschlossener  Form  zu  und 
dann  gelangt  man  zu  keiner  unmittelbaren  Summirung;  aber  es  kann 
dabei  oft  vorkommen,  dass  Spezialisirungen  jener  Reihe  summirbar 
werden,  wenn  der  entsprechende  spezielle  Werth  des  Integrales- ein 
singulärer  Werth  ist,  der  sich  vollständig  entwickelt  angeben  lässt. 
Eines  der  bemerkenswerthesten  Beispiele  dieser  Art  gründet  sich  auf 
die  singulären  Werthe  der  Integrale 

o  o 

die  fiir  r=i  hervorgehen.   Dass  nämlich  fiir  r  =  l  das  erste  dieser 


Digitized  by  Google 


170 

Integrale  nicht  noth wendig  verschwinden  müsse,  erkennt  man  leicht 
daraus,  dass  der  Nenner  in  diesem  Falle  =2(1  —  cos x)  wird  und  es 
mithin  einen  Werth  von  x  giebt,  für  welchen 

1-1 

I— 2cosa:  +  P 

nicht  =0  zu  werden  braucht,  nämlich  den  Werth  x=Q.  Man  hat 
nun  zunächst  wegen  cos  x  —  l  —  2  sin  2J  x 

f  l-Zrcolx+r*^*)dx:=zf  (l-r^iZsin^xVW*1*' 
und  diess  geht  für  .  x  =  z,         m  i  in  i  /*  —i^^^^aber. 

Bezeichnen  wir  9 (2z)  mit  ^z(z),  und  berücksichtigen,  dass  für  r=l 
auch  W=l  und  «  =  0  wird,  so  ergiebt  sich,  dass  der  dem  Falle  r=l 
entsprechende  singulare  Werth  des  in  Rede  stehenden  Integrales 


=  Lim/ 


E 


f*  +  sio«z^d* 


ist ,  wobei  sich  das  Zeichen  Lim  auf  ein  bis  zur  Null  abnehmendes  i 
bezieht  Bleibt  nun  der  Dtfferenzialquotieut  ty'  (z)  endlich  und  stetig 
von  z=0  bis  z=lc,  so  ist  es  für  alle  in  dem  Integrationsintervalle 
enthaltene  1  erlaubt,  ^(z)=ij/(0)  +  zty' (U)  zu  setzen,  wo  X  einen  po- 
sitiven ächten  Bruch  bezeichnet;  dann  wird         .  .. 

ft%<Hz)dz  sdz         f*°  tz1>'(Xz)dz 

J     t«-Mn%~*w./    e»-fsin«z+*J       £*  +  sin*z 

und  wei  n  man  die  erste  Integration  rechts  aosfubrt  uiut  in  der  zweiten 
noch  den  Faktor -^T^1  zusetzt  '":<n  ««* 

/*c  fi//(2)rfz  '  '      "\/;  • 

=  ^(0)  -^=Arctan  (^^%an|c| 
'Sesinzcosz  z 
mithin,  wenn  man  «  bis  zur  Null  abnehmen  lässt, 
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Lim./     **  +  sm*: 


.(3) 


Da  nun  t^'  (2)  der  Voraussetzung  nach  von  2=0  big  2  =  Je  endlich 
und  stetig  bleibt,  folglich  diess  mit  m>'  (ki)  um  so  mehr  der  Fall  sein 
muss  (wegen  lx<sz)t  so  wurde  auch  das  Produkt 


*'(kz) 

innerhalb  jenes  Intervalles  endlich  und  stetig  bleiben,  wenn  der  Faktor 
jj^t^  dieselbe  Eigenschaft  besüsse.   Hierzu  ist  nothig,  dass  22  nicht 

=  «  werden  darf,  und  mithin  muss  man,  da  2.  ;c=c  der  grösste  Werth 
ist,  den  22  innerhalb  des  Integrationsintervalles  erhalten  kann,  voraus- 
setzen, dass  sei.    Da  unter  dieser  Beschränkung  s»(f^)t  von  I=0 

bis  *=ic  endlich  und  continuirlich  bleibt,  dieselbe  Eigenschaft  dann 
auch  dem  vorhin  genannten  Produkte  zukommt,  so  können  wir  jetzt 
behaupten,  dass  das  Maximum  M  und  das  Miniraum  N,  welche  jenes 
Produkt  innerhalb  des  Intervalles  0  bis  *  e  erreicht ,  e  n  d  Ii  ch  e  Grössen 
sind  und  mithin  haben  wir 

_  /**e2  sin  2  cos  2     2      .  M  x  , 

^  .  m#  /***  2 sin 2 cos t  .       ,  _  2 sin: cos 2  . 

<6MJ  dz  und  >iNj  TTfOT* 

d.  I. 

<tf[f/(£*  +  sin*ic)-*/(e*)] 
und         >  iV[«/(f«  +  sin  »;  c)— */(**)  ]. 

Daraus  folgt  augenblicklich,  weil  Lim  */(«*+  sin 2Jc)  und  Lim  c/(«a) 
beide  =0  sind 

/     IM^T^  sin  22  *  W ih  -  ü 
und  mithin  nach  Nro.  (3) 
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Befficksichtigen  wir  endlich,  dass  wegen  iff(t)  =  q>C2z)  ,i//(0)  =  qp(0)  ist 
und  die  Bedingung,  dass  ty'  (2)  von  :  0  bis  z  =  \c  stetig  und  endlich 
bleiben  soll,  nunmehr  in  die  übergeht,  dass  <p'(z)  von  z  =  0  bis  z  =  c 
endlich  und  continutrlich  bleiben  muss,  so  ist  jetzt  filr  r=l 

l-2rcosJr-t-ray(jr)rfjr=:2  y(0)  '  C<n>  (4) 

wobei  Stetigkeit  und  Endlichkeit  von  <p' {x)  innerhalb  der  Gränzcn  *=0 
bis  x  —  c  vorausgesetzt  wird. 

Auf  ganz  ähnliche  Weise  lüsst  sich  der  singulare  Werth  des 

zweiten  in  Nro.  (1)  vorkommenden  Integrales  bestimmen,  indem  man 

I  r 

cosa:=2cosa;ar— 1 ,  darauf  wieder  x  —  '2z  und  =t  setzt.  Der 

2Vr 

selbe  ist  nämlich 

o  ' 

und  dafür  findet  man  den  Werth  Null  unter  denselben  Bedingungen 
wie  vorhin.  Diess  ergiebt  sich  auch  unmittelbar  aus  der  Bemerkung, 
dass  für  r=t  der  Ausdruck 

immer  Null  ist,  sobald  <p'(x)  und  folglich  auch  y(x)  endlich  und  ste- 
tig, zugleich  aber  1  +  cosa:  von  Null  verschieden  bleibt.  Diese  letz- 
tere Bedingung  ist  aber  erlullt,  wenn  der  grösste  Werth  des  x  d.  h. 
c  <  it  genommen  wird.   Wir  haben  daher 

0  ,  c<«.  (5) 

Von  den  beiden  Sätzen  (4)  und  (5)  kann  man  nun  folgende  Anwendung 
machen.  Es  ist  für  ein  ächt  gebrochenes  r 

1-r*  •  ' 

1  —  2r  cosar-f  r* 
=  1  + 1  { r  cos  x  +  r2  cos  Ix  +  r3  cos&r  + . . .  I 
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Multiplizirt  man  diese  Gleichung  mit  f{x)dx,  integrirt  darauf  zwischen 
den  Gränzen  x  —  0  ,  x  =  n  und  setzt  zur  Abkürzung: 

j*  f(x)cosnxdx  =  An, 

so  ergiebt  sich 

O 

Es  kann  nun  leicht  sein,  dass  die  Reihe  rechts  für  r  =  ±  \  noch  con- 
vergirt,  und  wenn  diess  festgestellt  ist,  so  muss  ihre  Summe  offenbar 
dem  singulären  VVerthe  des  Integrales  links  gleich  sein.  «Um  den  letz- 
teren zu  tinden,  müssen  wir,  da  die  Bedingung  c<»  nicht  erfüllt 
ist,  vorerst  die  Zerlegung  ■ 

o 

eintreten  lassen ,  wobei  wir  im  zweiten  Integrale  rechts  x  =  n  —  x' 
setzen;  es  findet  sich  dann  ohne  Schwierigkeit: 

p*  1-r» .       Mäm  +  f»  /fr— W 

J      1— Srcos^+r*  J  jTf2rco«Är-fra 

o  o 

■ 

Hieraus  ergiebt  sich  für  r  =  +  1,  indem  man  rechts  1  —  r1  in 
(l  +  r)(l—  r)  zerlegt  nach  no.  (4)  und  (5) 

/  *  t    J~r*        f(x)dx  =  nf(0) , 
J  l— 2rcosx+r2  ' 

o 

dagegen  für  r  =  —  1 

0 

und  somit  gelangen  wir  zu  dem  Satze:  wenn  die  Funktion  f(x)  von 
x  =  0  bis  x  =  n  endlich  und  stetig  bleibt,  so  gelten  die  Gleichungen 
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I  S  (8) 

so  lange  die  Reiben,  in  welchen  Am  die  früher  angegebene  Bedeutung 
hat,  convergcnt  bleiben»). 

Ein  guten  Beispiel  hierzu  bildet  die  Annahme  f{x)  =  coso*, 
worin  a  keine  ganze  Zahl  sein  soll.   Es  wird  dann 


An  =      n  cos  \tx  cos  nx  dx 

=  ^^J*"  co8(n-~p)xdx+  fnca8(n  +  it)xdxT^ 

_  1  I  sinfri  — a)*  ,  sin («4-  a)      _  (—  l)»f  i  psiiift«  ■ 
2  L  T      »  +  a     J  ' 

Die  beiden  in  (8)  vorkommenden  Reiben  sind  jetzt: 

und  ihre  Coovergenz  erhellt  leicht  aus  der  Bemerkung,  das*  iur 

ausfallt.    Die  Summe  der  ersten  Reihe  ist  daher  ^  cos  aü,    und  die 

der  zweiten^  cos  «a,  woraus  durch  Multiplikation  mit  2  und  Division 
mit  m iui  TT  folgt 

1         2a  2a  2a 

«cosectt«=-  +  F:^~ +  _£_._...  (9) 

1        2a  2a  3a 

*cota*=        jäirp  - ^r£-2  -  3r£-^  +  ...  (10) 


•)  Man  kann  diese  Betrachtungen  noch  etwa«  allgemeiner  halten  und  dabei  * 
die  Summe  derjenigen  Reihen  ermitteln,  von  denen 

J*n  f{x)  co«  n  (x  —  o)  dx 

da«  allgemeine  Glied  darstellt,  aber  die  Untersuchung  selbst  hat  auf  diesem 
Wege  wenig  Werth  und  trifft  den  Nerv  der  ganzen  schönen  Theorie  «olcber 
nicht.    Die  angemessenere  Bchandlungsweise  besteht  darin,  dass 
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Die  halbe  Differenz  beider  Gleichungen  fiihrt  unter  der  Rücksicht,  dass 
cosec«  —  cot m=  tun  1«  ist,  noch  zu  der  Formel 

it  2fi  2ft  2ft 

Schreibt  man  die  Gleichung  (10)  in  der  Form 

l  2u  2ia  2j* 

»cot,,»-  -^-p-^-i  --^^  -3^-... 

nioltiplizirt   beiderseits   mit  t/u  und  intcgrirt  zwischen  den  Grün 
H=0,liz=X,  90  findet  man 

/>■  1 
(jtCOtfiÄ—  -  )dp 

Bei  unbestimmte»  lotegration  ist  aber 

/(» cot ^»  -  J ) rfp=i/(si..»p») C 

und  daraus  erhält  man,  wenn     in  A  und  dann  in  Null  übergeht, 

fl,  1  v  ,      ,  , /sin  ihr  V» 

und  mithin  ist  nach  Nro.  (12) 

,  /sin  A«)\a 

=H[i-jpj»+*/[»-pr+i'tt-5i*+" 

Ist  A  <  I ,  so  sind  die  Grossen  sinAjr,  1  —  pf  1 — ^5 etc.  sämmtlich  po- 
sitiv und  man  kann  in  diesem  Falle  den  Satz  anwenden,  dass  für  po- 
sitive «  die  Funktionen  U(u2)  und  lu  identisch  sind.  Erinnert  man 
sich  noch,  dass  aus  einer  Gleichung  von  der  Form  lA=la  +  /6-f/c+... 
folgt  A=abc...,  so  ergiebt  sich 


die  ersten  n  Glieder  der  Reihe  summirt  und  darauf  die  Griinxe  bc- 
,  gegen  welche  diese  Summe  bei  unendlich  wachsenden  H  convergirt. 


M.  b.  hierüber  das  xweite  Heft  meiner  „Analytischen  Studien. 


«« 
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«in  J  7t  L*  ia  k* 

^=a-p)fl-^)a-£)...    .  (t3) 

Multiplizirt  man  ebenso  die  Gleichung  (11)  mit  dp.  und  integrirt  darauf 
zwischen  den  Grunzen  p=0,p=X,  so  fuhren  ganz  ähnliche  Schlüsse 
zu  der  Formel 

cosi^=(l-p)(l-p)(l-p)...  (14) 

die  man  auch  durch  die  Relation  cos  i  in— |  *l  j|       aus  der  in Nro.  (13) 

verzeichneten  hätte  ableiten  können.  Setzt  man  endlich  A»=ar,  so  er- 
geben  sich  die  Gleichungen 


x%  v x2  v  x,  .T® 


,     rin^^xd-j^Xl-gr^Xl-^i)...  (15) 

3fr^  *Jü^ 

cos  1  *  =  (1  -  Ji"!  )  (1  -  3^ )  (1  -         )     .  ,  Lx ü  <t6) 

deren  Gültigkeit  zufolge  ihrer  Herleitung  an  die  Bedingung  X  <  1 ,  d.  i. 
In  <  jroderar<jr  gebunden  ist,  wobei  es  nur  auf  den  absoluten  Werth 
von  x  ankommt.  Man  kann  sich  aber  leicht  überzeugen,  dass  die  auf- 
gestellten Gleichungen ,  abgesehen  von  ihrer  Herleitung,  allgemein 
gelten.  Denn  man  hat,  wenn  q>(x)  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (15) 
bezeichnet,  auch 

n — x  n\x  2tz  —  x    2n+x  Zit  —  x  3jt-f:r 

*<*)=*-  —  •—  — R--~5F—Tsr" 

folglich 

— x       +  x  7t  —  x  %7i-{-x  2n  —  x    in  +  x 

9><*+*)=<* +*) — ^-  —tot •  -Tg- :  —&r - -JtT  -  ■  ■ 

oder  wenn  man  je  zwei  auf  einander  folgende  Faktoren  im  Zahler  ver- 
tauscht (nach  dem  Schema  ab.cd.  ef...z=zba.dc.fe ...) 

■  • 

n+x  7t— x   27r-f.T  2;r — x  3n-\-x  ^n—x 

*(*+*)-.-*.—.—      2^~— 25"— 3i  3^  

I  ■  • 

d.  i.  9>(rc-|-a0  =  — 9>(a0-  Hieraus  folgt,  wenn  wieder  n\x  für  x  ge- 
setzt wird,  <jp(2?t  +  a:)==  —  q>(n+x)  d.  i.  g>(2jr -f x)  =  q>(x),  dann  wieder 
9>(3*r-f  ;r)=<jp(7r  -f-ar)  oder  q> @7t  +  x)  =  —  <p(x)  u.  s.  f.  Die  Funktion 
<p(x)  ändert  sich  demnach  ebenso  periodisch  wie  sin  x,  und  da  von 
x=0  bis  .r  =  7z  die  Funktionen  sin  x  und  tp(x)  identisch  sind,  so  er- 
sieht sich  jetzt  ihre  Identität  von  x—§  bis  Da  man  ferner 
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die  Gleichung  (16)  als  eine  Mose  Folge  von  ihrer  V  orgängerin  ansehen 
kann,  so  muss  auch  sie  für  alle  x  gelten. 

Giebt  man  in  den  Gleichungen  (13)  und  (14)  dem  *  solche  Wer- 
the,  dass  sin  Xn  oder  cos  i  In  unmittelbar  bekannt  ist,  so  erhält  man 
unendliche  Produkte,  aus  denen  sich  n  bestimmen  Ih'sst.  So  erhalt 
man  aus  Nro.  (13)  für  X=\ 

m 

2     1.3  3.5   5.7  7.9 

*         -WW"W  " 

mithin 

n     2/2  4.4  6.6  8.8 

2  =  l.3*375'5.7,7\9* 


Wir  wollen  nun  noch  eine  Reihe  für  die  Sekante  nebst  der  daraus  fol- 
genden Produkten  forme  I  entwickeln.  Schreibt  man  die  Gleichung  (9) 
in  der  Form 

setzt  darauf  an  die  Stelle  von  fi  und  dividirt  dann  tiberall  mit 
2,  so  ergiebt  sich  -  * 

71  1111 

+5+^+5-^ 

oder  durch  Vereinigung  je  zweier  mit  gleichen  Vorzeichen  versehener 
Glieder 

*      i  2.1  2.3  2.5 

Multiplizirt  man  auch  diese  (ileichung  mit  d(i  und  iutegrirt  zwi 
den  Gränzen  ft  =  0,f*  =  A,  so  findet  man  leicht 

f '  tau     ^  5i 

12 
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und  wenn  man  il<l  voraussetzt,  so  entspringt  darafts  die  Predukten- 
forniel 

1  +  A       1+A  3-X  5  +  A  7-A 

tan^^^r^'3TA^rn"*  (18) 

Von  besonderem  Interesse  sind  noch  die  Resultate ,  welche  man  da- 
durch erhält,  dass  man  die  für  die  Tangente,  f'otangente,  Sekante 
und  Cosekante  gefundenen  Reihen  in  andere  transformirt ,  welche  nach 
Potenzen  von  fi  fortschreiten.  Diese  Umwandlung  bietet  unter  An- 
wendung der  Formel 

I  1  1 

keine  Schwierigkeit  dar,  sobald  man  ft<n,  d.  h.  weil  »  =  1,2,3,.. 
genommen  werden  muss,ft<l  voraussetzt.    Benutzt  man  z.  B.  die 
vorstehende  Gleichung  zur  Entwickelung  jedes  einzelnen  Gliedes  der 
in  Nro.  (10)  vorkommenden  Reihe  und  ordnet  hierauf  Alles  nach  Po- 
tenzen von  ft,  so  erhält  man 

rccotftjr 


d.  i.  wenn  zur  Abkürzung 


1«»  +  <2m     3"»   ^m 


x 

und  u=  — setzt,  wo  nan  x<,n  sein  muss 

7t 


Vergleicht  man  diess  mit  der  schon  früher  für  cot  x  gefundenen  Reihe 
[Differenzialrechnung  S.  232,  Formel  (7)],  so  folgt-* 
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oder 


(2n)  •  ! 


l  .1.1     .  a--'^«-,i^  nft. 

12n+  22«  +  3«»  '  1.2. 3. ..(2/1) 


womjt  eine  Summenformel  fiir  die-  geraden  Potenzen  der  reziproken 
natürlichen  Zahlen  gewonnen  ist.  So  hat  man  z.  B.  Pur  w  =  1  ,  Bx  =  \ 
(S.  236  der  Diff.-R.)  folglich 


■    i   1  ,  1  , 

1«  +  2*    3«  +  •••—  ß  Ä 


Dividirt  man  die  Gleichung  (19)  mit  2**,  so  ist  auch 

227i  +  är  +  p5+-"=ao.a...<aW)' 

und  wenn  man  diess  von  Nro.  (19)  subtrahirt 

111        __2**-l  Bv*-ln*" 
l«Ä+^  +  5äü  +  -  — 2— 1.2...(2«) 

In  eleganterer  Form  erhält  man  noch  diese  Reihen vergleichungen,  wenn 
man    statt   der   Berooullischen   Zahlen    die  Tangeotenkoeftizienten 
<']  •  G*,G5,...  und  die  ihnen  analogen  Sekantenkoeffizienten G0 ,  (>'.,.  6'4,.. 
einführt.    Setzen  wir  vorerst  zur  Abkürzung 

11  1 

Jm  +  5m  +  gin  +  •*  ^m » 

so  ergiebt  sich  aus  den  Gleichungen  (17)  und  (11),  wenn  man  die  darin 
vorkommenden  Reihen  f3r  fi<l  ähnlich  wie  vorbin  transformirt , 

|seci^=2F1+2r9^  +  2r5^  +  2Fr^+... 


71 


2tanif*Jr  =  Öt7aft  +  2t74fi8+2f/(i^+... 

oder  für  fi=i— ,  wo  nun  2.r<*  oder  #<-asein  muss, 

12 
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tan*=^*  +  -^*«+  + 

und  nenn  man  diess  mit  den  Reihen 

G  V 
secx=G0  +  y^x*+  OX3«*+*- 

vergleicht,  wobei  1.2.3...  m  kurz  mit  wi'  bezeichnet  werden  möge,  so 
igt  vermöge  der  Bedeutungen  von  Vm  und  f/m, 

G*n    y-r»r  1       1    ,_JL  "l 

(2»  +  1)'  ~  ^  +  2  |_l2»  +  a  +  3*HF5  +  SÜTi+"  .| 
Beide  Gleichungen  hissen  sich  zusammenfassen,  wenn  man 

Gm    2"+*r  l        «        i        •         -l  ^ 

setzt,  worin  «  eine  Grosse  bezeichnet,  die  =  —  1  oder  =-|-l  wird, 
jenachdem  m  gerade  oder  ungerade  ist.    Setzt  man 

tH)-- i-M).  (22) 


2 

so  ist  diese  dem  f  auferlegte  Bedingung  erfüllt  und  somit  die  Dualilät 
der  Gleichungen  für  Gm :  m  vermieden.  Der  Fall  e  =  + 1  stimmt  übrigens, 
wie  sich  von  selbst  versteht,  mit  der  Formel  (20)  überein. 

Ein  anderweites  Beispiel  für  die  Gleichung  (8)  würde  die  An- 
nahme f(x)  =  eß*  bilden;  man   findet  aber  dabei  fast  nur  Resultate, 

welche  aus  den  bisher  entwickelten  durch  die  Substitution  (trsjJV^l 
hervorgehen  würden. 


§  33. 

Andere  Methode  der  Reihensummirtmg. 
Die  eleganteste  Ausführung  des  Gedankens,  Reihen  durch  be- 


uig 
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Integrale  zu  summiren,  besteht  in  folgendem  Kunstgriffe.  Die 
gegebene  Reihe  sei: 

9(0) +9(1) +  9(2) +  9®  +  .  (I) 

was  bekanntlich  die  allgemeine  Form  jeder  regelmässigen  Reihe  ist; 
gesetzt  nun,  es  wäre  ein  bestimmtes  Integral  bekannt,  dessen  Werth 
gerade  <p(n)  ausmachte,  also  etwa 

J*kf(x,n)dx  =  9(«),  (2) 

a 

so  wäre  die  Reihe  in  No.  (I)  auch  gleich  der  folgenden: 

a  a  a 

=  yHr/*(ar,0)+/,(ar,l)  +  /,(^,2)  +  A^,3)  +  ...]da:  (3) 

a 

und  man  übersieht  jetzt  auf  der  Stelle,  dass  die  Summirung  der  ur- 
sprünglich gegebenen  Reihe  auf  die  Summirung  einer  anderen  Reihe, 
nämlich  f(x,  0)  -f-  f{x ,  1)  -f- . . .  reduzirt  ist.  Kann  man  nun  diese  letztere 
Summe  finden  und  heisst  dieselbe  etwa  F(x),  so  hat  man  durch  Ver- 
gleichung  von  (1)  und  (3): 

9(0)  +  9(l)  +  9(2)  +  9(3)  +  ...=  JhkF(x)dx,  (4) 

o 

und  wenn  sich  die  auf  der  rechten  Seite  postulirte  Integration  in  ge- 
schlossener Form  ausführen  lässt,  so  hat  man  damit  die  ursprüngliche 
Reihe  summirt. 

Dieses  Verfahren  ist  z.  B.  mit  Leichtigkeit  auf  die  Reihe 


p0»+l)(p  +  2)...(p  +  m-l)    0»+y)(p  +  9  +  l)...(p  +  7  +  m~l) 

+  "!  

(p  +  2f)Ö»  +  2?+l)...(p  +  2f-f«-l)  ^(5) 

+  (p + 5j)(5  +  3? + 1) . . .  öT+^+^Ij 
+  

anwendbar ,  worin  m  eine  ganze  positive  Zahl  bezeichnet ,  p  und  q  be 
ebige  rationale  Grossen  sind;  es  giebt  nämlich  ein  bestimmtes  Inte- 
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gral,  dessen  Werth  das  allgemeine  Glied  der  gegebenen  Reihe  dar- 
stellt   Man  gelangt  hierzu,  wenn  die  Reduktionsformel 


m  +  np 
auf  das  Integral 

f  x'-*{\-x)—*di 

angewendet  wird,  worin  *  eine  ganze  positive  Zahl  bezeichnet.  Man 
flndet  so: 

<>  0 

und  wenn  man  auf  das  Integral  rechts  die  Reduktionsformel  selbst 
wieder  anwendet,  indem  man  *—  1,  *— 2,  etc.  der  Reihe  nach  für  * 
setzt: 

=  inj     r J-Ui-x)-+dx 

r+,-  1  r+s-2  r+i-3  /  l*  ' 


0 

d.  i.  wenn  man  die  letzte  Integration  jetzt  ausfuhrt, 

fX  x*-i{\  —  x)*~  1dx 

s  —  i       *— 2        _2  1_  1 

r+*-l  r  +  5— 2  '  r  +  2  r-flr' 

Schreibt  man  m  für  s  unddividirt  beiderseits  mit  1.2.3...(m  —  1),  was 
kurz  mit  (m — 1)'  bezeichnet  werden  möge,  so  ist 

,    1  «v,  f^t—x) m-i^-i =-  .  1  _  (6) 

(m—i)J  r(r+l)(r  +  2)...(r+»/t-l) 

o 

Setzt  man  endlich  p  +  kq  für  r  und  multlplizirt  beiderseits  mit  uk, 
u  constant  ftir  die  Integration  ist,  so  ergiebt  sich: 
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(j>  +  *?)(;»  +  kq  +  l)  (p  +  . ..  (p  +  Ay/  + 

nnd  hier  ist  die  rechte  Seite  nichts  Anderes,  als  das  allgemeine  Glied 
der  in  No.  (5)  verzeichneten  Reihe.  Man  erhält  letztere  daraus,  in- 
dem man  k  =0,  t,  2,  3,...  setzt  und  Alles  addirt.  Die  Summe  je- 
ner Reihe  ist  demnach  gleich 

Hier  lässt  sich  die  eingeklammerte  Reihe  summiren,  sobald  der  ab- 
solute Werth  von  tixi  <  1  ist.  Berücksichtigt  man ,  dass  vermöge  der 
Integrationsgränzen  x  nicht  ausserhalb  des  Intervalles  0  bis  1  liegen 
kann,  so  erfüllt  sich  jene  Bedingung  dadurch,  dass  man  q  positiv  und 
ti<l  nimmt.    Das  vorstehende  Integral  giebt  dann  die  Summenformel: 

1   .   *  

j>(p+l)...(p  +  m-l)T  Ö»  +  ?)(P  +  ?+l)"(P+9+»-l) 

+  (/>+2?)  (p  +  2g  + 1) . . .  (p  +  2? +711  - 1)  + 

(/«  —  1)  J  1  —  ux* 

o 

Dass  nun  die  auf  der  rechten  Seite  vorkommende  Integration  jederzeit 
ausführbar  ist,  sobald  p  und  q  positive  rationale  Zahlen  sind,  ergiebt 
sich  leicht  auf  folgende  Weise.  Man  entwickele  zunächst  (1 — x)m~l 
nach  dem  Binomialtheoreme  fär  ganze  positive  Exponenten,  so  zerfallt 
das  vorstehende  Integral  in  m  andere  von  der  Form 

/ixV+'~ldx  .  ... 

-T— —  ,  *  ganz  und  positiv. 

Bringt  man  die  beiden  rationalen  Zahlen  p  und  q  auf  gleichen  Nen- 

h  k 

ner,  so  kann  man  p  =  - ,  q  =  -  setzen,  wo  A,  k,  n  sämmtlich  ganze 

positive  Zahlen  bedeuten.  Mit  Hülfe  der  Substitution  x  =:  zn  geht 
jetzt  das  Integral 
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j;B  +  *    1 da: 

 T~ 

1  — 


in  das  folgende 

J      t— »i* 

U 

über,  worin  der  Faktor  von  dz  eine  rationale  gebrochene  algebraische 
Funktion  von  :  und  dessen  Werth  mithin  nach  den  Lehren  des  Cap.  II 
jederzeit  vollständig  entwickelbar  ist.  So  findet  man  z.  B.  aus  der 
Gleichung  (7)  für  p  =  q  =  1  und  m  =  3, 

t       ,      u      ,     m2      ,      tts  . 

+  cT~ö — I  ö~~J — «  +  1 — tt — 35  T  •••  . 


1.2.3  1  2.3.4  '  3.4.5  '  4.5.6 

-i    27*  KT'l<l+l* 

1>k>-i, 

wobei  man  übrigens  auch  noch  u  =  -f-1  und  u  =  — 1  setzen  darf, 
weil  die  Reihe  links  für  diese  Werthe  noch  convergirt  und  die  Funk- 
tion rechts  dabei  weder  unendlich  noch  diskontinuirlich  wird.  Nimmt  man 
fn  =  3,7?  =  i,gr  =  l  und  schreibt  u2  für  «,  so  erhält  man 

*      4.  +     «*  + 

*  •  5  •  *      i  •  ■  •  i       v  • « •  i 

""3««      ««  T       Mfi      1  VI-"/ 

1  >  1/  >  - 1, 

t 

oder  nach  Division  mit  28  ss  8, 

1     4-  4-  4. 

1.3.5  T  3.5.7  *  5.7.9  +  "* 

-5.1  /14-»A 

1  >  M  >   -  1. 

Schreibt  man  ii V — 1  für  m,  so  folgt  hieraus  noch: 
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1  *•  f|4_  _ 

1.3.5     3.5.  7  +  5.7.9 

=  __J„__L  +  &+g2  Arctun«  . 
24m2     8m4  T  8u* 

1>«>-1. 

Da  die  Reihe  tör  H  =  1  noch  convergirt  und  die  Funktion  rechts  an 
dieser  Stelle  weder  unendlich  noch  diskontinuirlich  wird,  so  gilt  die- 
ses Resultat  auch  für  u  =  1  und  giebt: 

1  1  1  _*  1 

1.3.5     3.5.7  +  5.7.9    8  3' 

Will  man  die  hier  auseinandergesetzte  sehr  fruchtbare  Summirungsme- 
thode  mit  Leichtigkeit  anwenden,  so  muss  man  im  Besitze  einer  Ta. 
belle  der  verschiedensten  bestimmten  Integralformeln  sein,  um  ohne 
langes  Suchen  gleich  eine  Formel  zu  haben,  mittelst  deren  man  das 
allgemeine  Glied  einer  gegebenen  Reihe  in  ein  bestimmtes  Integral 
verwandeln  kann*). 


Cap.  VIII.    Geometrische  Anwendungen. 

*  §  34. 

Quadratur  ebener  Curven. 

In  der  Einleitung  zur  Differenzialrechnung  ist  schon  gezeigt 
worden,  dass  wenn  y  —  f(x)  die  auf  rechtwinklige  Coordinaten  bezo- 
gene Gleichung  einer  Curve  und  F{x)  ihre  Fläche  bezeichnet  —  gleich- 
viel von  welcher  Ordinate  aus  man  dieselbe  rechnet,  —  zwischen  F(.c) 
und  f{x)  die  Relation 

fix)  =  Lim  *W)-F(*)  ,  |  =  dgr) 
statt  findet,  und  hieraus  folgt  augenblicklich 


*)  Weitere  Ausfuhrungen  konnten  hier  nicht  gegeben  werden;  man  sehe 
hierüber  meine  Analytischen  Stadien.  Ute«  Heft. 
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F(x)  =  ff(x)  dx+C  =  fydx+C, 

wo  die  willkührliche  Constante  die  Willkührlichkeit  der  Stelle  anzeigt, 
von  wo  aus -die  Flächen  gerechnet  werden.  Will  man  diejenige  Fläche 
tc  haben  x  welche  über  dem  Stucke  ß  —  a  der  Absclssenachse  steht, 
von  den  zu  x  =  a  und  x  —  ß  gehörenden  Ordinaten  der  Curve  und 
der  letzteren  selbst  begränzt  wird,  so  muss  man  die  beiden  Flächen 
subtrahiren ,  welche  von  dem  willkührlichen  Anfangspunkte  bis  x  =  a 
und  x  =  ß  gerechnet  sind.   Diess  giebt 


Dabei  darf  man  jedoch  nicht  übersehen,  dass  die  vorstehende  Formel 
nur  gilt,  wenn  die  durch  y  —  f(x)  charakterisirte  Curve  von  x  —  a 
bis  x  =  ß  endlich  und  stetig  verläuft,  denn  ausserdem  ist  das  be- 
stimmte Integral  der  Differenz  zweier  spezieller  Werthe  des  unbestimm- 
ten Integrales  nicht  gleich.    So  z.  ß.  für  y  =  — L — ,  a  =  0,  ß  =  n, 

COS  X 

würde  man  ohne  diese  Vorsicht 

U  =  tan  7t—  tan  0  =  0 

finden,  was  offenbar  unrichtig  ist.  Denn  die  Curve  y  =  — V  besteht 
innerhalb  des  Intervalles  0  bis  n  aus  zwei  congruenten  Zweigen,  von 
denen  der  erste  sich  von  0  bis  ^  und  der  zweite  von  ^  bis  erstreckt. 

Beide  Zweige  gehen  an  der  Stelle  x  =:  ^  ins  Unendliche  hinaus  und 

eine  in  diesem  Punkte  errichtete  Ordinate  bildet  die  gemeinschaftliche 
Asymptote  von  ihnen.   Daher  ist 

/*    dx  _  2  PI"  dx         2tan .  n  __ 
cos2x      J     cos*x  4         °° ' 

wie  man  auch  dadurch  findet,  dass  man  gemäss  den  Lehren  des  §.  '24. 
das  fragliche  Integral  als  Gränze  von 

/I"-'  dx    ,   Pn  dx 
cosax  J  cosa.r 

für  unendlich  abnehmende  t  und  l'  ansieht. 
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f.   Für  die  Ellipse,  deren  Gleichung 


ist.  findet  raan  nach  der  Formel  (1)  wegen 


V  a^  —  x1  dx 


=  ^  x^~ al~ xz-\-  ^  «2  Arssin  ~  +  C, 


u=  J^ß  Va*=~ß*  +  \  ab  Aresin  § 


-^ßV aa—  aa-f  2  aÄ  Aresin  -• 


Rechnet  mafo,  wie  es  am  natürlichsten  ist,  die  Fläche  vom  Anfangs- 
punkte der  Coordinaten  an,  setzt  also  a  =  0  und  schreibt  ausserdem 
je  für  ß,  so  ist  die  über  der  Abscisse  x  stehende  Fläche 

»  =£v-3CSi  +  -*  Arcsin  S. 

Für  x  =  a  erhält  man  die  Fläche  des  Quadranten  der  Ellipse  ss 
ia6i«,  und  mitbin  ist  ahn  die  Fläche  der  ganzen  Ellipse. 

II.  Auf  ganz  ähnliche  Weise  kann  man  die  Fläche  der  Hyperbel 
bestimmen,  nur  würde  man  hier  die  Fläche  nicht  vom  Anfangspunkte 
der  Coordinaten  aus  rechnen  können ,  sondern  den  Scheitel  der  Hy- 
perbel als  Anfangspunkt  der  Flächen  ansehen  oder  a  =  a  setzen,  wo 
a  die  grosse  Halbachse  der  Hyperbel  bezeichnet.  Von  besonderem 
Interesse  ist  noch  der  Fall  einer  gleichseitigen  Hyperbel,  wenn  man 
die  Asymptoten  zu  Coordinatenachsen  nimmt.  Die  Gleichung  dieser 
Curve  steht  dann  bekanntlich  unter  der  Form 


vorausgesetzt,  dass  a  und  ß  zugleich  positiv  oder  negativ  sind.  Hier- 
aus  folgt  fär  a  =  1  ,  ß  =  x,  die  sehr  einfache  Relation  u  =  k2lx 
oder  u  =  Ix,  wenn  noch  k  =  1  genommen  wird.    Die  Rolle,  welche 


xy  =  k2  oder  y  =  — 


und  hieraus  findet  man 
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hier  die  natürlichen  Logarithmen  bei  der  Quadratur  der  Hyperbel  spie- 
len, war  die  Veranlassung  der  früher  üblichen  Benennung:  hyper- 
bolische Logarithmen. 

III.  Rechnen  wir  die  Coordinaten  der  Cykloide  vom  Anfangs- 
punkte der  Bewegung  aus,  wodurch  sie  entstanden  ist,  so  gelten  die 
Gleichungen 

x  —  r(#— sin#)  ,  y  =  r(l  -cos#), 
und  wenn  wir  9  als  unabhängige  Variable  ansehen, 

dx  =  r(l—  cos#)rf#, 

mithin 

ydx  =  r»(l— cos 

=  r2  (1  — 2cos  9  +  cos»  #)  </S 
=  r2(i  -  2cos  S  f  icos  2fr)  d9 

und  hieraus  folgt  durch  Integration: 

fydx  =  r2(>#— 2sin#+*sin2#)  +  C. 

Rechnen  wir  die  Fläche  vom  Anfangspunkte  der  Bewegung  an,  so  an- 
nullirt  sich  u  mit  9  gleichzeitig  und  mithin  ist  C  =  0;  die  Formel 

u  =  r*G#— 2sin0  +  Jsin2#) 

giebt  dann  die  über  der  Abscisse  x  stehende  Fläche,  wenn  9  der  zu 
x  gehörende  Wälzungswinkel  ist  Für  fr  =  2jr  erhalten  wir  die  Fläche 
der  ganzen  Cykloide  e=  3r27t  und  diese  macht  demnach  das  Dreifache 
von  der  Fläche  des  erzeugenden  Kreises  aus. 

* 

§  35. 

Rektifikation  ebener  Curven. 

Sind  wieder  x  =  «  und  x  =  ß  zwei  Abscissen  einer  durch  die 
Gleichung  y  =  f(x)  charakterisirten  Curve,  so  nennt  man  die  Aufgabe: 
„die  Länge  des  über  dem  Stücke  ß  —  a  der  Abscisseuachse  stehenden 
Bogens  der  Curve  zu  bestimmen",  das  Problem  der  Rektifikation  ebe- 
ner Curven  und  man  gelangt  zur  Auflösung  desselben  durch  die  fol- 
genden Betrachtungen.  Von  .welchem  willkührlichen  Punkte  K  der 
Curve  KPQ  aus  ((ig.  1)  man  auch  die  Länge  der  Bögen  messen  möge, 
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so  ist  der  Bogen  KP  offenbar  eine  gewisse  (noch  unbekannte) 
Funktion  der  Abscisse  OM—x.  Setzen  MP—y  und  lassen  x  um 
das  Stück  MN  =  4x  zunehmen,  so  ändert  sich  die  Ordinate  um 
RQz=Ay(PR\\MN)  und  der  Bugen  KP,  welcher  mit  <p(x)  be- 
zeichnet werden  möge,  um  PQ  =  KQ—KP  =  <p(x+Ax)—q>(x).  Le- 
gen wir  ferner  im  Punkte  P  eine  Tangente  ST  an  die  Curve  und  ver- 
längern NQ  bis  Q',  so  ist  offenbar 

PQ'  >  Arc.PQ  >  chord.  PQ 

d.  i.  wenn  wir  den  Winkel  MST  =  ^LRPQ1  mit  co  bezeichnen: 

—  >  \tcPQ  >  Chord.  PQ 

d.  I.  nach  der  oben  eingeführten  Bezeichnung: 

oder  durch  Division  mit  Axx 

l        (p(x  \-4x)  —  <p(x) 


cosw 


Von  dem  Winkel  o>  ist  aber  die  Tangente  bekannt,  nämlich  nach  §.  12 
der  Diff.K.  tanco  =  f'{x)  ^  ^  und  mithin  ist 

Die  vorige  Ungleichung  nimmt  jetzt  die  Gestalt 

an.  Gehen  wir  in  ihr  zur  («ranze  für  bis  zur  Null  abnehmende  dx 
über,  so  wird 

,  .     q>  (x  +       —  op  (#)         ,  ,  v         dcp  (x) 

Ax —         =  *  ^  • 

Es  fallen  mithin  die  zwei  Grossen,  zwischen  denen  der  Differenzial- 
quotient  von  <p(x)  enthalten  war,  in  eine  einzige  zusammen  und  die 
vorige  Ungleichung  geht  in  die  Gleichung 
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ßber;  hieraus  folgt  sofort: 

wobei  die  Willkfihrüchkeit  von  C  dem  willkürlichen  Anfangspunkte  A 
der  Bügen  entspricht.  Um  diese  Unbestimmtheit  wegzuschaffen,  setzen 
wir  x  =  OB  =  /J  ,  :r  =  OA  =  o  und  subtrahiren  die  beiden  diesen 
Annahmen  entsprechenden  speziellen  Falle  der  obigen  Gleichung.  Wir 
erhalten  dann  auf  der  linken  Seite  <p(OB)  —  tp(OA)  =  ArcÄTF—  ArcKU 
=  Are  UV,  und  wenn  wir  diesen  über  der  Strecke  AB  =  ß — a  ste- 
henden Bogen  mit  *  bezeichnen,  so  ist 


(i) 


wobei  aber  wie  im  vorigen  Paragraphen  vorausgesetzt  werden  muss, 
dass  die  Funktion 

innerhalb  des  Intervalles  x  =  a  bis  x  =  j3  endlich  und  stetig  bleibt*) 


•)  Für  y  =  4/(co««jr)  erhielte  man  z.  B.  ohne  dies*  Vorsicht: 

und  wenn  man  #  =  jr  und  ar  =  0  «etzte: 

,  =  4/[tan«^]_4/[tan^]  =0. 
Berücksichtigt  man  dagegen,  das«  die  fragliche  Curve  aus  zwei  congruenten 
Zweigen  hestcht,  die  hei  x  —  £  i„„  Unendliche  hinausgehen,  so  folgt: 

o 

wie  sich  auch  ganz  von  seihst  versteht. 
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I.    Für  die  Parabel,  deren  Gleichung  yz=.\f~px  ist,  findet  man 

%  =  £E  .  mUbin 
am  2Vx 

cos         Y      '  4a: 

und  folglich 

s 


a 

Fuhrt  man  eine  neue  Variable  t  der  Art  ein,  dass 

ist,  so  hat  man  bei  unbestimmter  partieller  Integration 
J  tdx—tx—P xdi  —  tx—  \j* fi^i 

d.  i.  vermöge  des  Werthes  von  t 

folglich  wenn  man  berücksichtigt ,  dass  die  Grösse,  von  welcher  der 
Logarithmus  genommen  wird,  immer  positiv  ausfallt, 

Will  man  den  über  der  Abseisse  x  stehenden  Bogen  der  Parabel,  so 
um. ss  man  a  =  0,ß=x  setzen,  und  hat  dann 

Die  Gerade  vom  Brennpunkte  4er  Parabel  nach  dem  Punkte  xy  (der 
Radius  Vector)  hat  bekanntlich  die  Länge 
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und  daraus  folgt  Srix  +  p=z'2  \Tr;  dadurch  nimmt  die  Formel  für  i 

die  elegante  Gestalt  an 

die  »ich,  wenn  man  die  Entfernnng  des  Brennpunkts  vom  Scheitel 
mit  q  bezeichnet,  noch  in 


überführen  lässt. 

»  U.  In  der  Anwendung  unserer  Rektitikationsformel  auf  die  durch 
die  Gleichung 

charakterisirte  Ellipse,  haben  wir 

oder  wenn  die  numerische  Excentricitat  mit  *  bezeichnet,  also 

a 

gesetzt  wird, 

co^=\  1  +  M*,J  -V  (3) 
Nach  Formel  (1)  folgt  nun,  dass  für  a=0,/?  =  a:  das  Integral 

dx\£^£g  (4) 

v 

den  über  der  Abscisse  2:  stehenden  elliptischen  Bogen  angiebt.  Alan 
kann  den  Werth  dieses  Integrales  nicht  unmittelbar  durch  die  gewöhn- 
lichen logarithmischen  und  cyklometrischen  Funktionen  ausdrücken, 
sondern  nur  näherungsweis  durch  unendliche  Reihen  berechnen.  Zu 
diesem  Zwecke  ist  es  am  vorteilhaftesten,  dem  Integrale  erst  eine 


uigi 
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andere  Gestalt  zu  geben,  indem  man  ar=a cos u  setzt,  mit  «eine neue 
Variable  bezeichnend.    Berücksichtigt  man,  dass  für  x=0  und  xz=x 

jetzt  cos  m  in  0  und  cos  H  in  -  übergeht,  d.  h.  w=  ~  und  u  =  Are 
x 

cos -wird,  so  erhält  man  leicht  aus  Nro.  (4) 


/Are  co»  - 


flCOS*M 


oder  durch  Vertauschung  der  Grenzen 


.7 


du  VT^cos  »«  ,  n = Arccos  -.  (5) 

a 

Da  nun  «<1,  also  um  so  mehr  «cosw<l  ist,  so  kann  man  die  unter 
dem  Wurzelzeichen  stehende  Wurzelgrosse  leicht  in  eine  unendliche 
Reihe  verwandeln  und  dann  jedes  einzelne  Glied  integriren.  Um  den 
Quadranten  der  Ellipse  auf  diese  Weise  zu  rektifiziren,  mussmanx=a 
d.  h.  ti=0  setzen,  und  wenn  wir  den  Quadranten  mit  £  bezeichnen, 
so  ist  jetzt 

J  p*»  

S  =  a  J   f/u  Vi  —  £a cos hi 
e*  cos  hi  -  j-^  f 4  cos  *u  —  2^4*6  «6  cos  6" — •  •  •  ]  du . 


Aus  dem  bekannten  Werthe  des  unbestimmten  Integrales 

J  COS 

findet  man  aber  sogleich  für  u=i7ttu~0 


/[ls^udu-l-^^^Jl  * 
cos   uau-    2.1.Ö..;(4i)  T 


und  wenn  man  diese  Formel  zur  Integration  der  einzelnen  Glieder  in 
der  Reihe  für  £  benutzt 

«—  «*ri     ^V«     1/J.3N«       1/1. 3. 5V, 

13 
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woraus  sich  durch  Multiplikation  mit  4  der-  ganze  Umfang  der  Ellipse 
ergiebt 

Zu  bemerken  ist  übrigen«,  dass  dem  Winke!  u,  für  welchen 
acostf =2  wird,  eine  geometrische  Bedeutung  zukommt.  Beschreibt 
man  nämlich  über  der  grossen  Achso  als  Durchmesser  einen  Kreis, 
Fig.  '2,  verlängert  die  der  Abscisse  OM  =  x  entsprechende  Ordinate 
MP  bis  sie  denselben  in  P'  schneidet  und  zieht  dann  OP' ,  so  ist 
Z.AOP'  =  ti.  Zieht  man  den  durch  die  Formel  (5)  bestimmten  Bogen 
s=BP  von  dem  Quadranten  S=BA  ab,  so  giebt  die  Differenz 

(«) 

*/«Vl-£2cos2«-  /   ifuVl-««  COS2M^=  /    du  V  1  — £*2COS*M 
o  u  o 

den  über  der  Strecke  AM—a — x  stehenden  Bogen  AP  an.  Man 
kann  übrigens  die  Rektifikation  der  Ellipse  noch  in  anderer  Form  aus- 
führen, wenn  man  nämlich  den  Winkel  to,  den  die  Tangente  SP  mit 
der  Abscissenachse  macht,  als  unabhängige  Variable  ansieht.  Man 
hat  dann  aus  der  Gleichung  (3) 


mithin 


(i  sin  co  j       a  (1  —  g 2)  cos  co  dco 

Ii  I  dco 

=      —d*=a(l-t*)  I  (1_£W„-p 

wobei  sich  die  Integrationsgränzen  aus  der  Bemerkung  ergeben,  dass 
co  m\tx  gleichzeitig  wächst  unddenW7erthen  xz=0,x=OM  die  Werthe 
w=0,  co  =  ^.MSP—  co  entsprechen.  Durch  gewöhnliche  Differenziation 
wird  man  sich  nun  leicht  von  der  Richtigkeit  der  Gleichung 


CO 


•e2cos2o>)l 
«2cos  co  sin  co        P  .   

VI  —  £2COS2ü)  1/ 

überzeugen ,  und  daher  ist 

cw2  cos  co  sin  co       /* «> ,  /  

>r^i  +  /  rfwVl-e^cos2« 

V  l  —  £2cos2co  t/ 

«  o 

Wendet  man  auf  das  Integral  rechter  Hand  die  vorhin  bei  dem  Inte- 
grale (6)  geraachte  Bemerkung  an,  so  erkennt  man  leicht,  dass  das- 
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selbe  ebenfalls  einen  Bogen  der  Ellipse  darstellt  und  zwar  den  über 
der  Strecke  a-£  stehenden,  wenn  £  =  acosu>  ist.  Macht  man  also 
jLAOQ'^jLMSP^v*  CälltvonO'  das  Perpendikel  QN  m(  QA,  m 
ist  ON=£,AN=a~$  und  folglich  Are AQ  der  in  Rede  stehende 
Bogen,  weicher  a  heissen  möge.  Die  obige  Gleichung  verwandelt  sich 
jetzt,  wegen 

a  sin  o>  £ 

.r  —  ~t      m  ,  ~  =  cos  cd  (/) 

in  die  folgende 

(8) 

Dabei  sind  aber  x  und  ;  mit  einander  durch  eine  Relation  verbunden, 
welche  man  dadurch  erhält,  dass  man  die  zweite  der  Gleichungen  (7) 

und  die  daraus  folgende  sin  w  =  \^  1 — ^^~in  die  vorhergehende  Glei- 

chung  für  x  substituirt.  Man  gelangt  so  zu  dem  sehr  eleganten  zuerst 
von  Fagnano  bewiesenen  Theoreme  :  wenn  die  Abscissen  x  uud  f  dei 
Gleichung 

a* - «*(.r*  + £*)  f  e*x*P=0 

befriedigen,  so  ist  die  Differenz  der  über  den  Strecken  c  und  a  —  | 
stehenden   Bogen  (ArcßP  und  Are  AQ)  eine  algebraische  Grosse, 

x* 

nämlich  €a  — . 

a 

III.    Für  die  Cykloide  mit  den  Gleichungen  x=r(&—  sin#), 
y  —  r{\  —  cos#)  ist 

(fy  —  rs\n&(1&~  2r  sin  \  # cos  i  #  , 
= r  (1 — cos  #)  rf£ = 2r  sin  ^Vilö; 


folglich 


und 


VIT®1«  ai. 


y*  te^i  +  ^y^rf  sini^^=-4rcos^+C. 


Wollen  wir  den  über  der  Abscisse  x  stehenden  Bogen,  so  müssen 
wir  0-  von  0  bis  #  selbst  ausdehnen ,  und  dann  Ist 

s = — 4r  cos  i  £  +  4r  cos  0 , 

13* 
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(1.  i. 

A=8rsin2{#,  (9) 
oder  weil  aus  der  Gleichung  für  y  folgt  #  =  Are  cos  (1  — 

j=8rsin*[,Arccos(t— |)].  (10) 

Hieraus  ergiebt  sich  die  Länge  der  ganzen  Cykloide,  wenn  man  ^=2» 
setzt,  und  man  findet  so,  dass  dieselbe  das  Achtfache  vom  Halbmesser 
des  erzeugenden  Kreises  beträgt. 

Die  allgemeine  Formel,   welche   den  Zusammenhang  zwischen 
dx,dy  und  ds  angiebt,  nämlich 

GST-*® 

kann  auch  zur  Losung  der  umgekehrten  Aufgabe  :  „die  Gleichung  der- 
jenigen Curve  zu  finden,  deren  Bogen  eine  gegebene  Funktion  der  zu- 
gehörigen Abscisse  ist'S  benutzt  werden.  Man  hat  nämlich  aus  der 
angeführten  Formel 

er =(£>'-' 

und  mithin  nach  Ausziehung  der  Wurzel  und  Integration: 
Nimmt  man  z.  B.  j  =  Vi»-a*,  so  findet  man: 


-/ 


dx      a       -f  C 


oder  wenn  wir  dem  x  blos  positive  Werthe  geben  wollen,  wodurch 
ar  +  V a:a  — immer  positiv  ausfä'lt, 

y  =  al(x+  Va*— a2)  +  C. 

Rechnen  wir  die  Bogen  und  Ordinaten  von  einem  und  demselben  An- 
fangspuukte  aus ,  so  müssen  beide  Grössen  gleichzeitig  Null  werden. 
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Es  aniiullirt  sich  aber  *  für  x  =  a  und  wenn  dann  auch  y  —  0  wer- 
den soll,  so  folgt  C  -  — /«,  mithin: 


Die  Formel  (11)  lasst  sich  übrigens  auch  auf  den  Fall  anwenden,  wo 
s  nicht  als  Funktion  der  Abscisse,  sondern  als  Funktion  der  Ordinate 
gegeben  ist.  Vertauscht  man  nämlich  die  Coordinatenachsen,  so  ver- 
tauschen x  und  y  ebenfalls  ihre  Rollen ,  und  nachdem  man  jetzt  durch 
die  Formel  (11)  zu  einer  Gleichung  zwischen  x  und  y  gelangt,  bedarf 
es  in  der  letzteren  nur  wieder  einer  Vertauschung  zwischen  x  und  y, 
um  sogleich  zur  ursprunglichen  Aufgabe  zurückzukommen.  So  würde 
a.  B.  die  Gleichung  derjenigen  Curve,  worin  s  =  V" y2— ö*  ist,  durch 


ausgedrückt  werden ,  wo  nun  y  blos  positive  Werthe  bekommen  darf. 
Aus  dieser  Gleichung  folgt  weiter: 


i+v.a)-' 

d.  i.  wenn  man  in  der  letzteren  Gleichung  Zähler  und  Nenner  der  rech- 
ten Seite  mit  |  ~  y  (f)*-1  ««ItlpHriH, 


_  * 


und  durch  Addition  dieser  und  der  zweitvorhergehenden  Gleichung 
ergiebt  sich  jetzt: 


X  X 

y  =  %  (••+  «-°)> 


2 

woraus  man  ersieht,  dass  die  gesuchte  Curve  die  Kettenlinic  ist. 
Der  über  der  Abscisse  x  stehende  Bogen  ist 
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wodurch  die  Bedingung  j  =  V" y2— a2  erlullt  wird.   Vermöge  der  geo 

metrischen  Bedeutung  von  V~ y2— n*  giebt  dies«  eine  sehr  einrache 
Construktion  für  die  Rektifikation  des  über  der  Abscisse  x  stehenden 
Bogens. 

§  3«. 

Complanalion  gekrümmter  Flachen. 

Während  die  Aufgaben  der  Quadratur  und  Rektifikation  krum- 
mer  Linien  in  der  Ebene  auf  einfache  Integrationen  fährten,  bekom- 
men wir  jetzt,  wo  es  sich  um  die  Grosse  eines  bestimmten  Stückes 
einer  gekrümmten  Fläche  handelt,  immer  zwei  Integrationen  auszufuh- 
ren ,  die  gewissermassen  den  zwei  Dimensionen  der  Fläche  entspre- 
chen. Bevor  wir  aber  die  allgemeine  Complanationsformel  selbst  ab- 
leiten, müssen  wir  ein  Leinraa  beweisen,  welches  die  Basis  alier  die- 
ser Untersuchungen  ausmacht. 

Es  sei  in  Fig.  3.  an  einen  Punkt '4  einer  Fläche  eine  Tangenti 
alebene  gelegt  und  in  derselben  ein  beliebiges  Parallelogramm  ABCD 
gezeichnet,  dessen  eine  Ecke  A  mit  dem  Berührungspunkte  der  Ebene 
zusammenfällt.  Denken  wir  uns  nun.  von  allen  Puukten  der  Peripherie 
des  Parallelogrammes  Gerade  gezogen,  welche  sämmtlich  einer  will- 
kührlichen  Richtung  parallel  laufen,  so  erzeugen  die  Durchschnitte 
dieser  Parallelen  und  der  vorhin  genannten  Fläche  auf  letzterer  eine 
krummlinig  begränzte  Figur  AU  VW,  von  welcher  das  Parallelogramm 
ABCD  die  schiefwinklige  Projektion  auf  die  Tangentialebene  darstellt. 
Nennen  wir  a>  die  Fläche  von  AU  VW  und  »'  die  seiner  Projektion 

ABCD,  so  [äs.st  sich  nun  leicht  zeigen,  dass  der  Quotient  — ■  gegen 

die  Granze  1  convergirt,  sobald  die  Dimensionen  von  to',  und  mithin 
auch  die  von  o>,  beständig  vermindert  werden,  sich  also  beide  Flächen 
bis  auf  den  blosen  Punkt  A  zusammenziehen.  Legt  man  durch  den 
Punkt  A,  irgend  einen  Punkt  P  der  Peripherie  von  AU  VW  und 
seine  schiefwinklige  Projektion  M  eine  Ebene  AMP,  verlängert  ihren 
Durchschnitt  AM,  den  sie  mit  der  Ebene  von  ABCD  bildet,  soweit 
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bis  Bf,  dass  AM'  =  Are  AP  ist,  und  denkt  sich  diese  Construktion 
fär  jeden  Punkt  der  Peripherie  AVVW  ausgeführt,  so  entsteht  in 
der  darunter  liegenden  Tangentialebene  eine  gemischtlinig  begrenzte 
Figur  Aß'  C  D',  deren  Fläche  ebensogross  wie  die  von  AVVW  sein 
muss,  und  zwar  schliesst  man  diess  aus  dem  Grundsatze,  dass  zwei 
Flüchen  gleich  sind,  wenn  ihre  sämmtlichen  correspondirenden  Durch- 
schnitte (wie  hier  z.  Ii.  AM1  und  AP)  einander  gleich  sind.  Das  Ver- 
haltniss  von  (o  zu  co  reduzirt  sich  jetzt  auf  das  Verhältniss  der  beiden 
ebenen  Figuren  AB' OD'  und  ABCD,  die  wir  in  Fig.  4.  näher  be- 
trachten wollen.  Beschreiben  wir  um  die  Figur  AI? CD'  ein  Paral 
lelograni  AB"  C" D",  so  ist  offenbar: 

Alf  CD"  >  AB'  C  B1  >  ABCD, 

oder  durch  Division  mit  ABCD  =  <a' 

AB"  CD"      w  . 
ABCD     >  m'  >  " 

Die  Flächen  zweier  Parallelogramme  mit  demselben  Winkel  (hier  BAD 
verhalten  sich  aber  wie  die  Produkte  aus  ihren  Seiten,  und  daher 
ist  auch 

AB" .AD"  ^  o>  , 
AB. AD  *  »'  > 

Ziehen  wir  nach  den  Punkten  //'  und  K' ,  in  welchen  das  umschrie- 
bene Parallelogramm  die  Figur  AB'  C  D'  berührt,  die  Geraden  AH', 
AK',  so  ist 

Air  _  ait   ait^  _  ak 

AB  ~~  4tf  '  AD  "~*  ' 

oder  wenn  wir  AU  =  &  ,  AW  =:  at  ,  AK  =  ,  AK'  =  a.2  setzen 
und  die  vorstehenden  -Verhältnisse  in  die  obige  Ungleichung  substituiren: 

Die  Linien  tfj  ,  o2  und  &  ,  £2  sind  aber  nur  ein  Paar  aus  einer  gan- 
zen Klasse  zusammengehöriger  Linien  unserer  Figur,  sie  stehen  zu 
einander  in  derselben  Beziehung  wie  z.  B.  AM'  es  6  und  AM  =  £, 
und  was  von  diesem  willkührlich  gewählten  Paare  gilt,  muss  von  je- 
dem anderen  gelten,  weil  alle  auf  dieselbe  Weise  entstanden  sind. 
In  Fig.  3  war  nun  die  Ebene  des  Parallelogranimes  eine  Tangential- 
ebene der  Fläche  und  mithin  berührt  jede  durch  A  gehende  Gerade 
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die  Fläche  ebenfalls  und  folgl.  auch  jede  solche  Gerade  ihren 
chenden  Schnitt.  Es  ist  daher  AM  die  Tangente  am  Bogen  AP  und 
daraus  schliesst  man  nach  den  Lehren  des  vorigen  Paragraphen  leicht, 
das«  t 

oder,  weil  AP     AM'  —  a  ,  AM  =  £  war, 

Lim  |  =  1 

ist.    Daraus  folgt  nach  der  vorhin  gemachten  Bemerkung,  daSs  auch 
und  p  sich  der  Gränze  1  nähern  und  dadurch  geht  die  Ungleichung 
(1)  in  die  Gleichung 

Lim  %  =  1  (2) 

•  -  CO 

über,  worin  sich  der  zu  beweisende  Satz  ausspricht*). 

*)    Heisst  #  der  Winkel,  welchen  die  Tangente  im  Punkte  xp  mit  der 
,  Ahscissenachse  macht  und  *  der  zugehörige  Bogen,  so  ist 

Lim         —  tan#  ,  Lim^  =  Cos#  ,  Lim^  =  sin* 


oder  für  Jx  =:  £  ,  Jp  =  v  ,  Js  =  o, 

Lim  ^-  =  tantf  ,  Lim  —  =  cos#  ,  Lim^-  =  «in*, 

£  O  O 

wie  man  sogleich  aus  den  Diflerenzialformeln  des  vorigen  Paragraphen  ersieht. 
Ist  die  Tangente  seihst  die  Abscissenachse  wie  in  Fig.  5,  so  folgt  für  AS= 
t  ,  NP  =  V  ,  ArcAP  =*,*=0, 

Lim  —  ~  l  ,  Lim  —  =  0. 
a  o 

Nun  war  aber  AM  =  £  d.  i.  wenn  der  constante  Winkel  /W  ==  c  gesetrt 
wird,  C  —  AS -SM  =        jycotC,  folglich 

Lim      =  Lim  c  — — 

—  Lim  £   , 


d.  i.  unter  Berücksichtigung  des  Vorhergehenden: 
wie  oben  behauptet  wurde. 
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Wir  wollen  nun  zunächst  die  Grösse  desjenigen  Stückes  einer 
durch  die  Gleichung  z  =  f(x,y)  charakterisirten  Fläche  hestimruen, 
welches  von  vier  den  Coordinatenebenen  xz  und  yz  parallelen  Ebenen 
begränzt  wird,  dessen  orthographische  Projektion  auf  die  Ebene  xy, 
also  ein  Rechteck  ist,  Fig.  6.  Die  der  Coordinatenebene  yz  parallellau- 
fenden zwei  Begränzungsebenen  mögen  in  den  Entfernungen  a  und  x 
davon  abstehen  und  die  der  Coordinatenebene  xz  parallelen  Begrän- 
zungsebenen in  den  Entfernungen  b  und  y ,  so  dass  also  x  —  a  und 
b—y  die  Seiten  des  die  Projektion  unseres  Fläch enstücks  bildenden 
Rechtecks  sind.  Bezeichnen  wir  die  zu  complanirende  Fläche,  die  je- 
denfalls von  x  und  y  abhängt,  mit  F{x,y),  so  geht  aus  dem  Obigen 
zunächst  hervor,  dass  sowohl  F(x,b)  als  F(y,u)  gleich  Null  ist,  weil 
sich  in  jedem  dieser  Fälle  die  Fläche  anf  eine  blose  Linie  reduzirt,  im 
ersten  auf  die  Curve ,  deren  Projektion  x  —  a  und  im  zweiten  auf  die, 
deren  Projektion  y  —  b  ist.  Lassen  wir  x  und  y  um  /ix  und  Ay  zu- 
nehmen, so  erhält  die  gesuchte  Fläche  einen  Zuwachs  F(x  -(-  Ax  ,  y  + 
Ay)  —  F  (x,y),  dessen  Projektion  das  Rechteck  aus  Ax  und  Ay  ist, 
und  wenn  wir  die  Senkrechten  in  den  Ecken  desselben  (die  Projekti- 
onsstrahlen) verlängern,  bis  sie  die  Tangentialebene  im  Punkte  xyz 
schneiden,  so  erzeugen  sie  auf  der  Tangentialebene  ein  Parallelogramm, 
das  als  schiefwinkliche  Projektion  des  Flächeninkrementes  angesehen 
werden  darf.    Die  Grösse  des  Flächeninkrementes  sei  nun  w,  also 

w  =  F{x  +  Axty  +  Ay)—F(x,y) 

die  schiefwinkliche  Projektion  desselben  auf  die  Tangentialebene  habe 
die  Fläche       so  ist  offenbar 

F(x+  Ax,y  +  Ay)  — Fjx.y)      co  a 

Ax.Ay  co1  AxAy 

Aber  Ax.  Ay  ist  die  Fläche  des  aus  Ax  und  Ay  construirten  Rechtecks 
und  diese  =  cö'cost,  wenn  wir  r  den  Neigungwinkel  nennen,  den  die 
Ebenen  von  e>'  und  Ax  .  Ay  mit  einander  einschliessen ;  mihin  haben 
wir  auch 

F(x  +  Ax,y+Ay)-F(x,y)  ___  co  1 

Ax.Ay  co'  coht' 

Lassen  wir  nun  Ax  und  Ay  bis  zur  Gränze  Null  abnehmen,  so  nähert 
sich  der  Ausdruck  links  dem  nach  x  und  y  genommenen  Differcnzial- 


* 
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qnotienten  (^  ^^»ffl,  rechts  ändert  sich  r  nicht,   weil  es  den  Nei- 
ax  dy 

gungswinkel  der  Coordinatenebene  xy  und  der  Tangentialebene  im 
Punkte  xyz  bezeichnet;  bringen  wir  endlich  noch  das  vorhin  bewiesene 
Lemma  in  Anwendung,  so  ist  jetzt: 

L%  = 8ect-  (3) 

Daraus  folgt  nun  zunächst  durch  Integration  in  Beziehung  auf  y, 

oder  wenn  wir,  um  die  Constante  wegzuschaffen,  y~y  »  $  —  b  setzen, 
beide  Werthe  subtrahiren  und  die  Gleichung  F  (x  ,  b)  —  0,  also  auch 

4F%*b)  =  0  berücksichtigen , 

dF{x,y)  fy 

Die  Integration  in  Beziehung  auf  x  giebt  nun  weiter: 
Fi,x,y)  =J*dx jf*9dy*ecr  +  C,  , 

oder  durch  Subtraktion  der  für  x  =  x  und  x  —  a  entstehenden  Glei- 
chungen, wegen  F(a,y)  =  0 


=  J*"dx  jd&Wtct.  (5) 


Der  Werth  von  secr  ist  leicht  zu  bestimmen;  t  nämlich  ist  nichts 
Anderes,  als  das  Supplement  desjenigen  Winkels,  den  die  Senkrech- 
ten auf  der  Tangentialebene  und  auf  der  Ebene  xy  mit  einander  ma- 
chen, d.  h.  er  ist  das  Supplement  des  Winkets,  den  die  Normale  im 
Punkte  xyz  mit  der  Axe  der  x  macht;  dieser  letztere  ist  bekannt  aus 
S.  326.  der  Diffcrenzialrechnung ,  und  daher  haben  wir  nach  dortiger 
Bezeichnung  secr  =  —  secy  oder 
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worin  ulM*  l)ar*'c"en  Differenzialquotienten  von  z=f(x,y) 

bezeichnen. 

Man  kann  die  Aufgabe  der  Complanation  in  noch  allgemeinerer 
Form  lösen,  wenn  man  zuvor  berücksichtigt,  dass  aus  der  Gleichung 
(4)  folgt: 

F(x  +  Ax,y)-F(x,s)  Y» 

 =/  ffysecr-rf, 

oder 

■ 

F(x  +  Ax,y)  —  F(x,y)  =  Ax[  ^dyseex  +  e)  (7) 

wo  £  eine  mit  Ax  gleichzeitig  bis  zur  Null  abnehmende  Grösse  be- 
deutet. Suchen  wir  jetzt  dasjenige  Stück  der  Fläche  z  —  f{x.y)  zu 
bestimmen?  dessen  Projektion  auf  xy  eine  viereckige  Figur  ist,  be- 
gränzt  von  zwei  in  den  Entfernungen  a  und  x  zur  Achse  der  y  paral- 
lelen Geraden  und  durch  zwei  Curven,  deren  Gleichungen  y=.<p(x) 
und  y  =  ty(x)  sein  mögen.  Sehen  wir  das  fragliche  Flächenstück  als 
eine  Funktion  0(x)  von  x  an.  so  hat  das  Inkrement  0(x  -\- Ax)  —  0(x) 
desselben  zur  Projektion  einen  von  zwei  parallelen  Geraden  und  zwei 
Bögen  der  genannten  Curven  begränzten  Streifen.  Beschreibt  man  in 
und  um  letzteren  Rechtecke,  so  kann  man  die  Formel  (7)  leicht  an- 
wenden, wenn  man  berücksichtigt,  dass  dort  F{x-\-Ax,y) —  F(x,y) 
ein  Flächeninkrement  bedeutet,  dessen  Projektion  auf  die  Ebene  xy 
ein  rechtwinkliger  Streifen  ist.  Das  Flächeninkrement  0(x-\-  Ax)—Q(x) 
ist  nämlich  offenbar  kleiner  als  dasjenige,  dessen  Projektion  der  aus 
q>(x)  und  ip(x+Ax)  rechtwinklich  construirte  Streifen  ist,  dagegen 
grösser  als  dasjenige,  welches  den  aus  <p(.r+  Ax)  und  ip(x)  rechtwink- 
lich construirten  Streifen  zur  Projektion  hat.  Bestimmt  man  die  Grössen 
der  Flächeninkremente,  w  elche  über  den  so  eben  genannten  zw  ei  recht- 
winklichen,  um  -  und  eingeschriebenen  !  treifen  stehen,  mit  Hülfe  der 
Formel  (7),  so  gelangt  man  zu  der  Bemerkung,  dass 

4>(x  +  Ax)-<I>(.t) 


Digitized  by  Google 


204 

zwischen 

/*l>  (x  {  .ix)  p  Ii,  (X) 

t/y sec t  -f  «]  und  Jx  [  J  <(y sec  x\i\ 

ff  (*)  f  (x  +  Jx) 

I 

enthalten  ist,  und  hieraus  folgt  durch  Division  mit  Ax  und  nachherigen 

Uebergang  zur  Granze  für  annehmende  Jx  die  Gleichung 

■ 

tlO(x) 
fix     —J  dysecx 

und  durch  Integration 


4>(x)=z  /  dx  /  tfyseet+C» 


wo  wir  um  die  (konstante  wegzuschaffen  x  =  x ,x  —  a  setzen' und  be- 
rücksichtigen, dass  0(a)  <0  ist.    So  wird 

/x  S*0j(x) 
fix  I  dysecx.  (8) 

*  9(x)  • 

Nennen  wir  also  Sl  die  Grosse  des  Flächenstückes ,  dessen  Projektion 
auf  xy  begränzt  wird  von  zwei  in  den  Entfernungen  x=za,x  =  ß  der 
Achse  der  y  parallel  gezogenen  Geraden  und  von  zwei  Curven,  deren 
Gleichungen  y  =  <p  (x)ty  =  if> (x)  sind,  so  haben  wir  vermöge  des  War- 
thes von  sec  x 

* 

und  diess  ist  die  allgemeine  Complanationsformel ,  welche  nur  voraus- 
setzt, dass  sec  x  innerhalb  der  Integrationsgränzen  endlich  und  stetig 
bleibt. 

Die  Fläche  dos  Octanten  von  einem  aus  den  Achsen  a  ,b  ,c 
construirten  Ellipsoide  findet  man  hiernach,  indem  man  aus  der  Gleichung 


1 
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zunächst   

und  darauf  die  partiellen  Differenzialquotienten 


/  dz  \   — -  cx  


entwickelt.    Ist  ferner  a>fi>c  und  zur  Abkürzung 

r2  c2 


so  sind  «  und  ß  die  beiden  Excentricitäten  des  EUipsoids  und  zwar 
ist  a  die  kleinere.    Man  findet  jetzt  leicht 

•m.  v  ■♦(£)'♦(«)'  -  v  bfju$l- .. 

Die  Projektion  des  Octanten  auf  die  Ebene  der  .77/  ist  ein  Ellipsen- 
quadrant  mit  den  Halbachsen  a  und  b,  daher  ist  in  Nro.  (9)  das  dor- 
nige a=0,x=a,<p(x)  =  0,y(x)=b^\  —  Q:yzu  setzen  und  so  wird 

1 

oder  für  x=zät  ,y  —  (nj 

a -*jr*JT% Vt^-  (,o) 
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Dieses  Doppelintegral  ist  wegen  der  Wiilkührlichkeit  der  Buchstaben, 
wodurch  in  einem  bestimmten  Integrale  die  Variablen  bezeichnet  wer- 
den, mit  demjenigen  identisch,  welches  wir  schon  in  §.  29  betrachtet 
und  auf  ein  einfaches  Integral  reduzirt  haben. 

Die  doppelte  Integration,  welche  im  Allgemeinen  zur  Complana- 
tion  einer  Fläche  nöthig  ist,  wird  übrigens  in  awei  Fällen  zu  einer  ein- 
fachen, wenn  nämlich  die  Fläche  entweder  eine  cylindrische  oder  eine 
Rotationsfläche  ist.  Im  ersten  Falle  hat  die  Gleichung  z=f(x,y)  die 
einfache  Form 

z=f(x)  ,  y  ad  libitum, 

wobei  die  Achse  des  Cylinders  der  Coordinatenachse  parallel  liegt  und 
jeder  auf  dieser  senkrechte  Schnitt  eine  ebene,  durch  die  Gleichung 

z  =  f(.v)  charakterisirte  Curve  bildet.  Man  hat  hier  Jfc  =  f'(*)  >^  =  0 
und  folglich,  wenn  man  die  Integration  in  Beziehung  auf  y  ausfuhrt, 


(ii) 


wozu  man  leicht  Beispiele  finden  wird. 


Lässt  rjian  zweitens  eine  in  der  Ebene  xy  gezeichnete,  durch 
die  Gleichung  y=f(x)  repräsentirte  Curve  sich  um  die  Achse  der  x 
herumdrehen,  so  entsteht  eine  Rotationsfläche,  deren  Gleichung 

y*  +  z*=z\f(x)]* 

ist,  woraus  man 

findet.  Will  man  nun  denjenigen  Thcil  der  Rotationsfläche  complaniren, 
der  zwischen  den  zwei  Coordinatenebenen  xy,xz  und  zwei  in  den  Ent- 
fernungen a  und  ß  vom  Anfangspunkte  der  Coordio-aten  senkt  echt  auf 
xy  errichteten  Ebenen  enthalten  ist,  so  hat  man  qp(ar)=0 , ty(x)=f(x) 
zu  setzen,  uiwl  erhält  jetzt 
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d.  i.  wenn  man  die  Integration  in  Beziehung  auf  y  ausführt 

Sl^Tyf^dx  f(x)  ST  1 +  !/'(*)]* ,  (12) 

o 

% 

wonach  es  z.  B.  sehr  leicht  ist,  die  Oheriläche  eines; Rotationsellipsoides 
oder  noch  spezieller  die  einer  Kugel  zu  bestimmen. 

Statt  der  recbtwinklichen  Coordinaten ,  welche  hier  benutzt  worden 
sind,  kann  man  auch  Polarkoonlinaten  einfuhren;  setzen  wir  nämlich 
in  Fig.  8.  OM=x,MN=y,NP=z,  den  Radius  V.ektor  OP=r, 
^JSOP=u  und  sZNOM=t9  so  ist 

x  =  rcosncost  ,  y=rcosM8Üif ,  z=r  sin«,    ,  (13) 

und  die  Transformation  der  C omni amati o n s form el  geschieht  jetzt  mit 
Hülfe  der  Gleichung 

ff  Fdxdy=ff  Q.(Dzx.D1]y  —  Dzy.D1lx)dridt, 

wenn  man  zunächst  x  und  y  gegeneinander  vertauscht  (weil  hier  zuerst 
nach  y  integrirt  wird)  und  darauf  £= =  «  setzt;  so  wird  Rir 


"■Vi      CD' • 

ff  dxdyF=z  f j*  dudt(DuX.Dty-Dtx.Duy)Qt 

oder,  wenn  man  zur  Abkürzung 

W=Du*.Dty-Dtx.Du  '    •  (15) 

setzt, 

ffdx  dy  F  = ff  du  dtWQ,  (16) 

wobei  noch  O  durch  r,u  und  t  auszudrucken  ist.  Substituten  wir 
nun  statt  x,y,i  die  obenangegebenen  YVerthe,  so  verwandelt  sich 
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die  Gleichung  zz=zf(x,y)  der  Fläche  in  eine  Gleichung  zwischen  r,w,<, 
woraus  man  r  als  Funktion  von  u  und  t  entwickelt  darstellen  kann, 
und  nun  kommt  es  offenbar  darauf  an,  statt  der  Differeqzialquotienten 

(jix)  un<^  ^IC>  ^""^"S0'1  UII<*  (~ät)  111  ^ecnBUI,S  zu  hrin- 

gen.  Berücksichtigt  man,  dass  2  von  cc  und  y  abhängt,  also  auch  eine 
Funktion  der  jetzigen  unabhängigen  Variablen  u  und  t  ist,  so  hat  man 

(D=ßDGD+C©(£)'  '  ' 


G)«(2)(£)+GE)(£>' 


oder 


Eliminirt  man  hieraus  und  9  wobei  zur  Abkürzung 

V=DuZ.Dty~Ihz.Duy,  (17) 

U=DuX.Dtz-Dtx.Duz  (18) 

■ 

sein  möge,  so  findet  man  vermöge  der  Bedeutung  von  W 

f£T\-Z  r^-^7 

Lf£r  J  ~  ~W  '  V.dyJ  -  W 9 


und  mithin 


oder 


Sl= fj* du  dt  V  U2+  F5  4-  JF*.  (19) 
Durch  Differentiation  der  Gleichungen  (13)  hat  man  nun 
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Du  x=  (Du  r .  cos  ti— —1*810  m)  cos  t , 
Dt  x  =  (Dt  r .  cos  t  —  r  sin  t)  cos  u , 
Duy = (Dur  .cos  u—r  sin  tc)  sin  f , 
Dtff=(Dtr .  sin  f+  r  cos  /)  cos  u , 
Du  z  =  Du  r .  sin  u  +  r  cos  m  , 
z  =  Ar  .sin«; 

.  1 
und  daraus  ergiebt  sich  zunächst  nach  (15),  (17)  und  (18) 

£7= — r  Dt  r .  cos  t + r  (Dtt r .  sin  u -f r  cos  u)  cos  k  sin  * , 
F=r     r  />f  r  .  s  ii i  /  +  r  ( j0„ r .  sin  « + r  cos  u)  cos  u  cos  t, 
JF=  r(Z)ur  .cos  u—r  cos  u)cosm, 

ü*+  F*+  ^=rl[(Z)tr)a+(/>«r)*cos*ii+r2cosJtM]. 

Die  Substitution  hiervon  giebt,  wenn  man(j^)  una*  (^0  *"r  ***r 
und  Der  schreibt, 

wo  nun  in  jedem  speziellen  Falle  die  Integrationsgraden  besonders 
zy  bestimmen  sind. 

Das  einfachste  Beispiel  ist  das  der  Kugel,  wo  r  constant,  also 

0 

von  m  und  *  unabhängig  ist;  dehnt  man  hier  u  und  <  von  0  bis  « 

^  aus, 

o»  wird  &  zur  Oberfläche  des  Kugeloktanten  und 

cos udu   I  dt=r*.in, 

0 

« 

und  folglich  ist  8.r*i»=4r%  die  Oberfläche  der  ganzen  mit  dem 
Halbmesser  r  beschriebenen  Kugel. 


14 


_j 
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'    §37,  .  .  ^ 

Cubatur  begränzter  lläume. 
Um  die  Anfgabe  von  der  Bestimmung  de«  körperlichen  Inhaltes 
eines  allseitig  begränzten  Raumes  in  möglichster  Allgemeinheit  aufzu- 
fassen, denken  wir  uns  in  der  Coordinatenebene  xy  zwei  in  den  Ent- 
fernungen x=a,x  —<x  zu  Achse  der  y  parallel  gezogene  Gerade,  welche 
mit  zwei  ebendaselbst  construirten,  durch  die  Gleichungen  y=(p(x) 
und  yz=ty(x)  charakterislrten  Curven  eine  ebene  viereckige  Figur  A&NM 
(Fig.  9)  bilden.  Von  allen  Punkten  der  Peripherie  dieser  Figur  lassen 
wir  Gerade  parallel  zur  Achse  der  z  aufsteigen,  bis  sie  zwei  durch, 
die  Gleichungen  z=:(]>(x,y)  und  xs=._F(4?,jf)  bestimmte  Flächen  schnei- 
den; es  entsteht  dann  ein  begränzter  körperlicher  Raum  CDQPP'  D'  C, 
dessen  Projektion  auf  xy  die  Figur  AßNM  darstellt,  und  jener  Raum 
ist  es,  dessen  Grösse  wir  aufsuchen  wollen. 

Ertheilen  wir  dein  OM'—x  einen  Zuwachs  Axy  so  ändert  sich 

■  •  *  »  * 

der  fragliche  Raum,  der  F(x)  helssen  möge,  um  eine  Schicht,  die 
sich  leicht  in  zwei  Gränzen  einschliessen  lässt.  kennen  w\r  f(x)  die 
obere  Fläch©  PQQ'P1 ,  so  ist  diese  Schicht  ein  fast  cylindrischer 
KOrper,- welcher  awischen  den  Ebenen  f(x)  und  f(x  +  Ax)  enthalten 
ist.  Eine  von  diesen  Flächen  muss  nun  offenbar  die  grössere  sein; 
ist  diess  etwa  f(x-\-Ax),  so  betragt  jene  Schicht  gewiss  weniger 
als  ein  Cylinder  mit  der  Basis  f(x\Ax)  und  der  Höhe  Ax^  dagegen 
mehr  als  ein  Cylinder  mit  der  Basis  f{x)  und  der  Höhe  zte.  Da  man 
den  kubischen  Inhalt  eines  beliebigen  Cylinders  immer  durch  Multipli- 
kation der  Grundfläche  mit  der  Höhe  findet*),  so  folgt  hieraus,  dass 
die  Schicht,  welche  das  Inkrement  von  F(x)  bildet,  also  die  Differenz 

F(x  +  Ax)  —  F(x),  jederzeit  zwischen  f(x)Ax  und  f{x-\-Ax)Ax  oder 
__________  v  "  *  • 

*)Heisst  b  die  Fläche  der  Basis  eines  Cylinders  und  h  seine  Höhe,  so 
beschreibe  man  ein  Ii  Eck  in  die  Curve»  welche  die  Basis  bildet  und  ebenso 
ein  »Eck  um  dieselbe.  Nennen  wir  f'n  die  Fläche  des  ersteren  und  Bn  die 
des  zweiten,  so  ist  der  Cylinder  grösser  als  das  Prisma  aus  ßn  und  der  Höhe 
A,  dagegen  kleiner  als  da*  Prisma  mit  der  Grundfläche  Bn  und  derselben 
Höhe.  Also  liegt  der  kubische  Inhalt  des  Cylinders  .wischen  ßnh  und  Bnh. 
Für  unendlich  wachsende  n  ist  aber  Lim  ß  —  Lim B»-=b  und  folglich  der 
Inhalt  unseres  Cylinders  ~hh. 

*  i 
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t+4f)-*jg)  wMen  ^  un(,  nx+jx) 

enthalten  ist.  Diess  giebt  durch  Uebergang  zur  Gränze  für  unendlich 
abnehmende  Ax 


Da  aber  F(x)  sich  auf  Null  reduzirt,  wenn  x  in  a  übergeht,  d.  h.  die 
Projektion  ABNM  zu  einer  Geraden  AB  zusammenschmilzt,  so  ist 

F(x)=ff(x)dx       •  •  (l) 

a 

zu  setzen.    Um  nun  noch  /*(#)  zu  bestimmen,  bedarf  es  blos  der  An. 
wendung  der  bekannten  Formel  für  die  Quadratur  ebener  Curven ; 
hat  nämlich  offenbar 


MNQ'P-  J  z'dy  ,  MNQP= j  zdyy 

M'M  M'M 

wo  z'  und  z  Ordinaten  bedeuten ,  welche  irgend  einer  von  M*  aus  nach 
M'N  hin  gezegenen  Abseisse  y  entsprechen.  Da  f{x)  =  PQQ'IV 
^MNQ'P1  -  MNQP  ist,  so  folgt 


P  M'K 

f(x)=  J  V~t)d0t 

M'M 

oder  weil  z  =  &  (x ,  y) ,  z  =  V  (x ,  y) ,  M'  M= <p  (x) ,  M'N  =    (x)  war , 
wofür  man  auch  schreiben  kann 

if  (x)      *  (* ,  g) 

Nach  Nro.  (1)  folgt  jetzt 

px       Z»*fx)  f**l((*,y) 

F{x)^ J   dxj  dy J  dz 

a  f>{s)  4>{*,y) 

m  • 

Nennen  wir  0  den  kubischen  Inhalt  desjenigen  begrenzten  Kauines, 
dessen  Projektion  auf  xy  eine  aus  den  in  den  Entfernungen  x=cc,x  —  ß 
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dete  viereckige  Figur  ist,  so  haben  wir  endlich 

.       .      e=y  dxj  dy'J  d*      ;      •  (3) 

und  diess  ist  die  allgemeine  Formel  der  Cubatur.  m 

Wollen  wir  diess  beispielsweis  auf  den  Octanten  eines  mit  den 
Halbachsen  a,bfc  beschriebenen  Ellipsoids  anwenden,  so  ist 


d.  i.  für  x=at-,y~bri 


•  0  0 

FOhren  wir  eine  neue  Variable  t  der  Art  ein,  dass  17=  VT— r  ist, 
so  folgt  ohne  Schwierigkeit 

e=abef  rf| fldx  VT-£?  Vl-t»- <!-««• 

0  O 

=  aoc J*ldl(l  —  ff) f*  dtW  i-r» 

—aoc  •    •     =  g  aocn , 

und  das  Achtfache  hiervon  ,  nämlich  |  a6c«,  giebt  jetzt  den  kubischen 
Inhalt  des  ganzen  Ellipsoides. 

Für  Rotationskörper  vereinfacht  sich  die  Formel  (3)  wesentlich; 
denn  man  hat  dann  zur  Bestimmung  desjenigen  Volumens,  welches 
von  den  zwei  in  den  Entfernungen  a  und  ß  rechtwinklich  auf  xy  ste- 
henden Ebenen  und  den  Coordinatenebenen  xy  und  xi  begrfinzt 
wird , 
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 — 


p(jO==0,»t>)==/fc) 

d>(*,y)=0,  =  VT/(*)P-3f 

zu  setzen,  wobei  f(x)  dieselbe  Bedeutung  hat,  wie  iui  vorigen  Pa- 
ragraphen.   Es  folgt  dann 


>  • 


a  o 

oder  für  y—f{x).n,  wo  ij  die  neue  Variable  ist, 

a  a 

d.  i. 

B=jf\n*)?dx.  (4) 

a 

Diess  giebt  2.  B.  für  das  parabolische  Conoid,  wo  f(x)=\Tpx  ist, 

Will  man  den  kubischen  Inhalt  der  ganzen,  vom  Scheitel  an  gerech- 
neten Kappe,  welche  die  Höhe  ß  hat,  so  muss  man  a=0  setzen  und 
den  Vorstehenden  Ausdruck  viermal  nehmen;  der  fragliche  Inhalt  ist 
dann  \pß*n,  also  die  Hälfteeines  Cylinders,  welcher  die  Hohe/;  und  ß 
zum  Halbmesser  der  Grundfläche  hat. 

Auch  hier  kann  man  statt  rechtwinklicher  Coordinaten  Polar- 
koordinaten einführen,  indem  man 

ar=rcosMCosf ,  y  —  rcosuamt,  x  =  rsin?*  (5) 

und  gemäss  der  Formel  für  die  Transformation  vielfacher  Integrale 

dxdydz=£±(D„x.Dty.Drt)du  dt  dr 

setzt,  wobei  r,n,t  die  drei  neuen  Variablen  sind.  Führt  mau  die  mehr 
langweilige  als  schwere  Rechnung  aus,  so  ergiebt  sich 

dx  dy  dz  =  r*  cos  u  du  dt  dr. 

und  mithin 

%=zfff  r*costtrfwrf*</r 


Ö=y*  cos  m  du f  dt  f  r*dr  (6) 
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■       1  ■!  1 

wo  noch  die  Gränzen  für  rft,u  zu  bestimmen  sind.  Man  findet  die- 
selben dadurch,  dass  man  die  Gleichungen  (5)  auch  in  die  Gleichungen 
z=z&(x,y),z  =  *ir(x ,y)  einführt  und  zunächst  r  als  Funktion  von  u  und  t 
bestimmt,  worauf  mau  im  speziellen  Falle  die  Gränzen  für  t  und  u 
noch  besonders  zu  bestimmen  hat.  Z.  B.  für  das  dreiachsige  Ellipsoid 

ist  '  •  , 

1 


cos2ttcos2<      cos  2Ksin  H     sinaf*  *" 
a2        +        b'1        +  P 

und  mithin  ist,  wen»  es  sich  um  einen  Octanten  handelt,  nach  Aus- 
führung der  Integration  in  Beziehung  auf  r,  für  r  dasjenige  zu  setzen, 
was  sich  hier  durch  Ausziehung  der  Quadratwurzel  ergiebt;  also 

&— J*  cos  u  ilu  dt  •  ^  r* 

1  P         .    P  tjt  l-cos^cos3/  ,  cos*ttsin**  .  sio£t«-|-i 

=  V  "*«**J   *  L      5P        +  +  ~^~J  ' 

Die  Gränzen  fiir  t  sind  die  für  u  ebenso  u=0,u  =  \n^ 

und  somit  int  Alles  bestimmt.  Der  einfachste  Fall  wäre  der  der  Kugel, 
wo  a  =  6  =  c  ist;  es  wird  dann  sehr  einfach 

pk*         p\n  n 
0z=\a3  I  cos u du  I  dt=z-^as, 

w  o 

»  ....   

und  das  Achtfache  hiervon  giebt  den  Inhalt  der  ganzen  Kugel. 


t.  ■  • 
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